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4'+56 7	��� �89�� ��,: ��$���� ��'� 7&� � 7+; �<	� (TPD)���� � =��!+> ?'9��� ��@)���B (  $D� ���� ������

���� ��! E�#�� 7�9�'F �	 � G�>HI� ��! 7��� J�> �� ����K��@ .���� M�� N	 $%�&� *	� ��$  �D O �P3 �<	�

�� $	��� ���B $B�@�!� $ 	<@ Q!+"� ���<+@ �!I $ ���� �59 $�    ��DR� �� S�� M�&#�� ���� � 7&� � 7+; 
G��'%!6 �

T'1 ����&6 � UR � �@ �� ��!:!� K'B�V $ $:!6 � �� �5&� $       W�!D: ND	 � �D � $D '+� �D5&� �D@ �� ��� � '

4'+56 ��� ��X#�� ��!� ����� �Y �� +#	��� ZP� � [�� #� 
������'�    ���Y KD�� $D �D@ .     ����D� ND	 M�D� *D	�

4'+56 7	��� ��� ��+> $���� ��'� K�� 7&� � 7+; �<	� .  
  

0���1 	!�1 :$���� $%��� $R6� 
���B ���>� 
���B 7&� � 7+; �<	� ���� ���B �'F 
����86 /�� 
�� .  

  

  

1 ��!#� 

4,� �� �\	 M�� *	�6 @ $D���� ��         ����D� $D� KD�� 7D&� � 7D+; M�D� �DP3 �<D	�      �� ���'D� �� �8'D�� ��D@

��!; 4'+56 ��@$���� �!]+@ ��'� ���� G�<',"6 ����,�� � WY U� � U	�!6 
�'%!6 �<	� .M��    � 7D+; ��D@

       G���D3 �!DR, � ��D�� T@�D� 
$D 	<@ T@�D� ��� $��> ��'"�� K	�	�� � ���R'#�1 �� 4,� ��&� 7&� �D���� .

$���� ��� $8�!6 �� 7R9 �89�� �!I $ 7&� � 7+; 7	��� $8%�P�   KDB�� ���D9 ^_ ��!� �P3 �<	� .  `�D\]'@

 M�� ��1941 ��� �B�8� �� N'�H� 7&� � 7+; $%��� �� *'#�a� . *	�$ $%���   $D>!+"��	� ��!D >   $%�D�� �� ��

$���� �� $#B�� �X� �� �P3 �<	� _� J�+6 �Y �� $� �!�K	���  � #D�@ $%��8� Q!� �� �@]1 .[   `�D\]'@ ��D#� ��

]1 [ d	��#��� �]2 [����� $8�!6 �� 7&� � 7+; M�� . �%�@ ef�]3  �4 [   /�#D�� �� 7D&� � 7+; $%��� 7; ����

��� . ��3 � J���Y]5 [      $D	��� N'D�H� 7D&� � 7D+; $%�D�� 7; ��� �� e\�f+'� 4#	�!�%� Q!� N	 �D��!+� . ��

                                                           
*
 G�R6�\� ��� ��,>  
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 ����!� �B�I  �D+� $D	��� ?'9� G�!h $ 7&� � 7+; $%��� $� ���� �!:�  �!D� .     7D; ���D �6�D8%�P� �� *D	� ��

 �#O!� � E���O i�!6 ���B 7&� � 7+; $%���]6 [KB�� G�!h .4@ *' O    7D; ���D ���� ����\+@ � E���O

��\	�� �� /�� *	� �� $� ����� $	��� ���B ����&6 � $��> �	��&� � 7&� � 7+; $%���  $D����    ��#����D1 �<D	�

*+� ���+> [�; �-  �� $#B�� N+� ����]7 .[ ����\+@ � K']8 [$���� N' \6      ���D �� ���DB �DP3 �<D	�

$ $B�@ � O 7	��� ���� ��� . M�!�' � ����]9 [$���� ��\	�� E��� � /�� N	      K	!Dk> U�D6 �D ���DB �<	�

 � 7+; 7	��� 7; ��� N'%!�f	�@ � �	�+������ $	��� $B�@ � O 7&� . ������ � <+':]10 [  7D&� � 7+; $%���

$���� /�#�� ?	�I �� �� ���B       ����D\+@ � E�D��O iD�!6 ��D� ��, D�'1 �\+� �P3 �<	�]11 [  �D���� 7D; .

 *'�;]12 [      J�D"�� m�D@ U�D6 �%�D+#;� [	��D� � $B�@ � O 7&� � 7+; GH\�� ��� *' �� ��� �� �6�8%�P�

��� .�� ���!� � ����]13 [��\	�� $8�!6 ��  ��� �D'%!6 ��� G��n#� �	�@  7D;       GH\D�� UDB� KD,: �D����� ��D@

� #��� ����� ��&� 7&� � 7+; $B�@ � O 7	��� . o��'%]14 [  $D���� M�D� N	 ��, �'1      $DB�@ �D O �DP3 �<D	�

         $D	��� *'��D6 ��D'"�� �� $DO��f\	 7D&� � 7D+; GH\D�� 7D; ��� �� ����86 ���B� �!D+ .    7	�D�� $D%�&� *D	� ��

$���� $B�@ � O �P3 �<	� �#����1 ����� $� 7&� � 7+; � � #�@ ���B ��@p    �D� $D#B�� ���D9 ���� ��!�  �!D� .

T'1 ��' $ ��8 Ta �� ��'� �� iR6�� q	��86 � �@ M�� � 4	����1  $%�D�� ��@  $D���� �   �D O �<D	�    �� �� $DB�@

K%�; �B�8� ���B � N'�H� ��@ �� 4' � .$���� M�� Z	��6 $ J!� Ta �� ef�    $DB�@ �D O �DP3 �<	�  �

 �� M�� *	� 7; /�� � $#3���1 $%�&� *	� ^_ ��!� 7&� � 7+;$	��� �� 4'	�+� . � $���� ��$	���    �� ���D> M�Dr�

�� ���� ���� 
J��,O Ta �� $�!�O $� �!� $���� 7	��� �� �� s!B /�� � M�� ��!6 7+; �<	�   M�D+>� 7&� �

�!+� .$"'#� $ <'� 4" 1 Ta ���� t�5#3� ��'� . 

  

2 
�$ %� �  

2-1 ���$�� �����  ��!  !�" �45 	6��[ ]MOLP  

 $���� $%��� �� �� $B�@ � O �P3 �<	� 6��� ��' �	� G�!h $ ��!:  

)1(      

{ }

    ( ) ( ( ), ( ),..., ( ))

. .

            ( ) ,   , ,..., .

T
k

n
j

Max f x f x f x f x

s t

x X x R g x j m

=

∈ = ∈ ≤ =

1 2

1 2�

                                                                       

  

�Y �� $�( ),..., ( )kf x f x1
k m�@ U�6 �X K	���_� �� ���� $>!+"� N	 � #�@ �@.  

 7����1:*x  ��� 7��� W�!: N	)1 (N	 ��� K��*x X∈ ��� $#��� �!:�p $ ��!I $�:  

*( ) ( ),i if x f x≥��� 
 i=1 
...
k  �@ ���� $ 
x  $ ?�8#�X .  

  

 7����2:*x X∈     ���D !6��D1 $D ', W�!: N	)1 (   d'D@ �D�� KD��x X∈ 
*( )x x≠  $#D���� �!D:�  �D�� 

$ ��!I $�*( ) ( )i if x f x≤
i=1
...
k N	 ��� 79��; � { }, ,...,j k∈ 1 2
*( ) ( )j jf x f x<.  
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 7����3:*x X∈   ���D q'8� !6��1 $ ', W�!: N	)1 (   d'D@ �D�� KD��x X∈
*( )x x≠   $#D���� �!D:�

$ ��� ��!I $�*( ) ( )i if x f x≤
i=1
...
k.  

 ��/$1 :$ '+� K%�; ��� S� q	��86 $'�� ��K�H> 
m�@ U�6 ���� $ '�' e\>� �@ �� �@�!3 ����.  

  

2-2 	
�� +�!9�  

 7����4  :$&���u ���B ���>� ��  

���B ��> aɶ�R $&���u ���B ��> N	 �� K�� ���&'&; ���>� �,L Ua a�, 0α β ≥  �!D:�     $D �D�� $#D���

��!I  $�:  

)2(  

( )
, ,

, ,
( )

( )
, ,

, . .

L
L L

L U

a U
U U

x a
a x a

a x a
x

a x
a x a

o w

α α
α

µ
β β
β

 − − − ≤ ≤


≤ ≤
=  + − ≤ ≤ +




ɶ

�

1
  

  

��� q	�86 *	� ��L Ua a= ���p $&���u ���B ��> �� �r�r� ���B ��> $ 7	�R6 ��  �!�]15.[ 

  

2-3 ���$�� �����  	6�� �45"	
�� ��!  !�[ ]FMOLP 

$���� $%��� �� �� ���B $B�@ � O �<	� $ ��!6 ��� q	�86 �	� G�!h:  

    r rj j
j

Max Z c x=∑ɶ ɶ

 

  )3(                                                                                                                               

. .

            ,

        ,

       , ,..., , , ,..., .

ij j i
j

j

s t

a x b

x

r q i m

≤

≥
= =

∑

1 2 1 2

ɶɶ

�

 

�Y �� $� ,ij ia bɶɶ�rjcɶ $&���u ���B ���>� � #�@ �r�r� �	 ��.  

 7����5:x X∈ 
 $%�D�� ��� ���� W�!: N	FMOLP )3 (  �D@ KD��   K	���D_� �� ��D�   ��D@  $%�D��)3 (

� � s�h.  

 7����6:      ���D !6��D1 $D ', W�!: N	)3 (   d'D@ �D�� KD��*x X∈
*( )x x≠  $#D���� �!D:�    �D��

$ ��!I $�*( ) ( )i iZ x Z x≥ɶ ɶ 
i=1
...
q N	 79��; ��� �{ }, ,...,j q∈ 1 2
*( ) ( )j jZ x Z x>ɶ ɶ.  

 ��/$2 : M�� �� m�@ U�!6 ����@)3 ($ '+� Q!� �� ��� ����p K�H> $'�� � @�!3 e\>� �@  ��. 
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2-4 ���� 	
�� +�!9� 	!��  

$R6� U�6  <f+6�!B � *�� i�!6 ��� $	��� �� ]16 [$  �	� G�!h�� q	�86 �!�:  

( ) (inf sup )R a a a dα α α= +∫
11

2 �

ɶ ɶ ɶ

 
 )4 (                                                                                        

$ �� ����� M�� �	� G�!h $ S� q	�86 $� �	� ��!6 �� ���� �!�:  

( ) ( ( ))L UR a a a β α= + + −ɶ
1 1
2 2  

)5                            (                                                 

���B ��> �� �@ ���aɶ�bɶ 4	���:  

( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )

a b iff R a R b

a b iff R a R b

a b iff R a R b

≥ ≥

> >

= =

ɶ ɶɶ ɶ

ɶ ɶɶ ɶ

ɶ ɶɶ ɶ

 

)6(                                                                                    

  

$ ��� v!�� �@, ( )a b F∈ ℜɶɶ �@ � { }0k ∈ℜ − 
$R6� U�6 �P3 �� R K�� �	� ��w	� �����:  

( ) ( ) ( )R ka b kR a R b+ = +ɶ ɶɶ ɶ  

  

$R6� �� ���n#�� � M�; $%��� S� �� ��� q	�86 �� FMOLP  �� ��� ����)3 (N	 $  $%�D��MOLP   M���D#�

�� �@�!3 7	�R6:  

   ( ) ( )r rj j
j

Max R Z R c x=∑ɶ ɶ

 

)7(
 

. .

            ( ) ( ),

            ,

           , ,..., , , ,..., .

ij j i
j

j

s t

R a x R b

x

r q i m

<

≥
= =

∑
∼

ɶɶ

�

1 2 1 2

 

�� *	� $%��� ��FMOLP 
K�� 7	u �\+� $%��� � M��8�:  

    r rj j
j

Max Z c x′ ′=∑  )8(  

 

. .

         ,

            ,

           , ,..., , , ,..., .

ij j i

j

s t

a x b

x

r q i m

′ ′<

≥
= =

∑
∼

�

1 2 1 2

 

  

 $� �� �Y,ij ia b′ ′ �rjc′���B ���>� � �V� #� ���>� ['6�6 $,ij ia bɶɶ  �rjcɶ       $DP�� $�'D�� $D $D� � #D�@)5  ( $D   KD��

�� � 	Y.  
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�� $	��� �"	�#� 7	u �� $ $ ', W�!: x�R6�� $� ���� 7; �� ���Y K��       $D���� $%�D�� �D �� �D\+� $%�D��

�� ���� $B�@ � O �P3 �<	� �@�. 

 =�1: !6��1 $ ', W�!: $>!+"� )3 ( �)8 ( � #�@ ���\	]17.[  

>� ��: 4' � y�B w1 �w2 W�!: $>!+"� ['6�6 $  ���� ��@)3 ( �)8 (� �� .�� 1x w∈4	���:  

, , ,..., .ij j i
j

a x b i m< =∑ 1 2
∼

ɶɶ

 

  )9(                                                                                                    

 $P�� E��� �)6 ($ � � �P3 ��  $R6� U�6 N	 ��'����R B �P3 GS��8� $>!+"� ���  �� ��D� ���� ���

)9 ( K��� 4'@�!3:  

( ) ( ), , ,..., .ij j i
j

R a x R b i m≤ =∑ 1 2ɶɶ  

��� �, 6 � ���  

, , ,..., .ij j i
j

a x b i m′ ′≤ =∑ 1 2  

$� �� �Y( )i ib R b= ɶ �( )ij ija R a= ɶ
, ,...,i m=1 2 �, ,...,j n=1 2. 

$"'#� �� x w∈ 2
 *	���  �w w=1 2. 

�' � y�B M�;*x  $%��� ��� !6��1 $ ', W�!: N	)3 (��� .  qD	�86 ?RI2  d'D@x X∈    ����D� �!D:�

$  $� ��!I*( ) ( )i iZ x Z x≤ɶ ɶ��� 
i=1
...
q N	 79��; ��� �l
*( ) ( )l lZ x Z x<ɶ ɶ .   U�D6 *#B�D� �X� �� �

$DDDR6� �DDDP3 ��DDD R $DDD  �DDD� M��DDD8� �!DDDI  d'DDD@ 
KDDDn� ��!DDD6x X∈  $DDD ����DDD� �!DDD:� ��!DDDI $DDD� 

*( ) ( )ij j ij j
j j

R c x R c x≤∑ ∑ɶ ɶ
  ���DDi=1
...
q   NDD	 79��DD; ���DD �l
*( ) ( )lj j lj j
j j

R c x R c x<∑ ∑ɶ ɶ.  ��

d'@ $"'#�x X∈  $D ����� �!:�  ��!DI  $D�*( ) ( )ij j ij j
j j

R c x R c x≤∑ ∑ɶ ɶ ���D 
 i=1
...
q    79��D; ���D �

NDDD	l
*( ) ( )lj j lj j
j j

R c x R c x<∑ ∑ɶ ɶ  d'DDD@ 
[DDD'6�6 *'DDD+@ $DDD � x X∈ $DDD ����DDD� �!DDD:� ��!DDDI $DDD� 

*
ij j ij j

j j

c x c x′ ′≤∑ ∑��� 
 i=1
...
q N	 79��; ��� �l
*
lj j lj j

j j

c x c x′ ′<∑ ∑.  W�!: q	�86 �'3� $"'#�

 $%��� ��� !6��1 $ ',)8 (�� G�Rz� $ 4\; *	���  � K�� ���. 

  

3  >? �� ��� � @!� 	!�� @A���  

3-1  0�B�� � ����� C��D�  

4'+56 $%��� ��#� Ta *	� ��  7+; ��'� �� Z	��6 J�> �!I $ 7&� � �!�.  

Ta1 <��� N	 $� 4' � y�B $���� ���� �59 ��  �    �� S�D� ND	 M�D&#�� ��� ��m  $D UDR �n  �� �D5&�

� � *''86 . �!���!� �h�&� $ U	�!6 ��� S�� *	� �� E�#�� 7�9 ��!:!� N	 UR � �@ �4@ O *'D     �D5&� �D@

T'1 ����&6 N	 ��D� � ' ��       ���� qD�#a� U�D � �� KDB�	�� ���D S�D� *D	� �� .  ?DRI�Y  $DO     $%�D�� �D� $D#n�
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4'+56 $���� ��'�  �5&� �@ $ UR � �@ �� S�� 7+; ��� $ ', ���&� N	 ���� �59 ���, �'1 7&� � 7+; �<	�

$ � � *''86 ��!I $ 	<@ $�  � 7+; 
G��'%!6 7� � � 7&�4@ *' O �!� $ '+� S�� 7	!_6 ����.  

�� Z	��6 �	� G�'��B E���� $#B�	 $8�!6 ���	� M�� *	� ����:  

− �� ���B ?'9��� ��X#�� v!P� � m�@ U�!6 $'�� ��!�. 

− $+@ � #�@ �P3 U�!6 �!'9 � m�@ U�!6 �. 

− $ 	<@ � 4'&#�� �!I $ {a�� �'�� N	 �� 7	!_6 ���� � 7&� � 7+; ��@   ��@�D;��) �D@S��  (  M�D&#��

�� [�� #� ��� ���� ��� . 

− $+@ �� E�#�� �� ��!:!� 7�  �� �h�&� �� ��'��&#� G�:�'#;� 7� � ��� U� � � ���. 

− $>!+"� $'�� $	��� �!X � $ �P3 K	!k> U�!6  K�� ��� ���� {'5a6 ���B ��@ . 

������ 7	��� �� �� m�@ U�!6 ��! ���B M�� y�B $���� 4'+56 �<	� �� ��' 7&� � 7+; ��'�   � � �

$ mH#3� ���� $O��f\	 �!X � 4'+56 �X�        [D%�9 �� ���DB $DB�@ �D O ���D� $D ', $%��� W�!: ��� ������'�

K�� ��� ����Y ���B ����Y ZP� N	 .�� ���� �� ��! [�� #� � ��! �P3 t�!3 J!� � J�� G�'��B  �@�

� $%��� N	 �� $�$��� �� s�h ������#�� �P3 �<	� � � .     �!D:� ���D ����D� � �z!D� �'9 N	 J��,O y�B

$���� 7	��� ��� ���� W�!: N	 4'+56 �<	�   ��D\�� 4" 1 y�B �!:� � K	�,� �� � K�� 7&� � 7+; ��'�

$���� $%��� N	 $ �� ���B �P3 $B�@ � O �<	� $���� $%��� ���� M��8�     D� 4@��DB �DP3 �<D	��   �� $D� ���Y

�� ��'� ������#�� e\�f+'� /�� i�!6 W!�P� 7\� $ ��h� $%��� 7; ��\�� $"'#� ����.  

  

3-2   ����� 	!�� @A���  

 Z	��6 $ Ta *	�� 	Y�B M�� $���� $%��� ���� ���� t�5#3� �Y 7; /�� � ���B $B�@ � O �P3 �<	�.  

  

3-2-1 E!  F��A�  

 7��� $%�&� *	� ���, �'1 M��$���� $%��� �� ���<+@ �!I $ $� K�� m�@ U�6 ��   ���DB $B�@ � O �P3 �<	�

�� ����Y �!� :  

7&� � 7+; � G��'%!6 7� $ 	<@ ���� $ '+�: 

    ( )
m n

ij ij iji j
Min Z p c Q

= =
≅ +∑ ∑1 1 1  

)10 (                                                                                                      

S�� 7	!_6 ���� 7� ���� $ '+�: 

     
m n

ij iji j
Min Z t Q

= =
≅∑ ∑ ɶ

2 1 1  
)11(                                                                                                                        

4	��� �Y �� $�:  

Z1   � 7+; � G��'%!6 7� $ 	<@ 7&�)�S�(.  

Z2   7	!_6 ���� 7�)$&'9�(.  
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ijQ  UR � �� 7&� � 7+; �;��i �5&� $j. 

ijp  UR � �� �;�� �@ ��� �'%!6 $ 	<@i �5&� $j.  

ijc  �� �;�� �@ ��� 7&� � 7+; $ 	<@i �5&� $ UR �j.  

ijtɶ UR � �� �;�� �@ ��� S�� 7+; ����i�5&� $j.  

 K�H> $� K�� ��u $ J�S“ ≅ ”���B 7\�” = ”        ��D��Y ZPD� ��!D ���DB $D � KD��)  K	�D�� ZPD�  ��D �

4'+56 ������'� (�� ����� � � .$���� 7	��� �89�� ��,: �� 4'+56 �<	�   �D� 
7D&� � 7+; ��'�  � i'D_� [	�

� #�@ ?'9��� S!+8� �6�'�+> ��@�#����1p ���� � G�>HI� �� �k8 ��	�     � E�#D�� 7D�9�'F �	 � ?'9��� $%��� ��@

$���� ?B� �� |��3 �� �<	� � �� . $%��8�)10 ( $%��8� � ���B 
?'9��� ����Y ZP� �)11 (  � ?'9��D� ����Y ZP� �

K�� ���B 
?'9��� ���� �#����1.   

  

3-2-2 G�+�!H��   

• UR � �@ ��� E�#�� 7�9 ��!:!� 7� K	���_�: 

, , ,...,
n

ij ij
Q S i m

=
= =∑ 1

1 2
 

)12                                     (  

• ���&#� �@ ��� ���&6 7� K	���_�: 

, , ,...,
m

ij ji
Q D j n

=
= =∑ 1

1 2
 

)13(                                                                                                                           

• �'}#� ��! �n ��� 4'+56 ��@: 

, , ,..., , , ,...,ijQ i m j n≥ = =� 1 2 1 2
 

)14(                                      

  

�Y �� $� iS  E�#�� 7�9 ��!:!� 7�)�;�� [�; � (UR � ��i �jD ���&#� �@ �� ���&6 7�jK��.  

$R6� U�6 M�+>� �� e1  �� ��� ��' �� 2-4�� �� �	� G�!h $ $%��� 
 �	Y:  

     ( )

     

m n

ij iji j

m n

ij iji j

Min Z p c Qij

Min Z t Q

= =

= =

≅ +

′≅

∑ ∑

∑ ∑

1 1 1

2 1 1  

)15                                            (  

. .

           ,

           ,

           , , ,..., , , ,..., .

n

ij ij

m

ij ji

ij

s t

Q S

Q D

Q i m j n

=

=

=

=

≥ = =

∑

∑
�

1

1

1 2 1 2

 

  

�Y �� $�ijt ���B ��> � �V� #� �&'&; ��>ijtɶ �� ���. 

=���"� �� $ �� �'3� $%��� ��!6 G�!h ��� ���� �	� 7\� $ ���B i���:  
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    ( )

    

m n

ij ij iji j

m n

ij iji j

Min Z p c Q Z

Min Z t Q Z

= =

= =

≅ + <

′≅ <

∑ ∑

∑ ∑

�

�

ɶ

ɶ

1 11 1

2 21 1  

)16(  

. .

           ,

           ,

           , , ,..., , , ,..., .

n

ij ij

m

ij ji

ij

s t

Q S

Q D

Q i m j n

=

=

=

=

≥ = =

∑

∑
�

1

1

1 2 1 2

 

  

Z �

1 �Z �

2   4'+D56 $D� K�� �!�P� �; ['6�6 $  �� ��D��'�   ���� �DX�Z1�Z2   �Y �� =�DR	�&6 NDO!�  �D6  � D�� .

 *��+	�]18 [     �r���D; �	��D&� $D m��D@� $D'�� ������: � �� �'3� ���B $B�@ � O $%���Z +   79��D; �Z −   $D

��� $%!��B �	� G�!h:  

 , ,g g aZ Max Z x X+ = ∈
 

)17(                                                                                                                   

 , ,g gZ Min Z x X− = ∈
 

)18 (                                                                                                                      

, .g = 1 2  

  

 ��#� ��gZ − N	 G�!h $ $B�@ � O $%��� 7; � ��     ND	 �� ���n#D�� �D $B�@ N6 7	��� ���   m0D; � m�D@

$ $�;�� �@ �� m��@� ��	� �� K��  4D	��Y( )aX       $D $D ', �	��D&� ���� ���D9 �D efD� �   �� ��D�Y KD��gZ 


 ���&� *	�#�'gZ �� 7h�;  ��+@ $� �!�gZ +  K��]19.[ 

  

3-3 F��� �45 G�AI9  

K	!k> U�6gZ K�� ��� $%!��B �	� G�!h $:  

,

,
( )

,

, .

g

g g

g g
g g g

Z g g

g g

Z Z

Z Z
Z Z Z

x Z Z

Z Z

g

µ

−

+
− +

+ −

+

 ≤


− ≤ ≤= −
 ≤
 =

�

1

1 2
 

)19  (                   

  

 7\�1  ��� �� �P3 K	!k> U�6 ���!+�)19 (�� ���� �@�.  
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 �/J1. �P3 K	!k> U�6  

  

3-4  =�L�  �
 � M��� 
� 	
�� 	�N .+  

$� �' � y�BX $+@ �� $>!+"� N	 W�!: �    4'+D56 $%�D�� ND	 ��� *\+� ��@   �D�� ��D'� .   m�D@ ND	

���BG ��� ���B $>!+"� N	X�� {a�� �	� K	!k> U�6 � $� K�� �!�:  

[ ]: ,G Xµ → � 1
 

)20(                                                                                                            

���B �'9 N	C ��� ���B $>!+"� N	 $>!+"�X �� {a�� �	� K	!k> U�6 � $� K�� �!�:  

[ ]: ,C Xµ → � 1
 

)21(                                                                                                            

�Y  [DD'��6 ��D�G �C  ���DDB 4'+D56 NDD	 �DD'%!6 ���DD���X   � #DD�@ ���DDB $D>!+"� NDD	 J��DD� �D@ $DD�

`��#��G �C �� $"'#� �� �� {a�� �	� K	!k> U�6 � $� �@�  �!�]20: [  

( ) ( ) ( ) ( ( ), ( ))D G C G CL x x x Min x xµ µ µ µ µ= = ∧ =
 

)22(                                                                                  

�� q	�86 �	� G�!h $ �V� #� 4'+56 $ '�' �!�:  

 ( ) ( ( ), ( ))D G CMax L Max x MaxMin x xµ µ µ= =
 

)23 (                                                                                       

$ �!I ���    ���DB 4'+D56 $� �' � y�BD  $D"'#�k   ���DB m�D@,...,kG G1 �m  �D'9,...,mC C1 �D�� .�Y   ��D�

���B 4'+56D `��#�� ,...,kG G1 �,...,mC C1 �� {a�� �	� K	!k> U�6 � $� K�� !��: 

( ) ( ) ( ) ... ( ) ( ) ... ( )
k mD G G G C CL x x x x x xµ µ µ µ µ µ= = ∧ ∧ ∧ ∧

1 2 1
 

     { }( ),..., ( ), ( ),..., ( )
k mG G C CMin x x x xµ µ µ µ=

1 1  
)24(                                                                                          

$ �V� #� 4'+56 $ '�' � �� q	�86 �	� G�!h �!�:   

 ( )DMax L Max xµ=  

{ }
1 1
( ),..., ( ), ( ),..., ( )

k mG G C CMaxMin x x x xµ µ µ µ=
 

)25(                                                                                    

�r���; /�� $� �#� *	� ��- �� ��'��� K	!k> U�!6 ��'#�� 79��; �� $ ', W�!: ���� ��'1 ��� �!�   ��!D6

 ��� ���n#�� �	� �P3 M��8� $%��� ��]19.[  

  

۱ 

۰ 

gZ −   gZ +   

gZ   

( )gZ xµ 
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 gMax λ
 

)26                                                                                                                     (  

 

. .

           ,

           ,

           ,

           ,

           , ,..., , , ,..., , , .

Z g
g

n

ij ij

m

ij ji

ij

s t

f

Q S

Q D

Q

i m j n g

µλ

=

=

≤

=

=

≥

= = =

∑

∑
�

1

1

1 2 1 2 1 2

 

  

$�  �� �\+� �'}#� �Ygλ K	��� $:�� 4'+56 �� � ��� {a�� [	��� ���&� � �� ����'�   ��D�� m�@ U�6 �

�� �@�.  

 $���� 7	��� 7; ��� ���, �'1 ��� ���� 4'+56 �<	� K�� ���Y �	� �� 7&� � 7+; ��'�:  

� @�� '�N .M!��B $����  $'%��  M�� ��  4'+56 7	��� ��� ���B $B�@ � O �<	� 7&� � 7+; ��'�. 

� '�+ '�N .�#����1 7	�R6 �#����1 $ ���B ��@ �� � �8P9 ��@$R6� / �� . 

� 'A� '�N. M!��B $���� M�� ��  �#����1 � $B�@ � O �<	� �8P9 ��@. 

� '��&" '�N. $+@ ���� $ �V� #� �P3 K	!k> U�6 *''86 m�@ U�!6 �. 

� =O�� '�N. �\+� �'}#� �B�8�λ $���� $%��� 7	�R6 �         �D��+> �� ���n#D�� �D ���DB $DB�@ �D O �<D	�

$���� $%��� N	 $ 4+' '� M��8� $B�@ N6 �P3 �<	� . 

� =DJ '�N. $���� $%��� 7; $ � �P3 �<	� 4'+56 ��X#�� ��!� W�!: ����Y K�� ������'�. 

  

4  @!������ �� �� � 	
�� 

Ta1 <��� ~ 1 $ �!3 M!5_� N	 $	��� ��� �#��� �' � y�B    $D��3��� $D� �� 
S�D� N	 �� ��  �   �D'%!6 �

��� ���n#�� q�#a� ��@�,� �� M!5_� *	� ��   $� � � $  M��: �� 7��� �!I1  KD�� ��� ���� ���� .  �	��D&�

$ M��: *	� �P� *	�3Y � K��� K+� �	��&� �!#�      S�D� *D	� �� E�#D�� 7D�9 ��!:!� � �� @� ���� ['6�6

K�� Ta1 <��� �@ ����&6 � $��3��� �@ �� . ��D�� M��: *	� �� $	��� �@      $D��3��� ND	 �� �'D�� ND	 ��D @�

�;�� N	 M�&#�� ���� � 7&� � 7+; $ 	<@ $� K�� t�3 Ta1 <��� N	 $ t�3 ��   �'D�� N	 �� S�� *	� ��

�� ���� $�'�� N	 � [�� #� � t�3 �@� .��  �Y    KD����� �� $D 	<@ *	�#�' 
7&� � 7+; $ 	<@ $� �	�:p   �	�D�

T@�� ��� �6�8%�P� $ 4'+56 K��� ���� $ 	<@ *	� .     4'+D56 $%�D�� *D	� 7D; ���D ��X#�� ��!� m��@�   ��D'�

K�S�� M�&#�� ���� � G��'%!6 $ 	<@ ���� $ '+� 
7&� � 7+; .    �� S�D� M�D&#�� ��D�� 
K'89�� �� $� �	�: �Y ��

�+� ��� ��' ?'9� �!I $ ��!6 p     D� KD�� �<D'O �Y S�D� M�D&#�� ���� U�6 [	�� *#B�� �X� �� ���B   $D �� �D� $

N	�<� �89�� 7	��� �� �6 ����.  
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 @�!P1 .$%��� $ x!�� G�>HI�  

$��>  5  4  3  2  1    

18  $30 

min2400ɶ  

$20 

min960ɶ  

$16 

min720ɶ  

$12 

min480ɶ  

$10 

min360ɶ  

1  

24  $36 

min1920ɶ  

$24 

min1320ɶ  

$13 

min9 00ɶ  

$7 

min600ɶ  

$12 

min600ɶ  

2  

10  $32 

min1800ɶ  

$10 

min600ɶ  

$20 

min1080ɶ  

$16 

min960ɶ  

$14 

min720ɶ  

3  

52  6  16  12  8  10  ���&6  

  

$ S� M��: �� ��� $#�!� ���B ���>� K	!k> U�6 K�� �	� G�!h:  

, , , ,

( ) , , ( ) , ,

, . . , . .

t t

x x
x x

x x
x x x x

o w o w

µ µ

− − ≤ ≤ ≤ ≤ 
 

− − = ≤ ≤ = ≤ ≤ 
 
 
 
 

ɶ ɶ

� �

11 12

356 474356 360 474 480
4 6

370 494360 370 480 494
10 14

 

, ,, ,

( ) , , ( ) , ,

, . . , . .

t t

xx
xx

x x
x x x x

o w o w

µ µ

−−  ≤ ≤≤ ≤ 


− − = ≤ ≤ = ≤ ≤ 
 
 
 
 

ɶ ɶ

� �

13 14

950713 950 960713 720
107

735 974720 735 960 974
15 14

 

, , , ,

( ) , , ( ) , ,

, . ., . .

t t

x x
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x x
x x x x
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µ µ

− − ≤ ≤ ≤ ≤ 
 

− − = ≤ ≤ = ≤ ≤ 
 
 
 



ɶ ɶ

��

15 21
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40 20
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, , , ,

( ) , , ( ) , ,

, . ., . .
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µ µ
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30 20

630 920600 630 900 920
30 20

 

 [
 D

ow
nl

oa
de

d 
fr

om
 ja

m
lu

.li
au

.a
c.

ir
 o

n 
20

25
-0

7-
05

 ]
 

                            11 / 15

https://jamlu.liau.ac.ir/article-1-647-fa.html



W و MNOPQ ;� �RST SUV WXY و �8KL، یI روش AB %CD�EF@?% � <,8 =ز� ��ز� .�ر;:89Z [�\] W^ � 

36 

, ,, ,

( ) , , ( ) , ,

, . . , . .
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xx
xx
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ɶ

�
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!��?�� ��:  

@�� '�N: M!��B M�� �� FMOLP 4'+56 $%��� ��� $%��8� �  ?�P� 7&� � 7+; ��'�  ��@)10 ( �6)14.(  

'�+ '�N: �#����1 7	�R6 �#����1 $ ���B ��@ ?RI �8P9 ��@)5.(  

'A� '�N: M!��B M�� �� MOLP4'+56 $%��� ���  $%��8� � ?�P� 7&� � 7+; ��'�)15.(  

'��&" '�N: !k> U�6 *''86$+@ � �V� #� �P3 K	 m�@ U�!6 � .      �� ND	 �D@ ���D *	��DFY W�!D: N	 ��#�

$���� N'�H� 7; �� ���n#�� � m�@ U�!6 $ $B�@ N6 �<	� �� K�� 4	��Y.  

$"'#� $ � � K�� ��� M�r� *	� �� ���Y K��:  

$ minZ Z= =1 2720 42178  

  

m�@ U�!6 �� N	 �@ ��� �P3 K	!k> U�6 ef�  $%��8� �� ���n#�� �)19 ($ �� q	�86 �	� G�!h �!�:  
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, ,

( ) , ,

, .

Z

Z

x
x Z

Z

µ

≤
 −= ≤ ≤


≤ �

1

1

1

1

1 720
754 720 754

34
754

 

, ,

( ) , ,

, .

Z

Z

x
x Z

Z

µ

≤
 −= ≤ ≤


≤ �

2

2

2

2

1 42178
46412 42178 46412

4234
46412

 

  

=O�� '�N: �� 7	�R6 M��8� $B�@ N6 $%��� N	 $ 4+' '� ���+> /�� �� �� $B�@ � O $%��� 4' �:  

    Max λ λ+1 2  )27(                                                                                                                                               

. .

           ,

           ,

           ,

           ,

           ,

           ,

           , ,..., , , ,..., , , .

n

ij ij

m

ij ji

ij

g

s t

x

x

Q S

Q D

Q

i m j n g

λ

λ

λ

=

=

−≤

−≤

=

=

≥

≤ ≤

= = =

∑

∑
�

�

1

2

1

1

754
34

46412
4234

1

1 2 1 2 1 2

 

  

=DJ '�N:  $%��� 7; �)27 (K��� 4'@�!3 :  

  
 @�!P2. $%��� W�!:)27( 

Q Q Q= = =11 14 1510 6 2 

Q Q Q= = =22 23 258 12 4 

Q =34 10  

  

ijQ  

 

$

min

.

.

Z

Z

λ
λ

=
=
=
=

1

2

1

2

736
43508
0 5294118
0 6858762

  

 
 

m�@ U�6 �	��&�  

 
W�!: $�	�&� $ �	� M��: $ ��@ ���� t�5#3� ���Y K��:  
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 @�!P3. $�	�&� W�!: � $ ��@ ���Y K�� 

$%�&� *	� �	��:� M��  $���� $%���  ���+� �P3 �<	�2  %���$���� $  ���+� �P3 �<	�1    

 Max λ λ+1 2   Min Z 2   Min Z 1  m�@ U�6  

%

%

λ
λ

=
=

1

2

53
68

  
100%  100%  

  

K	��� ��<'� �� �  

736  754  720  Z1m�@ U�6  

43508  42178  46412  Z2m�@ U�6  

  

5  �O�$ 	�N  
4'+56 7	��� �89�� ��,: �� $���� ��'� ���� � =��!+> 7&� � 7+; �<	�      �� �D��� $D� ���� �����D� ?'9��D� ��@

���� ��! E�#�� 7�9�'F �	 � G�>HI� ��! 7��� J�> �@K� .      U�D6 �� ����� 7D&� � 7D+; M�D� 
$D%�&� *	� ��

$ '+� m�@  	<@ ����$ K�� ���� � $ ��!I $��> ��<'� � ��	�#�� ����&6 $� $��> � �!� ����Y� ����  � .

$ N' \6 v!�� $���� i��� � �@ �+� ���	� �<	�   4'+D56 7	�D�� ���!6        U�D6 [	��D� �D �� 7D&� � 7D+; ��D'�

    �D � 7D; ���DB m�D@ .    $D���� M�D� ND	 ��DD� *D	�        7D; ���D �� ����D86 ���DB $DDB�@� O �DP3 �<D	� 7	�DD��

4'+56 �� ���� ���B m�@ U�6 [	��� � 7&� � 7+; ��'� �@� . /��$	��� m�P8�� �� $%�&� *	� �� ���   ��	0D1

K�� ����!3� �!3 �	���� � �6�R��_�.  
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