

ل   ، ����� � ����
ت و �
ر�د	� �ن ����    ��  ١١٣-١٣2ص   ، ص٩٢  -,+*
ن ، )٣٧&%$ ( دوم ،  !�
ر د�
     
4
5٧٢٨7-٢٢2١ 

113 

  

������ �	 
��
��	 ����� ��� ������ �	�� ����	 ��� ���� ����  

	��� ����� ����	  

 !���� ������ �� ��"�� �#$%���	�	 ����& ��'� ���(� �� 
��  

  
���)� �*��+&*1 .��)  !��/0 ��'�2!���0 2��3 .�� 3  

1- ����� 	
� 	
� �
�� ����� ���� �������  

2- ����� 	����� 	����� �� ! � 
"# ������� 

3- ����� 	��$��% 	��$��% �
�� ����� ���� �������  

  

&'�(� �)�* :21  ��,�1391  

&'�(� .��/0: 22  1��*��21392  

  


��$5  

���� ��%30 4)"5��6 )DEA( &9��5� :��, :�;��*�0�� .�* <�: )�*���, (  ���*�=$    &=$ �=��6�
�� �� �=6��>

�)'��2 �� ?�@�� �* ���AB�� 6� ., ��� &    �=� �=���� :�=)�� *� D�;=�� 4,�� �9A� ��� <� .�* 1�� �� ���� ��� �=%�, .

*� &$ :�;��*�0 .�* E�F�, ��*� �
�� ���� ��)@ � :��� &, �9A� �6    4=,�� �=)G 	�=���� :�)�� *� H��3I# &$ ��3%

��� D�;�� ., ���*�$ &�� �� ����� *��(� &� � �9A� *��(� <� .�* 1�� �� ���� ����%�, ., ���*�$ ���� J*�9# &, &

� ���� ������� *��(� �� :�*���, .�* 1�� ���� ���*�$ � ., &�3, KL���� 4)'�    ���*�=$ �=�� ��M=)� &���N O��3� �

�*3� ��% �*���, �� *��� P�3���)> .&)9% � ���2 &$ Q�;�� J3, :�������2� R�3 ]1[ ��� ��% �2����� 	 :��, ���3�

��)> *��� ���U;�� �*3� ��% �*���, ���*�$ ��� ��M)� ���, V�, .    � Q�;=�� J3=, �= ���2 4��$ W���� 1IX &'�(� 1�� *�

�� �35� JV�B%� &, 	�� �� ���U; �3N3�&'�(� *�:  :��=9# �)��       ���=�*�� �=F�, &=, &=N3� ���=, &=$   =, 	.�* 1=�� :�=6 &

��� ��% &;2�>*�$Y �� �*�%�
) $ .   ���=2� &=$ ����$/� �3N� �, &$ ��% ���U;�� ���� Q�;�� J3, .�* �� &'�(� 1�� *�

, � .�* 1�� �� ���U;�� *� &P�� :��, Z3[F  :��=� :�6     &=�3> &=, \�=9]�)6 � �=��2 	�3=, �����   .�* 1=�� �� �=��� :

����$ ���U;�� .:��9# �)�� &'�(� *� 	1�� �, ���# ]2[ �*�%� ^)6��� & )�)0 &,: 3,�� ��I> �� ��3F � ���� Q�;�� J  � $

��� ��% ?�@�� &'�(� �� A�3� R�3� *�$ &$. ��2 &'�(� &, _3,�� *�$ 1�� ����- \�9]�)6 ]3[ ��   =, �6�=�, &=$ �%�, &  4=)'�

����*�� �F�,�% `3A � .�* 1�� �6 ]4[ .  

  

���+� ��6+� :���� ��%30 4)"5� 	�6DEA:�;��*�0�� :�*�$ ��� 	Q�;�� J3, 	.  

  

                                                      
 *��#J�9��B� *�� �  

<)���;B'� D*��:  ar_bahari@yahoo.com 

 [
 D

ow
nl

oa
de

d 
fr

om
 ja

m
lu

.li
au

.a
c.

ir
 o

n 
20

25
-1

1-
05

 ]
 

                             1 / 23

https://jamlu.liau.ac.ir/article-1-614-fa.html


ABت @<?<د � =>�;:9 8ر  CD $Eر� �FGH8ر
4I �8ر
� 9�J>K زMN ورد���8 �پ FGP8 ت>Q ز�
� �RST 9:;�<= د  8ز
UVW8 ،ر8ن
B XY ر� و
Z[ 9\ ]8 د�
^_ 9�`a b
cd �    

114 

1 ���(�  

&9��5� :��,:    
)=%�, &;=%�� c�=d� :��*� <� �� �)'3� 4,�� �N��F 1��;�), �� �� 
�*�� ��)� ����� ���*�$ .  &=,

        ��= 6� ��=�� 	:��*� �=6 :��� &=, O,�=� *��=(� &=$ 
=�*�� ��)� �)'3� O,�� ��3 # �5� O,�� <� &, 	���� J*�9#: 

�%�, :��*� �� �� �)'3� 4,�� ��M)� 1��;�), )4B% 1 .(;��)�� *� &��U�     ��M=)� 1��;=�), &9=��5� &=, *��� 	����� :�


);A)� KL�� :��*� <� �� ��% �)'3� .��� KL���� ����� ���*�$ ��� ���� J*�9# &,.  

  
  

8$�1.  :��*� X �N��F �)'3� :��,Y  � ��� ��% ���U;��*Y  :��*� �� �)'3� 4,�� ��M)� 1��;�),X ���. 

  

 � 4B�� 1�� �, ���� ef�2 :��,&��*�: �� 	�
�� �6 ���*�$ *��(�        KL=�� �=)'3� O,�=� ��3= # &=, �* ��,�=� ��3=�

��$ ., �* ����� ��� �� 1)IL� <� ���� J*�9# &, &
)��� , �� :�N .   :�;��*�=0�� � :�;��*�=0 .�* �� &, *�$ 1��

�� ?�@�����/0 .  

P�� *��!�F ��,�� 4B% 	:�;��*�0 :�6   �=� &=;2�> �g� *� ���*�$ :��, P3�@� :�6�;��*�0 �F�, �, �3=% .

      ���� <=I$ &=, P3=�@� :�=6�;��*�0 ���=$ KL=�� E�6 .�* 1�� *�    �=� �3=N3� &=�3I� :�=6 �=%�,.   �� �=B�

M,*\ ��� P�� &, �!�F ��,�� 4B% 4)I5� 	:�;��*�0 .�* h���� 1��� .�
�� �� �, ���#   :��=� &=, �9A� �6

�,���*� ���3%)�� *� HV3I�� &$ �   �=� D�;=�� 4=,�� �)G ����� :� �=%�, .     ��,�=� 4B=% ^)=6 :�;��*�=0�� .�* *�

�I� 4)I5� P�� &, �!�F�� ���� ���N� � �3%���� �� �3% �=  $ KL�� �* �)'3� O,�� 4B% �3F 	&�3I� :�6 . *�

 3=% �,���*� :�;��*�0 D�;�� 4,�� �)G ��� <� �, �6�
�� &B�� :�N &, .�* 1����Y       D�;=�� 4=,�� ��=� <=� �=,

���� �� ��% &;F���� �,���*� �6��3% .i�X �� �B�     J*3=! *� 	���*�=$ ����=(� D3=A5� �))j� .�* 1�� :�6

�� �;�, 1)IL� :��, Q�;�� J3, �� ���U;�� �"!� 4)'� &$ ��� &�3I� �))j��%�,.  

�� &, &N3� �,�% &;U> &kY  �, �@ �� *�&'�A�: ��*�$ ��� 1)IL�
);A6 &N�3� � .�� ��;,�   �� :�*���=, �=A��,

, ���*�$ ��� &��*�� ���Y 
) $ &9��5� ��� �� &, �9A� �* �
�� �6 ���*�$ lm� .&$ ��� WX��   ��=� &] �6

�%�, �;�, ��% �*���,Y , ���*�$ ����(� & ����(� &, 	���� ������*�$:�6 <��M� ����� �3=, �6�3F ��.   &=���� *�

nL, *� � 2 &, ,�*���� ��%30 4)"5� ��� 
�� J�)!3[F �F�, ���� �6 
�����=0 . =L, *�n 3    �="$ *�;F�=�

��� ��% ���� W���� Q�;�� J3, � ���2 . nL,4 .�* &, Z�[;F����� �)'3� :�6 )DGP (�*�� . nL, 1�� *�
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*� ��;,� ���� Q�;�� J3, .�* �*3� ) ��% ���U;�� � ���2:��9# �)�� &'�(� *� (�� �95! $)  4=�V� lm� � 


P�� *� .�* 1�� �� ���U;�� ?�#�� *��� ��*�, � p5, �*3� �* :��� :�6
)6�     �= ���2 n=L, 1=�� :��;�� *� �

��% q�!� ]4[ �� W���� �*
)��I�.  

  

2 ����	����  ��� ������  

 �B ,]5[    =, &=$ :��=� &$ ��� ���� 	���*�$ ��� :��, ��� ��,�� 4B% 1;2�> �g� *� �, &  �=� �=�� �=��Y   O=��� *�

, ��% KL�� ��� ��I6 & &")��DEA ���.  

1- ( )g x���3 B� . �>� � ��x x′′ ′≤ �� ��>( ) ( )g x g x′′ ′≤. 

2- ( )g x�==�� r�==5� . �==>� �== ��x′ �x′′   � � ==%�,  O,�==� &== ��� *�'x x ( )xγ γ ′′= + −1  &==$

γ < < 1� ����> ( ) ( )' "g x γg x ( γ)g(x )≥ + −1. 

3-  ��6��� �6 :��,j j(x , y )  
�*��( )j jg x y≥ &$ j=1	...	n. 

4- �6 :��, O,��g(x)
ɶ  R���% *� &$*3$/�  �6 :��, � � $ s�!x 	�� & ��� *�.g(x) g(x)≥ɶ

  

 �>�*���, &$ ��� ���� ��DEA  � �*�� �U)�=X :*�>��� DEA    �=�*� & )=�), �=>�*���,    �"=!� ��=� �� ���=I�

��� .  

�B ,]6[  &, &$ �3, �A$ 1)'��&��*�: _�9 ;�� ��� :�* :*��� :�6DEA �F���0 .   �� 4=9� �=� &=��*�:   u��=;�

 	�B ,DEA , & *� �����3� ?�# � ��3, :�;��*�0�� �d�F&��*�: 4)"5�    �� :*�)=A, ��=(;�� � &="I
 �*3� 	:*��� :�6

�3, &;2�> *��� ��((5� . :��, �* ��N3� 4,�� u��;� �B , &]�>�DEA , &   �;95=! ^)=6 �=�� �*�� ���   �#�=� ��

 ��� �����I6DEA ��B� �"!� &;F� %�� ��� &,.  

n��*�BI6 �3'3;�*�$ ]7 �8[ �B , *�$ ��@� ��*�, 1IX ��� �����I6 �#�� � :*�>��� 	DEA  �*  &=,

�N��F <� �'�
 *� �"!� &;F� %�� ���	 ����$ ��*�, .�� H� IX ��3I# R���% �F�, �5� &$ ����� ���� �6

 ��� 	i)�XDEA ��*� �>�*���,&@);� �, e9x � � ��� �"!� ��� �� & )�), ���I�    =, �=B , &=$ �3=, :� &  �=��

�3, ��*�� .  

������ *�)�� &, �"!� �;��*�0 �� �>�*���, <� �����I6 �#���� E�;F� :�)> �*�� ��;=A, �6 .  3";=�*�$

�;F� 1�� n@ � :��, �*�(;� 4X�U� y9' ������ P3I�� .�* �� n��*�BI6 �����$ ���U;�� E: 

)1(  DEA VRS DEA VRS
ˆ ˆd ( , ) mes( , )∆ − −Ψ Ψ = Ψ Ψ  

&$  

Ψ ={(X,Y)
p qR +∈ |�%�, �)'3� 4,�� x  , & <� &")��  Y} )2(  

� &;F� %�� � �"!� �)'3� ��B�� &#3I@�  

)3(  ( )
n n n

DEA VRS j j j j j
j j j

 Ψ X,Y |X η X  ,  Y η Y  ,  η  ,−
= = =

 
= ≥ ≤ = 
 

∑ ∑ ∑
1 1 1

1  

 ���DEA  �)j;� D�)(� &, ����, z�2 �5����.  
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��&$ ����� ���� �6( )p
E (n d Ψ,Ψ̂ )DEAP ∆

−
+
2

2 , &��� *�����$ �9��@� *3dY :��, &$ � �� 1�� &, n  �")F :�6

 1), E�;F� 	\*M,Ψ �DEAΨ̂ �, �,��,pO(n )
−

+
2

2 ��� .   �� 	1=�� �=, ���=#     &=$ �=���� ��=�� �=6   �*���=, �=6

�I� �3 B� :�6��� � r�5� �)'3� ��B�� &#3I@� �, :����    ��=� &=, �9=A� :�;�, �#�� �, ���3�DEA   ��=� &=, 	

�%�, ���I6 �"!� . ��� :��, �*�, J�)!3[F 1�� �3N� �,DEA% �$/;� ���, 	 � $ �� �����I6 �#�� &$ 
�3

��3,Y :��*� ����� n��M2� �, �� �, ���#�;I$ `�� 1�� �6 �� M)��3% .  

 �
�� �� *� &$ �) $ ��� ��� 4B% �� &,A ��� ��% �6�{ &�3I� �� *�.   

 
 8$�2. &�3I�:                                           P��                                    8$� 3. &�3I�: ?��  

  

 �
�� ���*�$A &�3I� *�: ��� &;2�� �))j� ��3A5� *3d &, ?�� .       �=�)9d �� �=%�� ���*�=$ *��=(� *� �=))j� 1=��

 P�� :�;��*�0��DEA ���%�, . ���DEA   �=� ��=2 �"9� ��� &�3I� �))j� �, � ��� &�3I� &, &;A,�� �=%�0 .  H�
�x=!�

�� &;U> ���*�$ &$ �3%DEA ������ &, �9A�: &�3I�:�)>	 ��� D�A
 . =X &I6 &;9'�   =, 	P�=� 1=�� i� &  4=)'�

�A)� �� ��3, :�;��*�0��      *� �* &;F� =%�� &=���N �� &=�3I� <=� �� � �� &B �� � �*�� ��;A, M)� &�3I� ������ &, &B",


�*�� ��� .P�� ����� i�X _�(� �� �B� P�
 �6 &, :�6DEA    1;2�=> �=g� *� ���, ��((5� �F�, &$ ���

�M)� n��M2� *� ������ ^)6 ���, � �� ��� �DEA �� ���U;�� &, P�� 1�� ���*�$ 1)IL� :��, �6 �=� ��� �= �� 

]9 .[  

  

3 ����	 ��� !+� ���:��  

 �)'3� ��B�� &#3I@� &")�� &, 	:�)'3� ������ <� �)'��2Ψ ��� �)'3� 4,�� _�(� ?�I� �� 4B�;� &$Y   �,�=��*�

���3%.  

Ψ ={(X,Y) p qR +∈ |�%�, �)'3� 4,�� X  , & <� &")�� Y} )4(  

��� �N��F ��B�� &#3I@� � :��*� ��B�� &#3I@� �� |��;%� &#3I@� 1��.  
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)5(  ( ) ( ){ }p p qX y x | x, y += ∈ ∈R R  

)6(  ( ) ( ){ }q p qY x y | x, y += ∈ ∈R R  

 &, �@ � s32 i�*���3�U���  :��*� :�*�$ ��� �3]( )X y∂  �N��F :�*�$ ��� �( )Y x∂  �=�    &=, &=$ �3=%

&#3I@� ��� h)��� �� ���6( )X y  �( )Y x� ;A6.  

( ) ( ) ( ){ }X y x|x X y ,  θx X y  ;  θ ∂ = ∈ ∈ < <� 1  )7(  

( ) ( ) ( ){ }Y x y|y Y x ,  βx X y  ;  β ∂ = ∈ ∈ <1  )8(  

  

, &N3� �,&  :��*� ���*�=$ ����(� 	s32 i����-   �=N��F � *3=5�-    &=x(� *� *3=5�k k(x , y )     �=�� J*3=! &=,

�� i�����3%.  

( ){ }k k k θ Min θ|θx X y ,= ∈  )9(  

( ){ }k k k β  Max β|βy Y x .= ∈  )10( 

  

       �=� 4=(; � ��=� :�* :�*�=$ Wx=� &=, �* �� 	�=
�� �6 ���*�$ *��(� �= $ .   Wx=� 1=�� :��*� ���*�=$-   *3=5�

)�N��F- *35� ( :��*� �)��3�)�N��F (�, &$ ��� ��� :�* ��% ��3[�k kX (x | y )∂  �� ����
)6�:  

)11(  ( )k k k X x |y θx .∂ =  
  

�A)� KL�� �)'3� ��B�� &#3I@� &��U�~;� .   :��*� ��=B�� &=#3I@� 1���,� ,X(y)    �=N��F ��=B�� &=#3I@� 	

Y(x) :��*� ���*�==$ ��==� 	( )X y∂ �==N��F ���*�==$ ��==� 	( )X y∂:��*� ���*�==$ ����==(� 	- *3==5� k θ �

�N��F-  *35�kβ������ � ����� % 4,�� 	� ;A)� :�)>.  

 &;F� %�� &���N �� &$ ���#�d� �� �Ψ 
�*�� *�);F� *�Y   ���� �� &=�3I� <=��6 �=� .    KL=�� 	*�=$ 1��=;�,

�
�� �,���*� � ���*�$ ��� ��3 # &, ��� <� ���$   �=�� �� &=, �9=A� �6 .      �� &=$ ���*�=$ ����=(� �=�� W=X��

�� 4!�
 ��� 1�� �, &A��(��3%Y � ��� �� ��� 1�� �9�*� ��M)� � :*�>��� ��M)� &,�*�� ��;A, �"! .  &=$ *�� �6

��, ��� 1���%�, �"!� ���*�$ ��� �� �;�*� �*�Y      �"=!� :�*�=$ ����=(� &=, ������ ��I6 &, 4!�
 ���*�$ ����(�

<��M���� ��.  

&��*�      *� &=�3I� &=, &=B", 	�*�� ��;=A, �>�*���, �"!� *�;F�� &, �� � &� �"!� �;��*�0 �� ��*� �*���, <�

;A, M)� ��*�, ����*�� �� .] &�3I� <� &B ��&�� *�����#�d� ���3�   �=6� *��=� �>�*���, *�);F� *� �*Y   �=��,

��)> *��� ��*�, � p5, �*3� .   <=]3$ �=��� J*�9# &, � ��% ��6��� &�3I� 
$ ����� 	��� WX�� &$ :M)]

�� ��*� �*���, :��, &�3I� 
@
 ��3,�%�, .     �=)'3� :��=, �=%�* P�=9�� ���, 1���,� , &=���N �� ����:   &;F� =%��


) $ O2* �* &�3I� �39I$ 4B�� �� 
)%�,.  ���2� R�3� &$ Q�;�� J3,]1[    ����)=�9)� ���=2� R�3� � �2���]10[ 

�2�� &��3�Y ���� �)'3� � ���2 :��� &)9% &��0 �,�6 )DGP( ��� ��% ����� � , .  
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 8$�4. &�3I� <�: &���N �� ��% ��6���: &;F� %��  

  

 �) $ z�2i iχ {(x , y ) | i , ,n}= = …1   &=�3I� �=� �      
=�*�� *�=);F� *� &=$ �=�� �"=!� &=���N �� :� .    &=, &=N3� �=,

���� 1�� �, ���*�$ ��� �*���, H� �Ix� V�, J�5)X3�&@);� �6: �% �6�3L� 4!�
 � �Ix� . ���� �=) $ z�2  :�=6

, &�3I� & ���� �)'3� .�* &")��ρ     �=%�, ��=% ���L;=�� �"=!� &=���N �� 	 .      �* ���L;=�� �= ���2 1=�� 
)��3=;, �=>�


) $ ����� %Y ���* &�3I� �39I$ 4B�� 
)��3� ���� �)'3� �,  4=
 �;�), :�6 
)��=I� .     �;��*�=0 ���=$ �*���=, :��=,

 KL�� .�* <� &, ��)� &���N �� �[L��M  �� <I$ &, �� 
�*��, �* �;��*�0 1�� 
)��3;, & 
=�*�� ��� .  &=,

 .�* <I$ℳ   &=#3I@� �� :�*���=,  :�=6Ψ̂ 	( )�X y  �( )�X y∂  =, �* &  �=� �=�� 
=�*�� .  1���,�= ,  e=9d)9( 

:��*� ���*�$-  �
�� *35�k ��� �*���, 4,�� ��� J*3! &, ?�.  

( )�{ }k k kθ Min θ  θxˆ X y= ∈  )12(  

  

kθ̂ ����� *��(� �� :�*���, kθ ��� .  .�* 4=��# �� &, �*���, 1�� �;�*� *��(�M     ��;=A, &=�3I� 
=@
 �

�*�� .&�3I� J�)!3[F &$ �% *����� �* &;B� 1�� ���,:� Ψ̂ 	�X(y) � �X(y)∂  &@);� *� �kθ̂  ���� �='3� &, 	ρ 

 &;F� %�� &$ �*�� ��;A,��� .    �� &=$ ���=#�d� �=, 
)= $ z�2ρ  
=�*��Y   ���� �� ���U;=�� �=,  :�=6χ �=� 	  
)��3=�

P3(�� �>�*���, ρ̂ ��ρ 
���A, �* .���� &#3I@� :�6 �*, &$ & &")��ρ̂ ��� ��% �)'3� Y�� �g� *� 
��=)> .  1=��

&�3I�:  .�* <I$ &, ��;F��M&#3I@� 	:�6Ψ̂⋇ 	�
*

X(y) �( )�X y∂ ⋇       ��=% &;F�=� &=#3I@� �=, �{�= ;�

��χ∗ �� i���� �*� $ ., & ��*�, �5� �
�� :��, &B �� ����k k(x  ,  y )  ���*�$ ������*
kθ̂    =, �=�� J*3=! &=, 	 &

�� ������:  

( )�*
k k kθ Min θ  θxˆ X y .

 = ∈∂ 
 

⋇  )13(  
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��3, ?3"�� �� ρ̂ &�3I� O��3� :�Ψ̂⋇ 	�
*

X(y)  � ( )�X y∂ ⋇    :�* _��=�� *3=d &=,χ   �=�� KL=��  .  �= ]�6

���% �%�, �L� �� &9��5� 	�")"5� *3d &, . &=�3I� O��3� 	3'*�$ ��3� .�* 1;A, *�$ &, �, ��, &"
�� *�  &=, :�

��� 1)IL� 4,�� ����� .  

&�3I� �@ �� *�:  �"!�χ  �=� *��� &���N n(� *�   ���*�=$ � ��=)>*
kθ̂      KL=�� *��=(� �� �*���=, <=�kθ̂ 

��� . 	Q�;�� J3, :��2 *� ���� J*�9# &,χ  � KL�� &���N ��3 # &,*χ      J3=, :�=�2 *� �� �� &=�3I� <=�

 ��� 	��� Q�;��*
kθ̂  ��% 4!�
 &�3I� <� �� �� �) 4B%5 .(&�3I� �F�� &, ?���� �*�,�� 	�;�, �*���, :��, :�6

�� ��;F��
) $ . �� ���U;�� �,ρ̂ 	B &�3I�bχ⋇	 b=1	...	B  �)'3� �*��
)��I� . .�*M     ?��=$ �=6 :��=, �*

&�3I� 1�� ���� *�$ &, ��;F�� :�6&�3I� 1�� �� ?��$ �6 �� 
��)>    :�=6�>�*���, 	��;F�=� :�=6*
bΨ̂	�

bX (y)
⋇

  

�( )�
bX y∂

⋇

	b=1	...	B� $ KL�� �* .&"
�� *�:  �>�*���, �� ���U;�� �, ��,   �=5� �=
�� �6 :��, 	�"!�

 ��*�,k k(x  ,  y ) ���*�$ �{� ;� ����(� 	* B
k,b b{ }θ̂ =1 �� 1))�� �*
) $ .    &=, _3=,�� �=,�@� �'��] O,��* B

k,b b{ }θ̂ =1 	

 O��3� �� 3'*�$ ��3� h��(�*
kθ̂:�* 	ρ̂  �=�� . �=>�ρ̂      �� *�>��=� � �=(x � �=>�*���, <=�ρ  �=%�,Y ��  ��=>

�� �*���, �* KL���� �"!� O��3� 	Q�;�� J3, O��3� � $ )&)9%�� :��� � $ .( �>� ���� J*�9# &,ρ̂  �*���,

 �� �;�*�ρ �� �%�, *�;2* ��>*
kθ̂  &, �9A�kθ̂ *�;2* &, &)9% 	Q�;�� J3, :��2 *� kθ̂    &=, �9=A�kθ   :�=�2 *�

�3, �6�3F �����. MN 1;2�> �g� *� �,��� �;�), J�)   ���*�=$ ������ :��, 	�U> ��3�kθ      �=5� �=
�� �=, �{�= ;�

 ��*�,k k(x  ,  y ) 
�*��:  

)14(  *
k k k k(θ θ ρ θˆ ˆ ˆ ρ) | ( ) |θˆ− −∼  

 

  
  

 8$�5. ���� �)'3� � ���2 

  

 &$kθ 	kθ̂  �*
kθ̂  R,��* ��)9( 	)12(  �)13( �� 4!�
�3% .  &=x,�* &=$ �)%�, &;%�� ��� &,: )14 (   *��=��, ���=��

 &$ ���ρ̂  �� :*�>��� �*���,ρ �%�, .  
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&9��5�: �� 	�>�*���, <� �9�*� ��M)� �*3� �;��*�0 �� :�;�, �*���, � ��L, �39�, �* ��% �*���, *��(� ���3�

 �g�&��*� � $ .l0  

)15(  ( )ρ,k k kbias E θ̂ θ= −  

kθ 1�� �� � ��� KL������� P3�@� M)� �9�*� *��(� �* .    �=>�*���, �=9�*� *��=(� Q�;�� J3, :��2 *�*
kθ̂ 

�� � ��� KL�������� �* �� ��3��3I� :�)>.  

( )*
k kρ̂,kbias E θ̂ θ̂= −  )16(  

:��, *�g;�� �*3� *��(� *
kθ̂ �� �*��3� i���� �, ��3�-�� 3'*�$ :�N ����$ 1�M>.  

( )
B

* * *
k k,b k

b

ˆ ˆθ θ E θ
B =

= =∑
1

1
 )17(  

1���,� ,  
B

*
k,b kρ,k

b
ˆbias θ θ

B
ˆ ˆ

=

= −∑
1

1
 )18(  

&x,�* &, &N3� �,: )14( �� �� :�*���, ��3�)15(  �� ���U;�� �, �*)18( , &�*�� ��� .1���,� ,  
B

*
ρ,k k,b k

b

bias θ θ
B

ˆ ˆ
=

≈ −∑
1

1
 )19(  

  

�"!� �>�*���, �� �9�*� *��(� q�!� �, )k θ̂ (h�*� �>�*���, 	- ��% q�!��� 4!�
 :�;�, :�3%. 
B

*
k k ρ,k k k,b k 

b

B
*

k k,b
b

*
k k

ˆθ θ  bias θ θ θ
B

θ θ

ˆ ˆ ˆ

ˆ ˆ
B

θ θˆ

=

=

 
= − ≈ − −  

 

≈ −

≈ −

∑

∑

ɶ

1

1

1

12

2

 
)20(  

  

h�*� �>�*���, J*�9#- �� *�$ &, ��N 1�� �� �* ��% q�!�, �9�*� *��(� &$ 
��)> &     1=�� :��=, ��=�� �=��

�A)� �� e)�� *��(� �>�*���,Y   �=�� �� �� �=9��(� *��(� <� &B", . 1=�� ��     1)=, �� �=>�*���, �=9�*� *��=(� �*

�I��� q�!� �� � � ��*�3%.  

 �*����;�� :�xF*
kθ̂ �, ��� �,��,  

�
B

ρ,k k,b k
b

se { ( θ θ  
B

ˆ )} .
=

= −
− ∑

1
2

1

1
1

⋇ ⋇  )21(  

  

, O��3� O,�� &, �9�*� *��(� P�I#� �� ��, ?�@���� &���, 	���� ����� &9��5� �* �� )Id� :�6
) $ .  
=�*�� �g� *�

 �� M$�� &$ ��)> *��� :*3d ��% ��� 1)IL� O��3� O,�� &$kθ
ɶ �%�, . ����3� O,�� ���, 1���,� , �*   :��=, &=$kθ̂ 
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, &�� ��� ���Y  ������ &,�
kbias &, 
) $ 4(; � �] �I�  ) �9�*� *��(� q�!�kθ̂ .(, O��3� O,�� &  &=, ���� ���

 �9��(� M$���
B

kb

b

 θ
B =
∑

1

1 ⋇ ��  ���� *��� ��M$�� :��, � �%�,kθ̂��$ q�!� �* �9�*� *��(� ���, 	 .  �=�, 1���,� ,

, �� & ��*�� ���  O��3� O,��� B
kb b{ θ } =1
⋇ ������ &, �* �� 	�

kbias2 
) $ 4(; � �] �I� &, 	) 4B%6.(  

, ��% q�!� �>�*���, &�3, �6�3F ��� J*3!.  

)22(  
B

* *
k,b k,b k,b

b

θ̂ θ  .
B

ˆθ
=

= − ∑ɶ

1

12⋇  

���,:  :��, �'3I�� :�!*� �� )Id�kθ̂  ���, P3d �� *� &$α−1 ���Y �� i���� ��� J*3! &, �3%:  

&$
α

kθ

 
 
 ɶ 2
⋇

	 100α 
 
 2

- �,�@� �'��] O,�� ?�B
k,b b{θ } =
ɶ

1
⋇  �=�  �=%�, )      4B=% &=, �� :�3�=% �)=AU� :��=,  �=X�27 

�) $ &�N��� .(  

�'��] O,�� �>� �,�@�*
kbθ̂ �%�, h�*�Y  &$ �%�, �;�, ���%kθ

ɶ �%�, O��3� O,�� M$�� *� ]4[.  

( )
α α

k,low k,up k kθ ,θ θˆ ˆ ,θ .
   −   
   

 
 =
 
 

ɶ ɶ
1

2 2
⋇ ⋇

 )23(  

 

  
 8$�6. O��3� O,�� �9�*� q�!�  

  
 8$�7. ���, �F��: �� )Id�  
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  :�=xF ���, hN3� ��� 1BI� 	�9�*� *��(� q�!�     
=6 � �*���=, *� �=>*M, ?�� &=��* 1)���=)�   p=#�, 1)= ]

�3% �>�*���, l���*�� n��M2� . ��% &9��5� �9�*� *��(� �>�)19(      �*����;=�� :�=xF �=, &=A��(� *�)21(   *��=(�

�%�, �B]3$. 1�� *�      �=�M$�� &=, O=��3� �=�� �=;�, � �A)� �9�*� *��(� q�!� &, ��)� J*3!kθ̂  �=%�, ]11[ .

 ����)�9)� � ���2�]11[  �9A� �>�  &$ ����� ��� �)0
�

�

ρ,k

ρ,k

bias

se
  ��25/0   �= B� ���=@�Y ��     q�=!� �=�� �=;�, ��=>

 � ��)�� J*3! �9�*� *��(�kθ̂ ��)> *��� �,�@� O��3� M$��.  

�� ���, �@ �� *� &$ �'�3� �� ��)'3� .�* ���� ����ρ̂ ��� .  

  

4 � ?�6@� A���� 
�	� ���� �	 !(B��� !'3	�   

 *�nL, 
);F���0 Q�;�� J3, *�$ �)"$ �2��� &, 49� . �� ����� ���, p5, �� �nL,    �*���=, <=� 1)IL� 	49�

 ���� �'3� �� �(x �ρ ��� .P�� r3]*�] *� Q�;�� J3,   *�I)=� R=�3� :�;��*�=0�� :��� :�6 ]12[   � �=2���

*�I)� R�3�- �3A"�� ]4[ �2�� &��3� . �3A"�� � *�I)�]4�13[   *� ���� �=)'3� .�* :��=, �"$ r3]*�] <� 	

P������$ 
)��� :�;��*�0�� :��� �6 .  

���� &#3I@�: n i iχ {(x , y ) | i , ,n}= = …1  , &  ���� �='3� &")=��:ρ   &;F� =%�� &=���N ��: Ψ   ���L;=��

��� ��% .���� �'3� 1��:ρ , 4��$ J*3! &, &&")��: Ψ  P�I;
� �'��] O,�� �f (x,y) �� KL���3%.  

( )( )ρ ρ Ψ,  f x,y=  )24(  

 �>�nρ̂(χ )  ���,�%�, �"!� ���� �'3� �� �;�*� �*Y ����>  

( ) ( )( )nρ χ ρ Ψ,  fˆ .ˆˆ x,y=  )25(  

 ����� :��2 *�f (x,y) �Ψ ��� &;F� %�� .&�3I� �� �χ  �*���, :��, ���, � ��� KL��ρ 	Ψ  �θ  ���U;=��

�3% .  

&)9% :��@� :��2 <����)�, �g� *� �* Q�;�� J3, :��2 � ��� ��% :��� . &k��  Q�;=�� J3, :��2 *�

�� s�U���;2�Y  �=� �)"(� �* ����� :��2 J���U�� �= $ .    	Q�;=�� J3=, :�=�2 *�ρ̂ 	Ψ̂  �kθ̂    � � ;=A6 KL=��

:�N 1�M>ρ	Ψ  �kθ :��2 *� 	�� �������3% . 	����� :��2 *�ρ ���� �'3�:   � P3=�@� � �����ρ̂   �='3�

����:  �� ��% �*���,ρ 	Q�;�� J3, :��2 *� ��� 	ρ̂ ���� �'3�: �� KL�� � ������%�,.  

 .�* �@ �� *�M  *� &$nL, 49�  �*���, :��,Ψ I@� ���� �&#3  �=% ���U;=�� �� �, �{� ;� :�6Y DEA 

��� .&#3I@� .�* R�3� ��% �*���, :�6M  *� &$nL, 
���� 49� �*    <=I$ &=, *�, 1�� � ���� *�,DEA 

�� ��),
) $.  

( )
n n n

DEA VRS j j j j j
j j j

Ψ̂ X,Y |X η X  ,  Y η Y  ,  η−
= = =

  = ≥ ≤ = 
  

∑ ∑ ∑
1 1 1

1  )26(  
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( )� ( ){ }
� ( ){ }

p 
k k DEA

q 
k k DEA

X y x | x, y Ψ

Y(x ) y | x, y

ˆ

Ψ̂

 

 

+

+

 = ∈ ∈


= ∈ ∈


R

R

 
 

)27(  

� ( ) ( )k kX(y ) {x|x X y ,  θx X y     θ }∂ = ∈ ∉ ∀ < <0 1  )28(  

( )k k kθ Min{ θ ׀θxˆ X y }= ∈  )29(  

  

���  

k

n

k j j
j

n

k j j
j

n

j
j

j

θ Min   θ,

s.t.

        Y γ Y ,

        θX γ X  ,

         γ ,

         γ  ,      i , ,n.

ˆ

=

=

=

=

≤

≥

=

≥ = …

∑

∑

∑

�

1

1

1

1

1

 )30(  

�  

( )k k k k
ˆX̂ x |y θ x∂ =  )31( 

  

4-1 
��� ����	 ��� �� �	�� D�� ?�	 �	 
��
��	 E�& F��%� �G���� ��H  

� *������ Q�;A' J3, � ���2 W���� &, ��;,� nL, 1 )?�F (�� � 
�����0��� ���   &=$ .�* 1=�� �� ���U;�� 
)6�

� :��9# �)�� &'�(� *���U;�� �� ��  ��%�% �6�3F :�9;���� u��;� &, �@ �.  

  

4-1-1 
��� ����	 ���  

  &$ �@�� ��ρ���� &#3I@� 	 :�6( ){ }n i iχ X ,Y |i , ,n= = …1 �� �)'3� �*  �= $Y      O=��3� O,�=� �=>�*���, 1��=;�,

 1�� *� �"!��& )�   P�=I;
� ?�=N &=x(� �6 *� &$ ��� �,�@� O��3� O,�� 	
n

1   �=� *�=);F� �* �= $ .   <=� :�=�2 *�

 O,�� 	:��,�� &9��5� ��� J*3! &, 	�,�@� ��I@� O��3��3%.  

( )
n

n i
i

F x I(x x)
=

= ≤∑
1

 )32(  

*� �� �* ��;F�� &�3I� 	J*3! 1�� :�N �, � �2��[� r�L;�� �, ��3� &#3I@� �� :*�/>nχ , &�*�� ���.  

&�3I� �"!� ����   :�=N �=, � �2��=[� r�L;�� e��d �� :��� 	:*�/=>        *� &=$ �=�� _3=,�� �=()(
 1=�� &=,

�,�@� O��3� 	&�3I� 
@
 ��3, \*M, J*3!( )nF x &;F� %�� �"!� O��3� &,( )F x�� <��M��3%.  
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i���� &, &N3� �, )9( &x(� ���*�$ 	���*�$ ��k k(X ,Y )  > �=g� *� �,�� � ���2 1�� �d &$  �=� &=;2� �3=%Y 

)�3% �"I# &��>��N *3d &, ���, �
�� �6 :��, Q�;�� J3, � ���2.(      J*3=! &=, ��=% ���L;=�� &�3I� &, &N3� �,

�� &9��5� ����3%.  
*
k

n
*

k j j
j

n
*

k j j
j

n

j
j

j

θ Min   θ,

s.t.

        Y γ Y ,

        θX γ X  ,  

         γ ,

         γ  ,    

ˆ

  i , ,n.

=

=

=

=

≤

≥

=

≥ = …

∑

∑

∑

�

1

1

1

1

1

 )33( 

  

       &=���N O=��3� O,�=� &=, &=���N �� &=�3I� �6 �,�@� O��3� O,�� �3] � ��� &;F� %�� �"!� O��3� O,�� �=����I6Y 

�"!� O,�� �� �;�*� �*���, 	�,�@� O,�� 1���,� ,F  M)� �Ψ̂  �� :*�>��� �*���,Ψ  ���) &#3I@�Ψ̂ , &  &")=��

DEA *� &$ ��% �*���, ��� �)'3� ��B�� &#3I@� �� �;�*� �*���, 	
���� .(1���,� ,  ���� �'3�nρ̂(χ )  <=� 	

 �"!� ���� �'3� �� ��*� �*���,ρ ��� ]4[.  

kθ  � KL���� ����� :��2 *�kθ̂  � KL�� :*��(�  �=� &=;2�> �g� *� �� �� � )IL� ��3 # &, �3=% . *�

 M)� ����� :��2kθ̂  � KL�� � ���*�$ ��*� *��(�*
kθ̂  �� � )IL�kθ̂   �=�� Q�;=�� J3, :��2 *� .nρ̂(χ ) 

 �� ��*� �*���, <�ρ ��� . &x,�* l0)14(  *��� �,��Y�%�,  *�;2* Q�;�� J3, :��2 *� � ��*
kθ̂    &=, �9=A�

kθ̂ *�;2* &,��� 	kθ̂  &, �9A�kθ ��� ����� :��2 *� .1�� �� *� ��% ���� W)X3� J�)"I# �*nL,  4=9�  :��=, 	

���, 1;F�� � ���*�$ �;�, 1)IL� 1;2���� ?�@�� HH� )# 	�� )Id� :�6��)> .  

����� h'�N *�)A, ��% �2��� :����;    P�=� :��=, &��U=��;� ���    �*��=� ��,*�=$ :��=� :�=6Y  &=$��]   ����=��

 P*�2 ���*�$�� �* �#��% E��5�� ��I6 &$ x��X(y)∂ ���Y �I� lB� � �;�*� &,  $� ]4[.  

&#3I@� �F�, :��,  ��% �)'3� :�6*
nχ  	�,�@� O��3� ��X(y)∂ �A)� i���� 4,�� .1���,� ,   �{�= ;� *��(�

������ 4,�� �� �, �3, �6�3L� :�)>. 

 4B%1 �� ���� &$ �6������� 	��*�, �5� �
�� :��,: �A)� &9��5� 4,�� *35� :��*� ���*�$.   �=;��

�� *�$ �3)��>* r3]*�] *� 
) $Y ��� �;�,Y ���, :�* Q�;�� J3, ����� �3% �"I# �6 ]10�14[    �=@ �� *� &=$

����I)��,  ����(� ��I6 	�6kθ�� �6 � %�,.  
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�� 	  
)���x X(y)∈  =, &   �*�=$�� 4=)'�

�� ���3% *�� c��% <� :�* � �%�,( )k kX x |y∂  �*�� *��=� .  1���,�= ,

��  �� �=N��F Wx� &$ �3%ky  �

x   .      �=)'3� �= ���2 &=$ �=) $ z�=2

( )nθ ,  ,θ i.i.d.F… ∼1  

      �=N��F �=,�� Wx=� *� �* &=x(� �=6 �% &;U> V�, *� &$ *3diy   &=,

 ����=��:     Wx=� �� �� &"=!�2 �#��=%


��)> .�� �* &x(� �6 1���,� ,    �=, ��3=�

( )( )i i iρ X x |y ,F∂=  

  �3=, �=6�3F .�==>�kX(y )∂ �( )k kX x |y∂ 

    �� �=,�@� O=��3� O,�=� �=, �*  :�=N �=6  1�M=>

  �� 
)��3=��
iX(y )∂  �( )k kX̂ x |y∂  

 
)= $ &9��5� �* . ���=�    �� �*���=, 1��=�F 	

( ) kn θ , , ,
t

ˆ
F̂

         if   t    i   n

                       O.W              

− = = …= 


1

�

١٣)    ١٣٩٢(   ٣٧2-١١٣ 

125 

&9��5� *�: *35� :��*� ���*�$  

&")��: :�N �, � �2��[� r�L���"!� &�3I� �� :*�/> 

J*3! 1�� &, ��3�  KL�� *��(� <� :��, &$ ��$ i����y�� 	

 &, e"�;� ���3�X(y)∂ �� ���3% *�� c��% <� :�* � �%�,

( )k kx  ,  y&x(� J*3! &, 	  &;2�> �g� *� ��% �)'3� :� ��

��� &;2�� n��M2� 	�2��[� �9A� <� &, �� :��*�Y  �= ��( )i i
i

i

X x |y
x  

θ

∂

=⋇

���*�$�� ����(� 	�6  :�6kθ ( , ] ∈ 0 1  �%�, ���$ �)'3� �* ���:  

 :�* �'��] O,��( , ]0 1 �� �%�, .��I6      �=N��F �=,�� Wx=� *� �* &=x(� �=6 �% &;U> V�, *� &$ *3d

 
(

i

X x |y
x  

θ

ˆ ∂

=⋇

⋇
   �=� �=g�*� ��=% �)'3�   &=$ 
��=)> iθ  ����=��

   �%�,.iP ���� �'3� �*:  �, �{� ;�i i(x , y ) �� �g� *� 
��)>

��� n��I�:  

     	���� �='3� 4=$ 	�=���� *� &=$   &=#3I@� �=, �=,��,nρ (ρ ,  ,  ρ )= …1   �3=, �=6�3F

 *��(�( )k k
k

k

X x |y
θ

x

∂

=  �=� KL�� M)�   � �3=%F     �� �=,�@� O=��3� O,�=� �=, �*

�� �� :�*���, ��3 # &, .( &��U�~;�kX(y )∂  �=� ��� ��� KL����   �� 
)��3=�

kX(y )∂�( )k kX x |y∂  ���U;��
)��I� *��(� �kθ̂  
)= $ &9��5� �*

�� �6 �%�,:  

θ , , ,         if   t    i   n

                       O.W                 

= = …1  

F̂  �( )i iX̂ x |y∂ �� i���� 
) $:  

٣٧   ����� � ����
ت و �
ر�د	� �ن ����    

 
 8$�8 .  P�� �AB%&9��5� *�

 :��*�, �5� �
��  

� :, ��% �)'3� _�(� &&")��

 

DGP �� �* J*3! 1�� &, ��3�

�I� 	&x(� 1�� ��3,  &, e"�;� ���3�

 KL�� �
�� <�)k k

��� &;2�� n��M2� 	�2��[� �9A� <� &, �� :��*�

���� ���*�$�� ����(� 	�6

)34(  

 &$F  :�* �'��] O,��0 1

&x(� J*3!: )i i

i

X x |y

θ⋇

 ���*�$ ( )i iX x |y∂

( )k kX x |y∂  � F ��� n��I�

)35(  

     	���� �='3� 4=$ 	�=���� *� &=$

�%�, KL��Y  *��(�

�� 
) $ )�� �� :�*���, ��3 # &,

�� � )IL� ��3 # &,kX(y )

 �,�@� O��3�kθ̂�� �6

)36(  

 ��% KL�� �� ��,F̂

 [
 D

ow
nl

oa
de

d 
fr

om
 ja

m
lu

.li
au

.a
c.

ir
 o

n 
20

25
-1

1-
05

 ]
 

                            13 / 23

https://jamlu.liau.ac.ir/article-1-614-fa.html


ABت @<?<د � =>�;:9 8ر  CD $Eر� �FGH8ر
4I �8ر
� 9�J>K زMN ورد���8 �پ FGP8 ت>Q ز�
� �RST 9:;�<= د  8ز
UVW8 ،ر8ن
B XY ر� و
Z[ 9\ ]8 د�
^_ 9�`a b
cd �    

126 

)37(  ( )( )i i iρ X x | .ˆˆ y , F̂∂=  

�� 	s32 i���� �� ���U;�� �,  �N��F Wx� �, ��3�k y 	kx ⋇ �F�� �* . :�=N �, � �2��[� *3d &, P�
  :*�/=>

 ����(�*
iθ  �� �*iθ 
) $ r�L;��:  

)38(  ( )* *
nθ ,  ,θ i.i.d.F .… ∼1  

:��*� 1���,� , �3, �6�3F ��� J*3! &, ��% �)'3� :�6  

( )i i i
i i

i i

X x |y θ
x  x .

θ

ˆ

θ

ˆ∂

= =⋇

⋇ ⋇
 

)39(  

  

 *� ��% ���� W)X3� ���* ��I6 *�$ &���� n=L,  4=9�    =, �= �� �=�� &  .�* :�)>*�=$DEA    ��*�� �=�� &=, �

 ���*�$*
iθ̂   ���=�� &, ���* 1)I6 &���� �B    &9=��5� lm=� � *�=,:   	�=9�*� *��=(�      1;F�=� � �=9�*� *��=(� q�=!�

���, �� )Id� :�6.  

P�� :��, 
6��, 	V�, ���� �)'3� � ���2      �=A)� ���U;=�� 4=,�� :�;��*�=0�� ��=� �=, :�6 .  *�I)=�-   �3=A"��]4[   4=)'�

*�$������I%�, �* .�* 1�� :�� �@ �� *� &$ ����� �*�%� �� &,
) $.  

  

4-1-2 
��� ����	 ��� D�� �� ��"�� �J�$�	  

�>�*���,DEA   �FDH 	�� �)'3� �
�� ���*�$ �, �
�� :���� �����         n��M=2� �=, �6�=
�� 1=�� ���=�� &=$ �=  $

:��*� ������� n��M2� 	�6 �,�� . &@);� *�iF    �� �=%�*� 
=$ �*���=,F     V�=, ���=$ �=B��M� *� �*(θ )= 1  &=��*� 

�� � $ .����)�9)� � ���2� ]10[     �� :*�>��=� �*���=, 	�=,�@� O��3� O,�� 	V�, ���$ �B��M� *� &$ ����� ����F 

�I� �6� . �>�F  :�* ( , ]0 1 �3% z�2 &;�3)0 *3d &,Y  �B��M� *�θ =1    1=�� &=$ �=% �6�3F ��@�� :���� OI@� 	

&'�A� *�$�� p#�,��� �>�*���, :�� �3% . �*���, 	1���, ���#F   �=,F̂   &=���$ _3=xF �I=A� *� 	    &=$ �=;�� :�

&)B� �%�, *�����$ ��>Y ��� �"B�� *�$ .���$ �� � ���*�$ ��� 1)IL� *���V�, :�6 (θ )= 1    �=�� ��=� 4B��

�3, �6�3F *�>����� 	Q�;�� J3, �>�*���, �3�� E�d�, �� 4B�� �>� � ]4[. 

*�I)�- �3A"�� ]4[ �%�� 
)6�3F 	���� Q�;�� J3, �� ���U;�� J*3! *� &$ ����� ����:  

( ) ( )( )* n
nProb θ x, y θ x, y  |ˆ  χ ( n )−= = − − > �11 1  )40(  

&$  

( ) ( )( )*
n

n
lim Prob θ x,y θ x,y  /ˆ | χ e−

→∞
= = − =11 0 632  )41(  

  

 �")'� ^)6 H�("x��A)� �3N3� �,��, V�, P�I;
� *��(� &$ 632/0 �%�,Y &[L�� u)6 1;2�> �g� *� ���, �;
 :�

�*��� �3N� ��B�� 1�� 	���� �)'3� � ���2 �� . 	���*�$ ����(� P�I;
� �'��] O,�� �>��%�, &;�3)0Y  P�I;
� *��(�

�3, �6�3F �U! �,��, V�, ]4[.  

( ) ( )*Prob(θ x, y θ x, y )ˆ  = = �  )42(  
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6?�N *��(� :�*�� &x(� �6 *� �"!� P�I;
� �'��] O,�� �>� 1) ]
n

1 �%�,Y        1=�� &=$ �*��=� �3=N� �=")'� ^)=6

 �,��, *��(�632/0 �%�,.  

 	4B�� 1�� O2* :��,&LA� <� �3A"�� � *�I)�:  �* Q�;�� J3, �� *�3I6&��*�     *� 4)=[U� &=, &=$ ����$

 nL,4-2 �F���0 
)6�3F �� &,.  

  

4-2 �	�6H ����	 ���  


���$ p5, ���� Q�;�� J3, �*3� *� 49� nL, *� .      �=��*�$�� ���*�=$ ��=� 1)=IL� :��=, .�* 1�� &$ 
����

$ ��� �� :*�>����� �*���, &, �@ � � ����� ���*��3% ., 4B�� & �()(
 1�� �� �%�� ���� �3N����%�,   &=$

)0�� 1)IL� <� �, �* &;�3)0 ����� ���*�$���P�I;
� &x(� �6 *� &$ �� �� &;�3
n

1 �� *�);F� �* �= $Y  :�=N  1�M=>

���$
��.  

�3A"�� � *�I)� ]4[  �* Q�;�� J3, �� *�3I6 &LA� <�&��*�    �= ���2 *� �="9� &LA� �, �� J��U� &$ ����$

���6�)'3� . �=� &;F�� ���*�$ ����(� P�I;
� �'��] O,�� �� *�3I6 �>�*���, <� .�* 1�� *� �3=% .   �=)'3� &=$

�� J*3! �� <I$ &, ������)>.  

���*�$ ����(� P�I;
� �'��] O,�� 
) $ z�2 f (θ)  �=%�, &;=�3)0 .   &;=A6 �'�=�] �=>�*���,:  �� �*����;=��

f (θ) �� i���� ��� J*3! &,�3%.  

)43(  ( )
n

i
h

i

t θ
f t (nh) K

h

ˆ
ˆ −

=

 −=   
 

∑1
1

  

 &$h  � ���, :� �0 �� :���*�3I6 �;��*�0K( )� ��� &;A6 O,��Y , & :*3=d  &=$( )K t K( t)= − 	( )K t dt
∞

−∞

=∫ 1 �

( )tK t dt
∞

−∞

=∫ � .( )hf̂ θ 1)���)�  n�'��] O,�� K( )�  ���*�$ ����(� ��M$�� &,iθ̂�� �6�%�, .   KL=�� :��=,

��)�, J*3! ���, r�L;�� �� 	�'��] O,�� �� :�*���, ���$:       �;��*�=0 r�=L;�� �=��� � &;=A6 O,�=� r�L;�� �'��

:���*�3I6 .�*����;�� P�I;
� �'��] O,�� HV3I�� &;A6 O,�� :��, )��3> (�� r�L;�� �3%)     O,�=� �=�, &=, �=@ �� ��

&;A6�� ���U;�� ���� �'3� :��, &$ :�
) $Y     �*����;=�� P�=I;
� �'�=�] O,�=� ) �=�3> ( �=�� .(   r�=L;�� *� �=��

 �;��*�0��� *��*3F�, &;A6 �'��] O,�� r�L;�� &, �9A� :�;�), �)I6� �� :���*�3I6Y     *� :��=�� �)��=� &=$��]

�*�� �>�*���, �)U)$ ]9[ .�% �6�3F p5, :���*�3I6 �;��*�0 r�L;�� ���3�] �*3� *� &���� *�.  

 �3N� �,&��*�:  :��� R���% 
6��, 	P�I;
� �'��] O,�� �� *�3I6 �*���, <�t < 1  ���B�� �� �B�

, &$ ��� &
6 ��2 ��3, *�����$ 4)'����N�,�0 �� ] ]4[.  

, ��% W���� �,����, .�* & 1�*3")� &")��]14[���� *�M,� 	 ��� 4B�� 1�� �, &9"G :��, :� .&x(� �6 :��,

iθ̂ ≤ 1 &, �9A� �� �*�(;� ��3[� 	1� �� 	  iθ̂≤ −1 2	i=1	...	n �� &;2�> �g� *��3% . �'��] O,�� lm�

&#3I@� �� �* &;A6n2 &x(��� �*���, ��� J*3! &, :� 
) $:  
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( )
n

i i
h

i

t θ t θ
G t  ( K  K  ) . 

nh h h

ˆ ˆ
ˆ

=

   − − += +      
   

∑
1

21
2

 )44(  

 
�� i���� P�

) $  

( ) ( )h
s,h

G t
f

ˆ
ˆ t

        t

                          

 ≤= 
 �

2 1 )45(  

  

( )s,hf̂ t  P3
 �*�(;� O,�� <�1 ���  O,�� �, e9x � �� �] �I� &$( )f θ ���%�,.  

�;�3% ]15[  �6 :��, ��� ����t ≤ 1 	( )s,hf̂ t  �� *�>��� �>�*���, <�f ���%�,.  

 �� ���U;�� �, P�
( )s,hf̂ t &�3I� �)'3� &, ?������ ��;F�� :�6
) $ .	�) $ z�2* * *
nβ , ,β ,β… 2 1, &�3I� 	 & ���

 �� ����n
ˆ ˆ θ̂θ , ,θ ,… 2 1 , &:�N �, �2��[� r�L;�� &")���%�, :*�/> .J�#�d� �, �� P�I;
� � *��� �����(� ��3�

��� ����:  

( )
n

i
i i i ,h

i

t θ
t β h G t K

n h h

ˆ
ˆ

=

 −= + ∼ =   
 

∑1
1

1 1⋇ ⋇
ε  )46(  

  

 &$i
⋇
ε ��� ��% ���L;�� �*����;�� P���� O��3� �� � �2��[� J*3! &,.  

, &�� ��% lB� � _�(� :��, &,��� *3d��� ���� ��3�:  

( )
n

R i
i i i ,h

i

t θ
t β h Ĝ

n

ˆ
t K .

h h=

 − += − − ∼ =   
 

∑2
1

21 12 ⋇ ⋇
ε  )47(  

 �, P�
&x,�* &, &N3�  

( ) ( ) ( )s,h ,h ,hf t G t G tˆ ˆ ˆ= +2 1  )48(  

��� �2��[� �'3� 1;2�> �g� *� �, �  

i i i i
i

i i

β β
θ

β O.W

h                 h

h                          

 + + ≤= 
− −

ɶ
1

2

⋇ ⋇ ⋇ ⋇

⋇

⋇ ⋇

ε ε

ε
 )49(  

	�%�� 
)6�3F  

( )i s,h
ˆθ F t .∼ɶ⋇  )50(  

��� J�9�� 4,�� �)F� R,��* &, &N3� �, � ����� &, &$ . �"!� &�3I� O��3� �� M)� ���N &�3I� 1���,� , :��)0

�� � $.  

   �� n)0 �@ �� *� &$ �'�3����� �)'3� ���* ��� &$ ��� 1�� ���:   R=,��* ��� ��*�� �(x � �)� <� s32)44 (

 �)47( � �� %�, *����, ���,   &=, �* �,�@� O��3� O,�� &$ 49� �IA� *� ��] �� %�, *����, R,��* 1�� ���, ��] &B ��

 O��3� O,�� �� :�*���, ��3 #
���� *��� �"!�Y :�N �, � �2��[� J*3! &,���� �)'3� &, ?���� :*�/>�
���$ �6  

�>� 

1�� �)G *� J*3! 

 [
 D

ow
nl

oa
de

d 
fr

om
 ja

m
lu

.li
au

.a
c.

ir
 o

n 
20

25
-1

1-
05

 ]
 

                            16 / 23

https://jamlu.liau.ac.ir/article-1-614-fa.html


١١٣-١٣2)    ١٣٩٢(   ٣٧   ����� � ����
ت و �
ر�د	� �ن ����     

129 

&x,�* &$ 1�� ���� ����: )50(  *����, &)9% ���* &���� J���M"� �� ������ :���Y   
)=;U> &$��]( )hf̂ t )  &=I)�

O,�� �] �I�( )s,hf̂ t ( O,�� �� :�*���, ��3 # &, �*f (θ) �� �g� *�
��)> .      1��=, ���*�=$ ����=(� O=��3� �= ��

��� J*3! .���� 1���,� ,&)9% :�6�  $ :��)0 O��3� 1�� �� ���, ��% :��� . 
=6     	���=� Q�;=�� J3=, *� 	1)= ]

P�I;
� &x(� �6 �� *� &$ �,�@� O��3� O,��
n

1 �� *�);F� �*� $Y  �g� *� �"!� &;F� %�� O,�� �� :�*���, ��3 # &,

�� &;2�>:�N �, � �2��[� r�L;�� �, � �3%&x(� �6 r�L;�� P�I;
� :*�/>
n

1 ���%�, .   =, &=�3I� 1���,�= , &  �=��

�� :��)0 �,�@� O��3� �� H���@� 	����� $.  

 ��*�, �,�� ��� R,��* &, ��% �)'3� &�3I� :*��� J�)!3[F *� �;�),
)�* ]4[  

( )i nE θ | θ , ,  ˆ θ̂ µ̂… =ɶ⋇
1  )51(  

( )i n θ̂
V θ | θ , ,ˆ ˆ ˆ θ σ h… = +ɶ⋇ 2

1
2

 
)52(  

 &$
θ̂
σ̂2 &���N l���*��θ̂1	θ̂2	...	nθ̂� �� 	  

)53(  ɵ
i

i
ˆ

n

iθ
ˆσ θ θˆ

n =

 = − 
 

∑
2

2 2

1

1  

�µ̂ �� &�3I� 1)���)� �%�, . J*3! &, Q�;�� J3, &'�9�� l���*�� 
)6� *��� ���U;�� �*3� �* &;A6 �>�*���, �>�

�� q�!� ��� �3%.  

( )i i i i

θ̂

θ β θ – β
h

( )
σ̂

= +
+

ɶ
12
2

2

1

1

⋇ ⋇ ⋇ ⋇  
)54(  

&$
i

n

i
i

β β
n =

= ∑
1

1⋇ ⋇.  

�� , ��3� &&$ ��� ���� �I)(;A� �;�� J�9��5� &")��  

  

( )i nE θ | θ , ,  θ µˆ ˆ ˆ … =⋇

1  )55(  

( ) ( )i 
ˆ

n θ

θ

ˆ
ˆ ˆ ˆ

h
V θ | θ , ,  θ σ ( 

ˆ
)

n σ h
… = +

+
⋇

2
2

1 2 2
1  )56(  

  

��� *�����$ H�9��@� &�3I� l���*�� &$ �g� 1�� ��Y &'�9��i θ
⋇ , & �=�� ��� ��      J�)=!3[F 	*�3=I6 Q�;=�� J3=,

 &, �9A� :�;�,i θ
ɶ⋇ �*�� ]4[.  

 �>�*���, :��,DEA?�> *� Q�;�� J3, 4��$ 
;�*3�'� 	 ��� ��% &!�F ��� :�6 ) 4B%9.(  

�6 :��,( )k kx  ,  y	  k=1	2	...	n	 θ̂1	θ̂2	...	nθ̂ , �* &&����, &")�� �xF :M�*)33 (�) $ 4
 .  

     
=@
 &=, �2��=[� &=�3I� <� Q�;�� J3, :��, 	nL, 1�� *� ��% ���� W)X3� ���* �� ���U;�� �,n   &=#3I@� ��

 � �� �"!�θ
⋇

1	...	nθ
⋇ �) $ �)'3� �*.  
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&#3I@� * n
b i,b i iX {(x ,y )} == 1
⋇  &$* i

i,b i
i,b

θ
x x

θ

ˆ
=

⋇
�) $ KL�� �* 	.  

�6 :��,kθ̂  &$=1 	2	...	n  Q�;�� J3, �*���, 	k,bθ̂⋇ &����, 4
 <I$ �, �* , ��� �xF :M�* &��*�� ���. 

�
n n n

* *
k,b k i i k i i,b i i

i i i

 θ Min{θ |  y γ y ;  θx γ x  ,  θ ;  γ  ,γ  ,  i ,  ,n} 
= = =

= ≤ ≥ ≥ = ≥ = …∑ ∑ ∑� �
⋇

1 1 1

1 1  )57(  

  

 4
���2-4  ����� &, �*B , ��� �*���, &#3I@� :��, �� �) $ *��B� *�, &��� ���:  
�

k,b
n. { θ }1

⋇   
���� &#3I@� :��,  r�L;�� 	\*M, :�6B &����* O,� � &, ���5� �% �6�3F �3N3� :� . P�6]16[    &=$ ��=$ ��� �)0

1000=B  r�L;�����> ���, �����I6 �� �� �3% 4!�
 1)(� 	�� )Id� :�6 . 4B%9    _3=,�� �=B)2��> n��I� <�

��� Q�;�� J3, � ���2 �� &("
 <� &,.  

�%�, �"!� ���� �)'3� � ���2 �� :*�>��� �*���, ��% r�L;�� ���� �)'3� � ���2 �>� Y�� &=x,�* ��>: )14( 

��� *����, . 4B% � &x,�* 1�� &, &N3� �,9 ��U> ��3��   �*���=, ��=% r�L;�� ���� �)'3� � ���2 �>� Y  :*�>��=�

�%�, &;F� %�� �"!� ���� �)'3� � ���2 ��Y �� ��� *�;2*  ��>DEA &�3I�: ��;F�� )1)] &x(� ��� (  ��=� &, �9A�

DEA &�3I�: �"!� )&;AB% RF ���( ��� *�;2* �, &,��� 	DEA &�3I�:     � �"=!� ��=� &=, �9=A� �"!�  &;F� =%�� 

)� 5 � (�3, �6�3F .Q�;�� J3, :��2 *� P�� *�;2* &;F� %�� 4)'� &, �'� ����� :��2 *� ?�� *�;2* � KL�� 	

��� KL���� 	����� ��� ��3, .�� &@);� 1�� &, ���� *�, �)��U� 1�� �,      �� �;=�*� �*���=, �=>� &=$ 
)=�*DGP 

&��*� 
) $Y ��, 
)��3� &, 	����� :��2 J���U�� ��*�, :�N &         Q�;=�� J3=, :�=�2 O��=�� �=�*�, &=, &,�=�� *3=d


�����m,.  

 
 8$�9. 2� ��� Q�;�� J3, 4��$ ]9[  

      :����&�3I� &, _3,�� :�6: �"!�  

  :&�3I� &, _3,�� :�6 ����: ��;F�� 
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*�I)�- �3A"�� ]4 [���, �F�� � �)��A
 4)"5� :��, Q�;�� J3, �� *�, 1)'�� :��,     ����=(� :��=, ��= )Id� :�=6

����$ ���U;�� ���*�$ .�� *�$ 1�� :��,���� �6 n��*�BI6 � *�2 R�3� ��% ���U;�� :�6 ]17 [ �*���� 1�� &$  �� �=6

19  P�� *� ���, J�A)�~� 4��#1987    �3=, ��=% &=;2�>Y     �=���� *��=� ���U;=�� �*3=� .����   =#�d� 4��=% �=6� *� ��

�N��F <� Z3[F ) hA
 �, s�, J*��KWH (:��*� &� � )  	&�V�=� ?��L;�� 1)���)� hA
 �, ���>*�$

&����� � �F3� (� ;A6 .  
  

 G��"1. Q�;�� J3, � ���2  &, _3,�� u��;� ]4[  

 

5/97 % 5/2 % 5/97 % 5/2 %       

Centered on kθ̂  Bias Corrected Std. Dev. Median of kθ̂
⋇

 kBias  kθ  kθ̂  K 

0/9057 0/8372 0/8360 8854/0 0143/0 848/0 0173/0 8519/0 8692/0 1 

1/0800 0/8646 0/8631 1/0564 0/0614 0/9145 0/0693 0/9307 1/0000 2 

1/0647 0/8973 0/8932 1/0574 0/0475 0/9396 0/0543 0/9457 1/0000 3 

0/9536 0/9076 0/9059 0/9400 0/0094 0/9148 0/0133 0/9237 0/9370 4 

1.0807 0/8730 0/8717 1/0573 0/0573 0/9177 0/0651 0/9349 1/0000 5 

0/9552 0/8777 0/8756 0/9286 0/0151 0/8849 0/0165 0/8906 0/9071 6 

0/9861 0/8652 0/8615 0/9353 0/0185 0/8693 0/0156 0/8759 0/8915 7 

0/8630 0/7967 0/7955 0/8387 0/0118 0/8041 0/0135 0/8075 0/8210 8 

0/9816 0/8405 0/8370 0/9434 0/0301 0/8488 0/0268 0/8624 0/8892 9 

0/8598 0/8304 0/8294 0/8541 0/0064 0/8359 0/0095 0/8374 0/8469 10 

37631 0/9339 0/9325 0/9720 0/0104 0/9396 0/0111 0/9423 0/9534 11 

1/0749 0/8700 0/8689 1/0484 0/0591 0/9153 0/0665 0/9335 1/0000 12 

1/0049 0/9304 0/9282 0/9764 0/0140 0/9389 0/0168 0/9434 0/9602 13 

1/0872 0/8545 0/8534 1/0786 0/0676 0/9036 0/0742 0/9258 1/0000 14 

1/1029 0/8697 0/8683 1/0786 0/0640 0/9085 0/0666 0/9334 1/0000 15 

0/9169 0/8684 0/8664 0/9022 0/0091 0/8742 0/0117 0/8768 0/8885 16 

1/0774 0/8783 0/8774 1/0608 0/0561 0/9175 0/0622 0/9378 1/0000 17 

1/0646 0/8871 0/8866 1/0527 0/0499 0/9325 0/0576 0/9424 1/0000 18 

0/9645 0/9238 0/9228 0/9546 0/0083 0/9305 0/0113 0/9328 0/9441 19 
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���� :�* Q�;�� J3, � ���2 :��N� �, �� &$ �@��;�, s32 :�6 &
��*�� ���Y      M)]�=� E�;=F� �� �=g� E�=! �,

���� 	�6*�I)� &, _3,�� u��;� ��I6 H�()�� &$ �U> ��3�- �3A"�� ]4 [�� �=%�, .     4=!�
 	u��=;� *� E�;=F� 1=��

 r�L;�� � ���2 �� ���U;������ 1), �� �2��[���� �*����;�� P���� O�*3� � �6.  P��N1     n��=��� &=, _3=,�� u��;�

 �, �* Q�;�� J3,1000=B  �014/0=h�� ���� 	 �6� .�3;� 1 �� n��I�,  �� ���=�� &=$ ���6�
�� &, _3   �=619 

�� �
�� �3;� � �%�, :�62  ��6  ���*�$ �*���, ����(�DEA �!� h�*� �, �*���, 	�"!�  h=�*� �*���, 	��% q

5�� � Q�;�� J3, 1)���)� ����(� 	Q�;�� J3,�� �*����;�� E�� �� n��I� �* �6�6� .  ���=, <� �F� �3;� *��]

 �� )Id�95 %�� n��I� �* �6� . *� &$ �9�*� *��(� q�!� D��� �, �'�� �� )Id� ���,)23 (����     �=, �=��� ���=, �

�!����, �� �9�*� *��(� q�� :�6, &)' &��� ���� ��� .     � ;=A6 �B]3=$ ����=(� 	�=9�*� ����=(� &$ �@�� ��Y  ��

, ���, &��� 
6 &, &)9% *�)A, ���� ���.  

 P��N *� ��% �9� u��;�1 &�3I� ���� &, �9A� �* ���*�$ ������ �)��A
 �� *�B%� :�)> � $ .  &=, &N3� �,

 P��N u��;�1 &9�* *� &$ 
��)�, �g� *� �* &;B� 1��   �=I$ �=��, �"!� ���*�$ ����(� hA
 �, �6�
�� �9A� :� ,


) $ 4I# ��� �, . ���*�$ :�*�� <� �
�� P��� :��,DEA	θ /ˆ =1 0 8962�'�
 *� 	   �=
�� &=$2   ���*�=$ :�*��

DEA θ̂ .=1 1 0 ��� .��(� &, &N3��,�h�*� ���*�$ ������ �-  �3;� ��% q�!�3  �=�� �=� ��6     E�;=F� &=$ 
)= $

�� 1), P�
 �6 &, ��� 	��� M)]�� *�)A,  �*�� �3=N� ����U� �6 .     n��=I� &=$ �=F� �3;=� *�=�] *� ��= 6�:  ���=,: 

���, 1), :���� |��;%� _�(� ��� ���*�$ ����(� :��, �� )Id�  �
�� �� )Id� :�61 �  ���=,     �=
�� ��= )Id� :�=62 

�*�� �3N� .�I� 1���,� , U> ��3� ���*�$ ����(� 1;%�� �d�F &, �
�� �� 1�� &$ �DEA     �*�B=%� 	M��=I;� �"=!�

��M��I;� )���*�$ ��5' ��.( 

  

4-3  �� ���� ���� �	�� !+� L�5��5������ ����	����  ��H��� 

   :�3'��;�&��*� z�2 &, &N3� �, 	49� nL, *� ��%���5� :�6��  $, :� &�3, ���� ��� )  ��3=, 1�I6 z�2

���*�$ ����(� O��3� .(*�I)�- �3A"�� ]13[     ���=)0 :��=, �="$ r3]�=] <�     r3]*�=] *� 	Q�;=�� J3=, :��=�

P�� :�;��*�0�� :��� :�6&��*� ����$ .��z�2 �6 :�* :���;� :�6DGP  �= ,  �=��3I�    ��3=I# �='�
 &=$  :�=�

�%�� 49� &, �9A�.  

z�2 4��% 	�3A"�� � *�I)� R�3� ��% �2��� :*��� P���6�)� R�3� &$ ��� ��� : ]18[  �

�3, ��% ���U;�� n��*�BI6.  

��� ��� J*3! &, 
;�*3�'�:  

1-  ���*�$ ����(�kθ̂  � ��6��� �6 :��, �*k
k

δ̂
θ̂

= 1 �� &9��5� �*
) $. 

2-   &, �9A� �* ����(� 1�� 1�*3")� �,����, .�* �� ���U;�� �,δ̂ =1 , ��� &#3I@� �� ���$ lB� � & ���

���. 

n n
ˆ ˆ ˆ ˆ{δ ,  δ , ,  δ ,  δ ,  δ ,  ˆ ,  δ }ˆ… − − … −1 2 1 22 2 2   
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3- &�3I� <�: :�N �, � �2��[� 
@
 &, :*�/>n , &#3I@� �� & ���L;�� 49� &"
�� *� ���� ���

�� 
) $. 
* * *

n{δ ,  δ ,ˆ ˆ ˆ,  δ }…1 2   

4-  &#3I@� �� ���U;�� �,: &"
��: 3&#3I@� 	:  *�3I6 _�(�* * *
n{δ ,  δ , ,  δ }…ɶ ɶ ɶ

1 2 �� �*
����. 
* * *
i i iδ δ hˆ ε= +ɶ   

            &$*
iε �� r�L;�� �*����;�� P���� O��3� �� �2��[� J*3! &,�3%.  

5-  &"
�� *�3I6 ����(� l���*�� � 1)���)� W)5[� �, &"
�� 1�� *�: 4, ����(� 	 &� ��� q�!� �* ���

��
) $. 

**
i

i

*

δ δ
δ δ

h

s

−= +

+

ɶ ɶ
ɶɶ ɶ

2

21

  

6- �>�*���, O,�� �] �I� &I)� &$ 49� nL, E�F �,( )s,hf̂ t�3, �"!� &;F� %�� O,�� �>�*���, 	Y , &

 O,�� ���* �I� &I)� �@ �� *� 	:��� _�% *� J��U� 4)'�( )s,hf̂ t��� �"!� �>�*���, 	.  �/'

�� \*M, _�(� &, �A��, �� ��1 
���>�, .1�� ���*: 
* *

*ˇ i i
i

*

i

δ δ
δ

δ O.W

           

                 

 − <= 


ɶ ɶɶ ɶ

ɶɶ

2 1   

7- �� &;F�� ��� J*3! &, Q�;�� J3, &�3I��3%: 

( )
*ˇ

i* * * i
n i i i

i
ˆ
δ X

χ X ,Y  |  X  ,  i , ,n .
δ

 
 = = = … 
 
 

1   

8-  �>�*���, �� ���U;�� �,DEA  ��;F�� &�3I� :��, �* Q�;�� J3, :�6�*���, ����(�χ
�

∗  �
�� ��'��3L 

 �,�� �k �� &9��5� ?�
) $Y � ��: 
k

*
b

X
δ sup θ | Ψ .

θ
ˆ  = ∈ 

 

ɵ   

9-  ����� &, V�, 4
��� *��B� �,B  &#3I@� *�,
k

B
b b{δ }ˆ

=
ɵ

1 , &�� ������. 

10 -   �,�@� O��3�
k

B
b b{δ }ˆ

=
ɵ

1 &�3I� O��3� �� Q�;�� J3, 1)IL�:� kδ̂ ���%�,.  

 �� ��� ���, nL, 1�� *� &$ �9"x�����Y �35�: *�3I6 �;��*�0 r�L;��:��� ��� . :��,1��*�$  :���� ��� ���,

��� ��F &,Y  *��(� �>� &$��]h :*3d &, �3% r�L;�� <]3$  �=%�, �U=! <��M� :�
 R���% *� &$Y ��  ��=>

 O,��( )hf̂ t  �>� � &;AA> �,�@� �'��] O,�� &,h �3% r�L;�� �>*M, *��(�Y , & :*3=d     &=, :�=
 R���=% *� &=$

�,� $ 4)� �����Y �� O,�� ��>( )hf̂ t �� ���I6 E�! �F�3 B� �'��] O,�� <� &,�3% . 1�*3")�]5[  ��� ����
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 �>� &$f ( )� �%�, ��3>Y ��& )�, *��(� ��>: h 1), 1)���)� c3I@� O,�� :�xF 	f (δ) �f̂ (δ)   �=� &= )I$ �*-

�� &9��5� ��� J*3! &, &$ � $�3%:  

)57(  
nh  /  s n  .

−

=
1

51 06  
  

 &$ns  �,�@� �*����;�� E��5��n  *��(�kδ̂���6 �� ��)��� P���� ON�� �3��� ��3% .
6 ���� 1�*3")� 1) ]

&$ ���  

)58(  n
n

r
h  /  min(s , )n  ,

/

−

=
1

51 06
1 34

  

  

 &$nr ����5�:   |*�] ��*�n  ����kδ̂�� ��)��� � �3 � P���� ON�� �3��� � ���6�3%.  

  

5 �M�� ���N  

���� ��%30 4)"5� &9=��5� :��, :�;��*�0�� .�* <� �6:         &=$ �=�� ���6�=
�� �� ���=> <=� ���*�=$ ����=��

�� ?�@�� �* ���AB� �)'��2� 6�. , ���*�$ &      &=�3I� J��=))j� &=, � �=�� �9=A� ������ <� .�* 1�� �� ���� ���

�� ���� :���% �)��A
�6�. P�� *� *�I)� R�3� *�, 1)'�� :��, &$ Q�;�� J3,"5� :�6  ���� �=�%30 4=)  �=6

�2�> *��� ���U;�� �*3�Y  =, ���*�$ ����(� �39�, :��, :� ��3� *�M,� &    �=� .�* 1=�� �� ��=�� �=�� �=%�, .  1=��

� ���2  1IX���, �F�� ��) Id� :�6,     2�� �3=9�, ���*�=$ ����=(� � ���*�=$ ����=�� :��     ?�=# R���=% �� :*�=� &=;

 �� )Id�&;��$  � &A��(� :��, :�;�, R���% �&9�*�� 
6��2 �6�
�� :� , $� .
6  ���=, 1)= ]    ��M=)� ��= )Id� :�=6

�� ���� &�3I� �))j� &, �* �
�� �6 ���*�$ �)��A
�6�.    �=%�, �=;I$ ���*�=$ ���, P3d &]�6Y    ����=�� �)=��A


��3, �;I$ P�� &, ���*�$Y , ��*�$ *��(� &, ��I;#� ��M)� &3F �;�), �
�� :��, ���� ���  �3=, �=6� . �� ���=,  :�=6

Id�)�� ��  &9�* :��, ��3��3I� ���U;�� M)� �6�
�� :� , .1�� :��,   ��=$ �=�� �*�3=� �F�, &, ���, *�$ .   ���=, P3=d

�� )Id� ), ���*�$ &$ :�*�3� *� & �� ���� ���DEA �%�, 
6 &, <��M� J��U;� �
�� �� :��,( ���, ����5� 	

� �� )Id� ���, |��;%� ��M)��� 	�� )Id� �6�� &A��(� ����B� �, &$ ���6�
��3%.  

� ��%30 4)"5������5� :��, :� I�*�� *�M,� �69��� ���*�$ & .P�� �)��A
 �3N� 1�� �, &, �� :�6

6�$ h9� &�3I� �))j�Id� n)���*�$ ����(� &, �� , :�6 &�� .�* 1�� �� ���� ����3% )� 
@
 &$ :�*�3� *

�%�, ���� &�3I�Y , ���*�$ ���& ��3, ��� �3 � 	���� ���Y �*�� :�;I$ �)��A
 &�3I� �))j� &, �9A� . �/'

 1) ] :��, Q�;�� J3, �� ���U;���*�3�: �I� &)!3��3%.( �� ��� �)0 :�*�3� 1) ] *�&)9% � ���2 �3% :��� 

��)> *��� ���U;�� �*3� 	&�3I� �))j� &, ���*�$ �)��A
 ��M)� 4)"5� :��, 	Q�;�� J3, .    
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