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  DEAها در ها و ارزیابی خروجیتغییر سطح ورودی

  ها نامطلوب هستندوقتی که تعدادی از خروجی
 

  3بلال کریمی ،2*مهدی عینی ،1سعید محرابیان
  ، ایرانتهران گروه ریاضی، ،معلمدانشگاه تربیت استادیار دانشکده علوم ریاضی و کامپیوتر،  -1

  کنگاور، ایران  گروه ریاضی، ،اورگواحد کن ،کرمانشاهدانشگاه پیام نور مرکز ،دانشگاه پیام نورت علمی هیأ -2
  کرمانشاه، ایران گروه ریاضی،، تحقیقات کرمانشاهو دانشگاه آزاد اسلامی واحد علوم پژوهشگر  -3

  
  1390آبان  21: رسید مقاله

  1390اسفند  24 :مقالهپذیرش 

  
  چکیده

های واحدهای های مخروطی، زمانی که تعدادی از خروجیمعکوس با ارجحیت محدویتDEA در این مقاله، 
های واحد تحت ارزیابی و بدین صورت که با تغییر سطح ورودی. گیردگیری نامطلوب هستند، مورد بحث قرار میتصمیم

ریزی برای این منظور از مدل برنامه. یابدمی) کاهش(، افزایش )نامطلوب(مقدار کارایی، سطح خروجی مطلوب با حفظ 
)خطی چند هدفه  )MOLP کنیماستفاده می.  

  
  .نامطلوب خروجی، MOLPهای مخروطی، ، محدودیتهاتحلیل پوششی داده: کلیدی کلمات

  
  
  مقدمه 1

تحلیل پوششی . ]1[ انجام شده استDEAزیادی در زمینههای های اخیر تحقیقات و پژوهشدر سال
مرز یک  DEA. کندگیری می اندازهچندین ورودی و خروجی  را باگیری واحدهای تصمیم کاراییها،  داده

 هاها و افزایش سطح خروجیگیری را با کاهش سطح ورودیواحدهای تصمیمکارایی و  کردهمشخص کارایی 
وجود  نیز ها، خروجی نامطلوبخروجیگاهی ممکن است در بین . دهدبهبود می آنبه نسبت ) در صورت امکان(

) کاهش(را افزایش  )نامطلوب(های مطلوب بهبود سطح کارایی باید سطح خروجیکه برای  ]3و2[ ته باشدداش
ای تولیدی صنایع، پرداخت مالیات در مراکز گازهای گلخانه: عبارتند از مطلوبهای نای از خروجیهاینمونه .داد

   ....تجاری و
واحد تحت ارزیابی و حفظ مقدار کارایی آن، با های  )خروجی(سطح ورودی با افزایش ] 4[وای و همکاران 

 DEA ]5[ همکاران جهانشاهلو و. را ارزیابی کردندها  )ورودی(سطح خروجی  معکوس DEAاستفاده از 
                                                            

  عهده دار مکاتبات  *

 mahdi_eyni@yahoo.com: آدرس الکترونیکی
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 DEAکه مدل با توجه به این. ها نامطلوب باشند، استفاده کردندرا در حالتی که تعدادی از خروجیمعکوس 
 DEAاز  در این مقاله،، ]6[ باشدها میارزیابی سطح خروجیی موثرتر برای اوسیله معکوس با ساختار مخروطی
استفاده شده ) مطلوب و نامطلوب(ها ی مخروطی برای ارزیابی سطح خروجیهایتدمعکوس با ارجحیت محدو

حفظ مقدار با  و های واحد تحت ارزیابیبنابراین با تغییر سطح ورودی. شدبامی ]5[حالت دیگری از است که 
سطح خروجی واحد تحت ارزیابی، نظر از کارایی یا ناکارایی صرف MOLPبا استفاده از مدلتوان می ،کارایی

  :است چنینمقاله دهی این سازمان .داد) کاهش(افزایش  ،را) نامطلوب(مطلوب 
ی مخروطی برای هابا ارجحیت محدویت MOLPمدل  و در ادامهداده  توضیح را مساله ابتدا ،2در بخش 

 سرانجام .می دهیم توضیح یمثالبا  ه شده رائاراروش  ،3در بخش  .می کنیمپیشنهاد ها ارزیابی سطح خروجی
  .کنیمبیان می ،4در بخش گیری را  نتیجه

  
  مسالهبیان  2

خروجـی مصـرف    sورودی را بـرای تولیـد    mهـر کـدام   داریـم کـه    گیـری واحد تصـمیم  nفرض کنید 
) به صورت واحد رابردار ورودی و خروجی هر . کنند می )، ,j jx y j=1، 2 ،... ،n دفـرض کنی ـ ر نظر گرفتـه و  د 

*V ،*gU، *b
U ،*K  منفی به ترتیب قطبV ،gU، b

U ،K که در آن باشند mV R+⊂،,
b g sU U R+⊂   

nKو  R+⊂ نیـز فـرض   . گیری هستندواحدهای تصمیم و هاخروجی ،هاارجحیت نسبی ورودی مخروط به ترتیب
  :دکنی

*
jX IntV∈− ،*g g

jY IntU∈− ،*b b
jY IntU∈− به ازای هر ،. , ,...j n=1 2   

گیـری کـارایی   های مخروطی برای انـدازه با ارجحیت محدودیت خروجیدر ماهیت  BCC مدل، ]6,5[ اساس بر
 :زیر است ام به صورتpواحد 

:    

. .
*        ,

*       ,

*       ,

        ,
*        .

∗ =

− ∈

− + ∈

− + ∈

=

∈−

1 1

OP maxp
s t

X X VP
g g gY Y UP
b b bY Y UP

K

ϕ ϕ

λ

λ ϕ

λ ϕ

λ

λ  

( )1  

  
bکــه  b

j jY Y η= − +،*bb
jY IntUη − ــی  .−∋ ـــردار یعن ــی را  ηب ــر  طــوری انتخـــاب م ـــرای ه ـــه ب ـــم ک کنی

, ,...j n=1 *: داشته باشیم2
.

b b
jY IntU∈−  
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pϕ، ناحیه شدنی غیر تهی است و OPدر مدل 
∗  ].8و7[ 1≤

pϕاگر،  OPدر مدل .1تعریف 
∗  .کارای ضعیف است) حداقل( امpگیری د تصمیمـیم واحیگویـم، 1=

m: فرض کنید
P Rα روط محدب ـامتداد مخدر  Pαبه  PXاز  pگیریمــد تصمیـواح هایسطح ورودی و ∋+

*V− ابیـد تحت ارزیـواح هاییـروجـارایی، سطح خـک مقدارال با حفظ ـح .تغییر کندp ابی ـرا ارزی
*دبـروط محـدر امتداد مخـ) نامطلوب(ای مطلوب ـهیـروجـه، سطح خــوری کـط به مـکنی یــم *( )

b gU U− − 
*یابند، یعنی) کاهش(افزایش  *.( )

b b b g g g
P P PPY U Y Uβ β− ∈− − با ارجحیت  MOLPمدل −∋

  :زیر است به صورت )نامطلوب و مطلوب(های خروجی برای محاسبه سطح های مخروطی محدودیت
  

:  =( , ) 

. .
*         ,

*        ,

*        ,

*         ,

*         ,

         ,
*         .

− ∈

− + ∈

− + ∈

− ∈−

− ∈−

=

∈−

1 1

bgOM Max PP P
s t

X VP
g g gY UP P
b b bY UPP

g g gY UP P
b b bY UPP

K

β β β

λ α

λ ϕ β

λ ϕ β

β

β

λ

λ  

( )2  

  
یکی از . ]9[ وجود داردآن های متفاوتی برای حل روشاست، MOLP یک مدل  ، )2( مدل که اینبا توجه به 
ی هاخروجیتوان برای هر کدام از می)2(برای حل مدل ،در این روش. ها، روش وزن دهی استاین روش

های مخروطی به کار با ارجحیت محدویت )2( مدل که اینبا توجه . وزنی را در نظر گرفت ،مطلوب و نامطلوب
 فرض کنید برای این منظور .کردانتخاب ها خروجیها را از مخروط ارجحیت نسبی ، بهتر است وزناست رفته

g
PW وb

PW  های مطلوب و نامطلوب خروجیهای وزنی، ارزش ترتیب برداربهg
Pβ  وb

Pβ صورت در این . باشند
)=  :ها، فقط تابع چند هدفهبدون تغییر محدویت , )

bO g
P P PM max β β β  به تابع یک هدفه :  

b bO g g
PP P PM max W Wβ β+ 

   .آیدراحتی به دست میو جواب بهینه به  شده تبدیل
)واحد فرض کنیدحال  )n ام در نظر pهای تغییر یافته واحدها و خروجیام را، واحد جدیدی با ورودی1+
گیری های مخروطی برای اندازهبا ارجحیت محدودیت خروجیدر ماهیت  BCCدر این صورت مدل  .بگیریم

  :چنین استکارایی آن 
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:    

. . 
*           ,

*          ,

*          ,

           ,

*           ( , ) .

+ ∗+ =

+ − ∈+

− − + ∈+

− − + ∈+
+ =+

+∈− ⊂+ +

1

1

1
1 11

1
1

OP Maxp
s t

X VP n P
g g g gY UP n P
b b b bY UP Pn

n
t nK Rn

ϕ ϕ

λ α λ α

λ β λ ϕβ

λ β λ ϕβ

λ λ

λ λ
 

( )3

 
bکه  b b

n PPY β β η+ = = − +1 ،*
.

bb
P IntUη β− ∈−

  
  

pاگر  .2تعریف  pϕ ϕ∗+ .مقدار کارایی بدون تغییر مانده است یمیگو، می=∗

 
  

) فرض کنید. 3تعریف  , ) ( , , )
O ObM g M

PP Pβ λ β β λ=  جواب شدنی مدلOM اگر جواب شدنی . باشد
'''' '' '' ''( , ) ( , , )

bg
PP Pβ λ β β λ=دل ــاز مOM هــود نداشته باشد به طوری کـوج

'' *

'' *

g g g
P P
b b b
P P

IntU

IntU

β β

β β

 − ∈−


− ∈−
 گاهآن

)یمیوـگمـی , ) ( , , )
O ObM g M

PP Pβ λ β β λ=  دلـجـواب کــارای ضعیف مـOM وابسته با  
** *( , , )

bgIntU IntU K− −   .است −
) فرض کنید. 4تعریف  , ) ( , , )

O ObM g M
PP Pβ λ β β λ=    جـواب شـدنی مـدلOM  اگـر جـواب شـدنی   . باشـد

'''' '' '' ''( , ) ( , , )
bg
PP Pβ λ β β λ=  از مدلOM وجود نداشته باشد به طوری که   

 
" *

" *

 − ∈−




− ∈−



1 1

2 2

1

2

g g g
r P r P

b b b
r P r P

U

r

U

r

β β

β β

ــام    ــرای تم  ب
 

    بـــــرای تمـــــام  

1 1

2 2

'' *

1
'' *

2

 بѧѧѧѧѧراي حѧѧѧѧѧداقلي از  
و      

بѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧراي حѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧداقلي از  

 − ∈−




− ∈−



g g g
r P r P

b b b
r P r P

IntU

r

IntU

r

β β

β β
  

  

)یمیمـی گو گاهآن , ) ( , , )
O ObM g M

PP Pβ λ β β λ=  جواب کارای قوی مدلOM مرتبط با
** *( , , )

bgIntU IntU K− −   .است −

) ر ـــــاگ. 1قضیه  , ) ( , , )
O ObM g M

PP Pβ λ β β λ=دلــوی مـــارای قـــواب کـــجOM اـوابسته ب  
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 ** *( , , )
bgIntU IntU K− − . گاه آنباشد، − p pϕ ϕ∗+ ∗= 

  
)چون. برهان , ) ( , , )

O ObM g M
PP Pβ λ β β λ= شدنی مدلجواب یکOM  است، بنابراین در شرایط زیر صدق

 :کندمی
*

PX Vλ α− ∈   )1(  
*g g g

P PY Uλ ϕ β− + ∈  )2(  
*b b b

PPY Uλ ϕ β− + ∈       )3(  
*g g g

P PY Uβ − ∈−  )4(  
*b b b

P PY Uβ− ∈−     )5(  

λ =1 1    )6(  
*.Kλ ∈−   )7(  

)شـود  نتیجـه مـی   )7(و  )6( ،)3(الـی  ) 1( روابطاز  , )
OM

Pϕ λ     یـک جـواب شـدنی مـدل OP بنـابراین  . اسـت  +
. p pϕ ϕ∗+ )بـودن جـواب  از طرف دیگر با توجه به کارای قوی  ≤∗ , ) ( , , )

O ObM g M
PP Pβ λ β β λ=،  هـای  از مـدل

OP  وOP p شودنتیجه می + pϕ ϕ∗ . ■و لذا ≤+∗ p pϕ ϕ∗+ ∗=    
، OMضعیف مدل ها با در نظر گرفتن جواب کارایدهد که هنگام ارزیابی سطح خروجیقضیه زیر نشان می

  .مقدار کارایی واحد تحت ارزیابی حفظ خواهد شد
  

  در این صورت اگر .تغییر کند −V*ها در امتداد مخروط محدب فرض کنیم سطح ورودی. 2قضیه 
( , ) ( , , )

O ObM g M
PP Pβ λ β β λ=ضعـیف مـدل یـک جواب کارایOM مرتبط با
** *( , , )

bgIntU IntU K− − در امتداد مخروط محدب) نامطلوب(های مطلوب خروجیسطح  باشد، به طوری که −
* *( )

b gU U− . گاه آنیابند، ) کاهش(افزایش  − p pϕ ϕ∗+ ∗= 
  

 ■. گرددکارای ضعیف، نتیجه برقرار میو طبق تعریف جواب  1مشابه اثبات قضیه . برهان

  
و y1،y2سه خروجی  x3و x1،x2با سه ورودی  Cو  A ،Bگیریشامل سه واحد تصمیم 1جدول  .مثال 3

y3 در نظر بگیرید را:  
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  یریگ میمصت دحاو 3 هب طوبرم یهاداده . 1جدول
  

C  B  A  DMU  

6 8 16 x1  
input  6 1021 x2  

16 12 18 x3  

3 5 3 y1  

output  5 7 1 y2  

4 8 4 y3  

  
ηنامطلوب به صورت  خروجی بردار انتقال برای. نامطلوب استخروجی دوم ، 1فرض کنید در جدول  = در  20

همچنـین  هـا و  مخروط ارجحیت نسـبی ورودی واحد تحت ارزیابی بوده و  Cهمچنین فرض کنید . گیریمنظر می
  :باشد گیری به ترتیب به صورت زیرهای مطلوب این واحد تصمیمخروجی

  
( ){ }, , := ≥1 14 2 5 tV v v و{ }( , ) := × ≥4

1 14 10 5g tU u u  
  

1b  بـه صـورت   Cگیریهای نامطلوب واحد تصمیمفرض کنید مخروط ارجحیت نسبی خروجی
U R+= . باشـد  

  زیرهای مطلوب آن به ترتیب به صورت های و همچنین خروجیبنابراین مخروط قطب منفی ورودی

( ) ( )* , , , : , ,

  
  
  = ≤       

1

2
1 2 3 4

3

4

4 2 5t

v
v

V v v v v
v
v

)و  , ) : ( , )∗    = × ≤  
   

14
1 2

2
4 10 5g t u

U u u
u

  

 
1bهای نامطلوب به صورت بوده و مخروط قطب منفی خروجی

U R
∗

+= با توجه به مطالب فوق، مـدل  . باشدمی −
BCC  های مخروطی، به صورت زیر استمحدودیتدر ماهیت خروجی با ارجحیت: 
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. .

      ,

  ,

       ,
       ,
       , , .

∗

∗

∗

=

    
    − ∈    
    
    

 
    − + ∈        

 
+ + ≥

+ + =
≥

1

2

3

1

2

3

1 2 3

1 2 3

1 2 3

16 21 18 18
8 10 12 12
6 6 16 16

3 5 3 3
4 8 4 4

19 13 15 15
1

C

g

Max
s t

V

U

ϕ ϕ

λ
λ
λ

λ
λ ϕ
λ

λ λ λ ϕ
λ λ λ
λ λ λ

 

  جواب بهینه مدل فوق برابر است با
( , , , ) ( / , / , / , ) .∗ ∗ ∗ =1 2 3 1 667 0 75510 25 0t t

Cϕ λ λ λ  
  

)از  Cگیریهای واحد تصمیمفرض کنید سطح ورودی , , )18 12 16 t  به( , , )13 9 13 t  حال بـا حفـظ    .یابدکاهش
 :زیر استهای آن به صورت مربوطه برای ارزیابی سطح خروجی MOLPمقدار کارایی، مدل 

  ( , , )   

. .

        ,

     / ,

         / ,

       

 
    
    ∗  − ∈           

 
        ∗ − + ∈           

+ + ≥

21 3

16 21 18 131
8 10 12 92
6 6 16 13

3

13 5 3 11 66724 8 4
33

19 13 15 1 667 21 2 3

bg gMax

s t

V

g
gU

g

b

β β β

λ

λ

λ

λ
β

λ ϕ
βλ

λ λ λ β

 ,

*         ,
         ,

         , , .

 
   ∗− ∈−  
  

 

− ∈−

+ + =

≥

31
4

3
15 2

11 2 3
1 2 3

g
gU

g

b bU

β

β

β

λ λ λ

λ λ λ  
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  در این صورت اگر. کنیمدارکردن تابع هدف استفاده میبرای حل مدل فوق، از روش وزن
  

( ) ( ){ }, , :∈ = × ≥4
1 3 1 14 10 5 tgW W U u u  و+∈ 1

2W R 

  
=: بدون از دست دادن کلیـت استـدلال، فرض کنیـد × 4

1 4 10W ،=2 1W ،. =3 5W  به مدل فوق از این رو
 : دوشمیزیر تبدیل  ریزی برنامه مدل

     
. .

         ,

     / ,

         / ,

        

∗

∗

× + +

    
    − ∈    

    
    

     − + ∈          

+ + ≥

4
1 32

1

2

3

1
1

2
3

3

1 2 3 2

4 10 5

16 21 18 13
8 10 12 9
6 6 16 13

3 5 3 1 6674 8 4

19 13 15 1 667

bg g

g
g

g

b

Max
s t

V

U

β β β

λ
λ
λ

λ
β

λ
βλ

λ λ λ β

β *
,

*         ,
         ,
         , , .

   
− ∈−       

− ∈−

+ + =

≥

1

3

1 2 3

1 2 3

3
4

15 2
1

g
b

g
U

b bU

β

β

λ λ λ
λ λ λ

 

 
  گردد کهملاحظه می

  
( , , ) ( / , , / )

∗∗ ∗ =1 3 2 4 2864 011 1425bg g t tβ β β و ( , , ) ( / , , / )
∗∗ ∗ =1 3 2 4 2864 010 4679bg g t tβ β β  

  
  .باشندمی فوقکارای قوی و ضعیف مدل  های به ترتیب جواب

کارای قوی و ضعیف مدل  های با در نظر گرفتن جوابو  Cگیریواحد تصمیم یهاورودی سطححال با تغییر
OPفوق، به ترتیب با استفاده از مدل  :داریم. کنیمگیری میهزرا بار دیگر اندا Cواحد ، کارایی+
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. .

        ,

/ /
    ,

       / /

∗+

∗

∗

=

 
    
     − ∈            

 
 
 

    − + ∈         
 

+ + + ≥

1

2

3

4

1

2

3

4

1 2 3 4

16 21 18 13 13
8 10 12 9 9
6 6 16 13 13

3 5 3 4 2864 4 2864
4 8 4 0 0

19 13 15 11 1425 11 14

C

g

Max
s t

V

U

ϕ ϕ

λ
λ
λ
λ

λ
λ

ϕ
λ
λ

λ λ λ λ ,
       ,
       , , ,

+ + + =

≥
1 2 3 4

1 2 3 4

25
1

ϕ
λ λ λ λ
λ λ λ λ

 

 
   

. .

       ,

/ /
   ,

       / /

∗+

∗

∗

=

 
    
     − ∈            

 
 
 

    − + ∈         
 

+ + + ≥

1

2

3

4

1

2

3

4

1 2 3 4

16 21 18 13 13
8 10 12 9 9
6 6 16 13 13

3 5 3 4 2864 4 2864
4 8 4 0 0

19 13 15 10 4679 10 4679

C

g

Max
s t

V

U

ϕ ϕ

λ
λ
λ
λ

λ
λ

ϕ
λ
λ

λ λ λ λ ϕ,
       ,
       , , ,

+ + + =

≥
1 2 3 4

1 2 3 4

1λ λ λ λ
λ λ λ λ

 

   :برابر است بابا حل هر یک از مدل های فوق، جواب بهینه 
( , , , , ) ( / , , , , ) .∗+ ∗ ∗ ∗ ∗ =1 2 3 4 1 1667 0100t t

Cϕ λ λ λ λ  
  

هـای  ، یعنـی بـا کـاهش سـطح ورودی    حفظ شده اسـت  Cگیریواحد تصمیمگردد که مقدار کارایی ملاحظه می
آن افـزایش   هـای مطلـوب  نامطلوب آن کاهش و سطح خروجـی ، با حفظ مقدار کارایی، سطح خروجی Cواحد

  .یافته است
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  گیرینتیجه 4
وجـود خروجـی   هـای واحـد تحـت ارزیـابی، در صـورت      با توجه به مطالب بیان شده، با تغییر سطح ورودی

 را افـزایش ) نـامطلوب (هـای مطلـوب   توان سطح خروجـی ها، با حفظ مقدار کارایی، مینامطلوب در بین خروجی
کـه در آن  های مخروطی استفاده شده اسـت،  معکوس با ارجحیت محدویت DEAدر این مقاله از . داد )کاهش(

توان  گیری، میواحد تصمیمکارایی صرف نظر از کارایی یا نا) امطلوبن مطلوب و(ها برای ارزیابی سطح خروجی
  .را به کار گرفت MOLPمدل
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