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  کی:  یخروج /یورود  یهامتیق حضور  در مختلط  یاهیحاش یهانرخ

 DEA بر یمبتن  کرد یرو

 
 * 1ی سیمین مسرور

 ران ی ا جان،يلاه ،ياسلام  آزاد دانشگاه  جان،يلاه واحد  ه، یپا علوم  دانشکده ،ياضیر  گروه ، استادیار -1

 

   1402مرداد  28مقاله:  د يرس

 1402دی  12 مقاله: رشیپذ 

 

 چکیده 

وتاقتصاددانان،    از دیدگاه  یا خروجيورودی   تغييرات كوچک در  اثرتحليل    جزیه  یا  روی ورودی   بر  آن  تاثيرو  ها  ها  ها 

به عنوان نرخ   (DEA) هاداده   پوششيله در چارچوب  تحليل  ادیگر از اهميت بالایي برخوردار است. این مس  هایخروجي

   یافته توسعه  دارد. در این مقاله، یک روش  مهميشود و در تئوری و كاربردهای اقتصادی نقش  شناخته مي (MP) ایحاشيه 

DEA    ي یک ورودی یا خروجي  یثير تغيير جزابرای مشاهده ت.  كنيمبيان مي   ایحاشيه ادغام نرخ    با را   تحليل سودآوری در

ورودی  خروجيبر  یا  دیگر  ها  معرفي  ها  دودویي  متغير  ترتيب  تا    شودميیک  این  توسعهیک  به  تعيين  یافته  روش  برای 

با    ترین ورودی یا خروجي را در یک مرحله مشخص كند. سپستواند تغيير در مناسب كه مي  دهيم  ه یارا  ایهای حاشيه نرخ

سودآور باقي بماند.    چنانهم   تواندكه چگونه یک واحد سودآور ميدادیم  ، نشان  DEA استفاده از مفهوم سودآوری در

تحليل و  حاشيه )M.MR   رویکرد   تجزیه  تمختلط  اینرخ  بررسي  برای  جزیي  ثير  ا(   برورودی/خروجي  یک  تغيير 

 . شده است بيانثال عددی  یک ما با دیگر برای یک واحد كارهای ها/خروجيورودی 

  

 .يخروج/یورود سود، یيكارا  ،یاه يحاش  یهانرخ ،یيكارا ، هاداده  يپوشش ليتحل   : کلمات کلیدی

 

 

 مقدمه  1

  . ز اهميت است یحابرای بهبود عملکرد آن    اهکاریریافتن  ها بر توسعه اقتصادی،  ثير شركتا با توجه به اهميت و ت

یي و بهبود  ا، زیرا حفظ كاراستگيری  بهبود و توسعه واحدهای تصميم  ،اهداف كليدی در تئوری توليدیکي از

تصميم  در عملکرد   برای  سود  باشند. افزایش  موفق  امروزی  رقابتي  محيط  در  تا  است  حياتي  بسيار  گيرندگان 

 (DEA)  ها داده  پوششيهای مختلفي برای ارزیابي و تجزیه و تحليل عملکرد واحدها وجود دارد. تحليل  تکنيک

گيری در محيط رقابتي امروزی مورد استفاده  به عنوان یک ابزار موثر در تحليل عملکرد و بهبود واحدهای تصميم

  به مقياس   بازده  فرضبا در نظر گرفتن    ]1[چارنز و همکاران توسطاولين بار     هاداده  پوششيتحليل  .  گيردقرار مي

 
 دار مکاتبات عهده *  

 s.masrouri@yahoo.com آدرس الکترونيکي:
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ای در  ه طور گسترده، ب DEA. در مطالعات عملي و تئوری،  تکنيک غيرپارامتریشد  معرفي  CCR   مدلبا    ثابت  

را    یيهاتوان عملکرد شركتمي  از این روشها نيز به كار گرفته شده است. با استفاده  مطالعات مربوط به شركت

های دیگر مقایسه كرد تا به عوامل مؤثر بر ارزیابي كرده و با شركت های چندگانه دارند،كه ورودی و خروجي

قابليت ارزیابي   هاداده پوششي تحليل  اند كه نشان داده مطالعات مختلف  . بهبود عملکرد و افزایش سود دست یافت

تصميم واحدهای  عملکرد  مقایسه  حوزهو  در  را  جمله،    بسياریهای  گيری  و   از  بهداشتي  توليد، خدمات  مالي، 

منابع خود  از  دهد تا  گيرندگان امکان ميدرماني، حمل و نقل، بانکداری و سایر صنایع دارد. این روش به تصميم

 .عملکرد خود را افزایش داده و رقبا را پشت سر بگذارند  ،بهينه كرده استفاده 

توانند بهبود عملکرد واحدهای خود  گيرندگان مي، تصميماهداده  پوششيتحليل   ستفاده ازبا ااز سوی دیگر  

ه قرار دادند كه در  مطالعمورد    تئوریي و عملي  جنبههر دو  ازاین تکنيک را    بسياری  پژوهشگران  .را شناسایي كنند

از   توان  مي  راستا  همکارانکر  نباین  ترال    سيفورد،  ]2،3[و  همکاران  ،]4[و  و  و    ،]6[سيفورد  ،]5[چارنز  بسنت 

 نام برد.  ]9[امروزنژاد و همکاران ،]8[كوپر و همکاران ،]7[همکاران 

ها و نقش آن در تحقق  ها و خروجيثير تغييرات كوچک در ورودیادر زمينه اقتصاد و مدیریت، تحليل ت 

به شمار ميها و خروجيتغييرات در سایر ورودی اساسي و مهمي  پيچيدگي ذاتي  رود.  ها، موضوعي  به  با توجه 

 رویبرآن  ثير  ات  نادیده گرفتن  را بدون  ورودی یا خروجي  بيشتر فرآیندهای توليد، اغلب غيرممکن است كه یک  

در چارچوب تحليل پوششي     (MP) ایحاشيهاین مساله در مفهوم نرخ    د.اها تغيير د ورودی ها یا خروجي  دیگر  

تجزیه و تحليل  از آنجا كه    د.ي به راحتي محاسبه شوید با استفاده از مشتقات جزتوانمي  و  شوندشناخته مي   هاداده

  های اقتصادی و مدیریتي اهميت زیادی دارد برای درک عميق تغييرات در سيستمآن    و ارتباطات پنهان    اثراین  

های اخير، مقالات  . در سالارایه مي دهند  موضوعبرای بهبود مدیریت این    مختلفي   راهکارهای پژوهشگران    لذا،

های مختلفي به  . این مقالات به شيوهشدانجام   DEA ای در ثيرات نرخ حاشيهامتعددی در راستای بهبود تحليل ت

ي در  یثير تغييرات جزااند و رویکردهای متنوعي برای بررسي تای پرداختهتجزیه و تحليل نقش مفهوم نرخ حاشيه

اشاره كرد.    ]10[آسميلد و همکاران  توان به رویکرداند. از این جمله موارد ميه دادهیها اراها و خروجيورودی

رویکرد اصلاح شده  این  همکاران  نسخه  و  روزن  روش  از  آن  است  ]11[ای  در  برای    كه  كلي  یک چارچوب 

زمينه،    این  دردیگر مرتبط  همقال. ه استدشپيشنهاد  DEA ای در مرزهای های حاشيهمحاسبه و تجزیه و تحليل نرخ

همکاران   اسميت ی  مقاله ت  ]12[و  ارتباط  به  كه  تجزیها است  و  غيرمستقيم  در ثيرات  تغييرات   DEA ناپذیر 

انجام.  اندپرداخته كارهای  ادامه  ميدر  این خصوص  در  ویليامزشده  مانند  محققاني  مقالات  به  همکاران   توان  و 

بزرگي و همکاران    ،]18[گوناواردنا  ،]17[، وانگ  ]15،16[همکاران سویوشي و    ،]14[همکاران  ، اوئلت و  ]13[

 ای را بر اساسرویکردی از نرخ حاشيه[،  21]تيموری و همکاران  اشاره كرد. امير  ، ]20[و همکاران  جلالت    ،]19[

از    ی اري مع  ي كردند كه در آنشانس معرف  تیبا محدود  یزیربر برنامه  يمبتن  يتصادفهای  مدل تحليل پوششي داده

عدم    یيهاشركتبرای      ه يحاش  یهانرخ با  هستند  داده  ت ي قطع كه  مواجه  ميها  قرار  بررسي  و    گيرد.مورد  وو 

این كه    ،]22[همکاران  بيان   دبا  انتشار  نها  نهیبرآورد هز،  ستي ن  گانیاغلب را  كربن   دي اكس  یكاهش    یي كاهش 
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دادند.  انتشار   قرار  بررسي  مورد  را  كربن  اكسيد  ب  نیادر  دی  ازچگون  ي بررس  ه مطالعه  استفاده    یها نهیگز  گي 

 شود.  پرداخته مي نهیبرآورد هز ن يتخمو  كربن  دي اكس  یدانتشار  یيكاهش نها برای مختلف

مقاله  حاشي   ، رو پيش   در  نرخ  ادغام  از  استفاده  ورودی ا ه با  در  كوچک  تغييرات  با  و  ی  ها 

جدید    به   ها، خروجي  روش  یک  حاشيه   در توسعه  نرخ  نقش  در تحليل  به  پردازیم  مي   DEA ای  و 

دقيق  ت   طور  و  پنهان  ارتباطات  تحليل  و  غيرمستقيم  ا تجزیه  دهيم ثيرات  مي  نشان  راستا .  را  این  ،  در 

مي  معرفي  دودویي  متغير  ت كه    كنيم یک  تحليل  و  تجزیه  در  قدرتمند  نرخ  ا ابزاری  نقش  ثيرات 

تغييرات حاشيه  و  را   ای  سيستم   آن  ارا در  مدیریتي  و  اقتصادی  مي ی های  مقاله،    روند در  .  دهد ه  این 

پيشين   مطالعات  و  تئوری  رویکردهای  داده از  پوششي  تحليل  در  سودآوری  تکنيک  جمله  ها  از 

تکنولوژی  سایر  ا  ب رو  پيش  رویکرد  تركيب  بهتر  يان  ب مي ها  برای  و    شود استفاده  اساسي  مفاهيم  تا 

حاشيه  نرخ  به  مربوط  شود پردا بهتر  ای  ارتباطات  ارا خته  با  همچنين،  یک  ی .  عملي  مثال ه  كاربرد   ،

 دهيم.  ثير تغييرات در یک واحد كارا نشان مي ا این روش را در تحليل ت 

 

 ای های حاشیهسودآوری و نرخ 2

روش  از  مختصر  مرور  یک  بخش،  این  نرخ در  و  سودآوری  حاشيه های  ارا های  مي ی ای  شود.  ه 

ين این دو موضوع مهم در چارچوب   سپس،   . پردازیم مي  DEA به ارتباط ب
 

 سودآوری  2-1

های توليدی است. قابل اعتماد برای ارزیابي عملکرد فعاليت  مقياسدر صنایع مختلف، سودآوری به عنوان یک   

بين  دليل در سطح  مورد  به همين  واحدها  عملکرد  ارزیابي  برای  مفيد  و  مقایسه  قابل  معيار  عنوان یک  به  المللي، 

مي قرار  بينش لذا  گيرد.  استفاده  سودآوری،  شركت  در   هایيمحاسبه  اقتصادی  شناسایي  وضعيت  امکان  و  ها 

 .سازد در طول چرخه كسب و كار را فراهم مي  ی مناسبروندها

  یي جز  یثير تغييرا كه ت  شودای تركيبي معرفي ميروش نرخ حاشيه  ابتدا  شده ،هیارا  برای بيان دقيق رویکرد

با    دهد. سپس نشان ميدر یک مرحله    ( را هاها )یا خروجيورودیدیگر    رویرا برورودی )یا خروجي(  در یک  

از سه  استفاده  مثال  تصميمو  بعدی  یک  واحدهای  حركت  سودآوری،  كارایي  مدل  مرز  طول  در    بيان گيری 

 شود. مي

,x)} تکنولوژی   y) R :     }m sT x can produce y+=   آن در  كه  بگيرید  نظر  در  بردار    xرا  یک 

)ورودی   , , )i m= 1     وy    یک بردار خروجي ( , , )r s= 1امکان   مجموعه  در  كه  كنيم  مي  است. فرض  

)} توليد به صورت   , ) : , , ,  }
n n n

j ij j rj j j

j j j

T x y x x y y   
= = =

=   =   
1 1 1

1 است كه در اصول   0

متغير  دسترسي مقياس  به  بازده  و  تحدب  قوی،  مي  (VRS)پذیری  /چند   كند.صدق  ورودی  چند  فضای  در 

  بردار   از  با استفاده  و  قرار دارند  Tهر دو روی مرز    (*x*, y)و بردار هدف    (x, y)بردار مشاهده شده  خروجي،  
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)    قيمت , , )sp p p= 1  خروجي بردار  )برای  , , )sy y y= 1  بردار )  هزینه  و  , , )mc c c= 1   برای

)ورودی  بردار   , , )mx x x= 1،    باهدف    نقطه  و  شدهمشاهده  نقطه  در اندازه كارایي تکنيکي  
*

( ) ( )
*

py py

cx cx
  

  :به صورت زیر است كسری نویسي برنامه  مساله بدین ترتيب .مي شود بيان

 

*

*
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                , ,
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j ij io

j
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j

py py
W Max

cxcx

s t

x x i m
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به    منظور   به  توليد  تركيب   سازی بهينه  هدف  كه در آن  T توليد  امکان  مجموعه   در  سود   حداكثر  رسيدن 

 : شودميتعریف زیر نسبت   بایي سود ا،  كار(*x*, y) بهينه جواب   آوردن دست به با است.

*

*

o o

o o
p

o

o

p y
c x

E
p y

c x

=  

*كه در آن   *,x y  و  (1)مقدار بهينه مساله,o ox y شده واحد تحت ارزیابي  بردار مشاهدهoDMU  .است 

از آنجا كه  
*

*
o o o

o o o

p y p y

c x c x
  وpE 0 ( دارد اگر و  profit efficientكارایي سود )  oDMUاست، لذا  1

pEتنها اگر  =1 . 

به چارنزبا  تبدیل  مساله  -كارگيری   عبارات  تمام  ضرب  و  tدر    (1)كوپر  R   تبدیل از  استفاده  و 

, ,x tx y ty t = = =
  شود: ریزی خطي زیر تبدیل ميبه مساله برنامه (1)مدل 
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. .
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كنيم   فرض  *اگر  * * *( , , , )t x y 
    مساله بهينه  جواب  این    (2)یک  به  توجه  با  t  كه  باشد  0  ،است

* * *

* * *
 , ,

x y
x y

t t t


= = =


 است.  (1)جواب بهينه مساله 

های بهبود مدیریتي  در واقع جهت oy و y* بين  اختلاف  همچنين   ،  oxو     x*بدیهي است كه اختلاف بين

 .تحليل شوند (1) مساله هایتوانند از طریق محدودیتهستند كه مي

 

   ایحاشیه های نرخ  2-2
اقتصاد   است كه جهت  یک موضوع بنيادی و گسترده    ایهای حاشيهنرخ،  ویژه در نظریه توليد، بهخرددر حوزه 

گيرد.  دیگر مورد تحقيق قرار ميهای  خروجي/ها  ورودیروی  خاص بر    ثير تغيير یک ورودی/خروجيامطالعه ت

ت  بهبادلاین  اقتصاد  در  نرخها  عنوان  به  معمول  حاشيهطور  ميهای  شناخته  نرخای  حاشيهشوند.  بهای    راساس ای 

  ، همگن   هایخروجي/هاورودی  تاثير  تحليل  و  تجزیهشوند.  ریاضيات،  روی مرز توليد بيان ميدر    يیمشتقات جز

  به   غيرهمگن  هایخروجي/ هاورودی  مطالعه   كه   حالي  در   شود، مي  شناخته   جایگزیني   ای   حاشيه   های  نرخ  عنوان   به

های تکنولوژی  طور مستقيم با درک ویژگيها بهبادل  بررسي این ت .شودمي ناميده  ای تبدیليحاشيه هاینرخ عنوان

 .و مرز توليد مرتبط است 

قطعه ماهيت خطي  دليل  دربه  توليد  مرز  مشتق  DEAای  یک  محاسبه  امکان  منحصربفرد،  نقطه  هر  پذیر در 

برای   م  رفعنيست.  نرخشکلاین  مفهوم  حاشيه،  و سمت چپ  های  راست  ترتيب    ای سمت  تعریف  به  اساس  بر 

جز چپیمشتق  سمت  و  راست  سمت  است  ي  شده  اگر  معرفي  اساس  این  بر  افزایش  .    ورودی/خروجيهدف 

. آیدبه دست ميای سمت راست حاشيه نرخ ي سمت راست یمشتق جزباشد،  با محاسبه  مرتبط  به مقدار كوچکي 

  ای سمت چپهای حاشيهنرخباشد    مرتبط به مقدار كوچکي  ورودی/خروجيهدف كاهش  اگر  ،  از طرف دیگر

  شود. ه ميمحاسب  آن ي متناسبیمشتق جز با 
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همکاران   و  نرخ    ]14[روزن  بين  رابطه  از  اوليه  حاشيهتوصيفي  جزهای  مشتقات  و  ارایای  كه  ی ي  دادند  ه 

 : توان آن را به شرح زیر خلاصه كردمي

)یک بردار ورودی/خروجي   jDMUدر حالت كلي فرض كنيد برای هر , )t
j j jz x y= مورد بررسي   −

)باشد كه در آن    ,..., )j j mjx x x= )و 1 ,..., )j j sjy y y=  است. 1

نقطه    .1  تعریف كنيد  )فرض  , )t
j j jz x y= حاشيه  − نرخ  باشد.  مرز  روی  توليد  مجموعه  از  نقطه  ای  یک 

 شود: ميبه صورت زیر تعریف  ozام در   kام به ورودی/خروجي jجایگزیني ورودی/خروجي 

( ) ( )( ) ( )
lim

, , , , , , , ,
( )

i o jo m s o i o jo m s oi
ij o o

hj

z z z h z z z z zz
MR

z h+

+ ++ +

→
=

+ −



zz
1 1

0

 

( ) ( )( ) ( )
lim

, , , , , , , ,
( )

i o jo m s o i o jo m s oi
ij o o

hj

z z z h z z z z zz
MR

z h−

+ +− −

→
=

− −



zz
1 1

0

 

ای سمت راست  های حاشيهي سمت راست و سمت چپ در یک نقطه خاص به ترتيب نرخیبنابراین، مشتقات جز

ای برای محاسبه  یک روش چهار مرحله    ]2[و همکاران  . آسميلد  و سمت چپ مربوط به آن نقطه متناظر هستند

معرفي كردند. این  ozدر نقطه مرزی ام   k ورودی/خروجيه  ام ب j ورودی/خروجيای جایگزیني  های حاشيهنرخ

 . فرآیند به شرح زیر است

  دانتخاب كني ام  k ورودی/خروجيبرای  h ک افزایش كوچک. ی1

* زیر را حل كنيد و مقدار ریزی خطيله برنامهامس.  2
joz دست آوریدرا به : 

 
*

*
,

. .

( , , , , , , )

jo

o ko jo m s o

Max z

s t

z z z z T+ 1

 

 شود: . نرخ حاشيه ای جایگریني سمت راست از رابطه زیر محاسبه مي3

*

( )
jo jo

jk o

z z
MR z

h

+
−

=  

 شود. ای جایگریني سمت چپ محاسبه ميشود و نرخ حاشيهتکرار مي  h–برای  (3( و )2). مراحل 4

  مستلزم   فرآیند  این   شد،  مشاهده    ]2[همکاران  و  آسميلد  توسط  پيشنهادشده  روش  در  كه  طورهمان

  دیگر های     ورودی/خروجي   در   تغييرات   به   نسبت  شده  انتخاب ورودی/خروجي   یک   در  تغييرات    گيریاندازه

 .شودمي تعيين  مدیر توسط كه است

  اساس   بر كه  یي اواحدهای كار برای را مدل  و كنيم مي معرفي جدید  ایحاشيه نرخ مدل یک بعدی بخش در

  تضمين  را  واحد  سودآوری   كه  است  بهينه   خروجي  یک   تعيين   هدف .  كنيممي  اجرا   اند،مشخص شده  (2)  مدل

 .دهدمي افزایش   را آنها با مرتبط كارایي و  خاص خروجي توليد فرآیندهای شناسایي  رویکرد این  . كندمي
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 ای مختلطهای حاشیهنرخ  3

تغيير كه  یک    یهنگامي  در    ،شودمي  جاد یا  ورودی/خروجيدر  لازم  تغييرات  شناسایي  هدف 

با     ی هاورودی/خروجي حفظ  تضمين  دیگر  و  توليد  بودن  كلاسيک    .است  تکنيکي كارایي  شدني  مدل  در 

تغيير كوچک  ایهای حاشيهنرخ اثر یک  از ورودی،  باید روی  هر یک  یا خروجي  و  بر روی یک ورودی  ها 

ای  های حاشيهمدل نرخ  ه یهای دیگر در مراحل مختلف مورد بررسي قرار گيرد. هدف تحقيق پيش رو اراخروجي

استمختلط جزاتتا    ای  تغيير  یک  یثير  راي  مرحله های  ورودی/خروجيبر    ورودی/خروجي  یک  در  دیگر 

این    مشخص نيست  بدین ترتيب لازم  قابل مشاهده است.  متغير دودویي در یک مرحله  به كمک  تاثير  این  كند. 

 تاثير برای هر شاخص جداگانه بررسي شود.  

i  با اندیس   Iمجموعه ورودی   I  مجموعه خروجي ،O  با اندیسr O     و مجموعهJ    /را برای ورودی

jبا اندیسjDMUممکن  های خروجي J .مشاهداترا در نظر بگيریدijxوrjy  ی سطح ورود بي به ترتi   ام

و نرخ است  jDMUم واحد  اK   ورودی koxهمچنينرا نشان مي دهد.   jDMU  ام از واحد jي سطح خروج و 

ميزان tyد. متغير شويم داده  محاسبه تغييرات در این واحدها نشان    با توجه به   سودآور  یاكار  یای واحدهاحاشيه

و   ميرا    jDMU  واحدام    t  بهترین خروجي  حداكثر  نشان  تعيين  برای حفظ سودآوری  مدل  توسط  كه  دهد، 

t شاخصمقادیر اختصاص داده شده به  شود. علاوه بر این،  مي O و شاخص r همچنين، متغيریکسان هستند . 

 j است. وزنيدر مدل ضرایب   

تک  همان تک  روی  بر  شاخص  یک  جزیي  تغيير  اثر  ای  حاشيه  های  نرخ  محاسبه  در  شد  بيان  كه  طور 

گيرد. در رویکرد پيش رو بدون این كه بررسي تغييرات  های دیگر به طور جداگانه مورد بررسي قرار ميشاخص

متغير   ضربشود. این انتخاب از  مشخص مي  )ty(شاخص خروجي  هترین بها نياز باشد  روی تک تک خروجي

) tyدر    )t( دودویي مدل  سوم  قيد  در  كه  آید  مي  دست  است.  3به  شده  آورده  رویکرد  (  به  توجه  با 

 .استزیر به صورت مدل  (( و رویکرد بيان شده،1سودآوری )مدل )
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oام واحد تحت ارزیابي    kایش جزیي برای ورودی  زیک اف  hكه در آن   
DMU است كه در قيد اول قابل

)ها مساوی یک و بقيه  tاز آنجا كه فقط یکي از    مشاهده است. )t t l   ،ي خروج  کیتنها    ن ی بنابراصفر هستند  

 tو به همين علت سمت راست قيد سوم و چهارم در    ابدی  يكاهش م  ا ی  ش یافزا  ي ابیهر واحد تحت ارز  یبرا

به تغييراتي كه در ورودی و خروجي براساس محدودیت های مدل ایجاد شده است    ضرب شده است. با توجه 

( بر اساس مدل سودآوری  بيان شد.   1تابع هدف  تعيين مي    t  واحد،  یحفظ سودآور  یبرا  گر،یعبارت د   به( 

 . است مشهود( 3)در مدل   راتييتغ  ن ی ا بي با ترك  یحداكثر سودآورحداكثر شود. tyكند كه كدام 

*این مدل با تبدیل    است. ي خطري غ مدل کی( 3)كه مدل  دي توجه داشته باش
t t ty y ي تبدیل  خط به  مدل=

 شود. مي
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دودویي   متغير  به  توجه  كه    tبا  است  )   بدیهي  ) = 0r r tوقتي    همچنين   .استt آنگاه  1=  ،*
t ty y=

           .شودياستفاده مدر مدل ( 5)ودياز ق  این امر از تحقق   یبرا. است

*

* *
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 را داریم.( 6) يخط  یزیله برنامه رامس (6)در مدل  (5)  با جایگذاری قيود
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 شود. يم ن ييتعty  نه ي( مقدار به6)  يخط  یزیله برنامه رابا حل مس

جدید    .  1  قضيه خروجي  )*ورودی/  , , , , , , , , )o ko mo o t sox x h x y y y+1 از    1
o

DMU   مرز روی 

 كارایي قرار دارد. 

z*فرض خلف. فرض كنيد  اثبات. 1  از آنجا كه .*z( است، پس4جواب بهينه مدل ) 

*

 

 

                   

n

j kj ko

j

n

j ij io

j

n

j tj t

j

n

j rj t ro

j

x x h

x x

y y

y y







 

=

=

=

=


= +





=




=


 =











1

1

1

1

 

 [
 D

O
I:

 1
0.

71
77

3/
ja

m
lu

-2
02

4-
1-

22
24

 ]
 

 [
 D

ow
nl

oa
de

d 
fr

om
 ja

m
lu

.li
au

.a
c.

ir
 o

n 
20

25
-1

2-
06

 ]
 

                            10 / 15

http://dx.doi.org/10.71773/jamlu-2024-1-2224
https://jamlu.liau.ac.ir/article-1-2224-en.html


 101 -115 (1403) 82 ،ی آنكاربردهادر عمليات  در  تحقيق مجله

111 

مدل   برای  شدني  جواب  هدف  است.    (4)یک  كه  آنجایي  كردن  از  تغيير  حداكثر  یک  به  نسبت  هدف  تابع 

 . روشن است كه داریمرا      )ty(  قدار ممکن خروجي مورد نظرحداكثر م   ، استكوچک در یک ورودی خاص  

 *
t ty y با این تناقض، اثبات كامل استاست (4)بهينه مقدار و . . 

 

 مثال عددی  4

. این واحدها  شوده ميیارا (DMUs) گيریشده در این مقاله، مثالي با شش واحد تصميمهیروش ارا ي رای اثربخشب

)  و دو خروجيc1  با عامل هزینه  x1یک ورودی   , )y y1 )  عوامل سودا  ب  2 , )p p1 يات این  یمشخص دارند. جز  2

با استفاده از مدل    ایي كار  نمرهو  ی  ري گميتصم  یواحدها آمده   1  در جدول،  اندمحاسبه شده  (2)متناظر آنها كه 

واحدهای سودآور با استفاده از روش  .  دهدها را نشان ميدادهاز  توليد این مجموعه    امکان  مجموعه  1  است. شکل

 . مشخص شده استط، لت ای مخنرخ حاشيه

واحدهای  1  و جدول  1  طور كه در شکلهمان است،  داده شده  در   F و   B  ،D  ،E نشان  سودآور هستند 

، باید مقدار كوچکي  ه شده در این مقالهیاراسودآور نيستند. برای استفاده از روش   C و   A حالي كه واحدهای

جزیي   تغيير  كه  را  hبرای  كنيد  فرض  كنيم.  با h انتخاب  شکل    5/0  برابر  در  مرز   1  باشد.  روی  حركت 

مورد نياز    تلط ای مخهای حاشيهنرخ  در آن  كه   شودداده مينشان     E و B در نقاط   )فلش ها(   هاپيکانبا  ی  تکنولوژ

 .د كرمشاهده توان نيز ميرا 

مقدار   به  ورودی  افزایش  با  را  خروجي  تغييرات  عنوان  5/0ابتدا  به  كنيم.  بررسي  سودآور  واحدهای  برای 

واحد  به    BDMU  مثال،  نياز  برای حفظ سودآوری  واحد  این  كه  است  مشخص  به وضوح  بگيرید.  نظر  در  را 

توانند  ميy2و  y1نشان داده شده است، هر دو خروجي    1  طور كه در شکل هدایت روی مرز كارایي دارد. همان

مختلف   در جهت  مي  حركت B2و   B1دو  مشاهده  به  كنند.  نسبت  اول  خروجي  در  بيشتر  افزایش  با  كه  شود 

جدی موقعيت  دوم،  واحدخروجي  این  روی      B*(   5/1  ,0625/3  ,8)  د  قرار     BDEF كننده  تکيهصفحه  ابربر 

دوم واحد  پذیر است. خروجي  نيز امکان F و   D  ،E گيرد. به طریق مشابه، این تغيير برای سه واحد دیگر یعني مي

D  ،  4  ( 5/2  ,10  ,5)و به موقعيت جدید    یابدواحد كاهش مي* D   احدهای ودر حالي كه موقعيت جدید    رسد.مي 

 E  وF  ، ( 5/3 ,10 ,6)يب به ترت  این واحدهای  هاخروجيبدون هيچ تغييری در* E  ( 5/5 ,3 ,12) و* F  است. 

یابد.  مي  كاهش   5/0ورودی به مقدار   در آن  كه    گيریم را در نظر مي  حالتي  ای نرخ حاشيه  بررسي در ادامه 

با كاهش ورودی شود  دیده مي    1  كه در شکلطور  را در نظر بگيرید. همان   EDMUبرای این تجزیه و تحليل،

واحد وجود  این   برای تغييرات در دو خروجي     E,  (E( ممکن بهبود  دو جهت    ،واحد  5/2  مقدار    به   3  مقدار  از

باید خروجي دوم خود را از   E ها حركت كند. برای حفظ سودآوری، واحدتواند در یکي از این جهتمي  و  دارد

  SEDNTتکيه كنندهبر روی صفحه      E**(  5/2  ,10  ,5) كاهش دهد. این حركت منجر به موقعيت جدید  5به    6

این مورد همچنين برای واحدهایمي نيز قابل اعمال است و موجب شده است كه موقعيت جدید  F و D شود. 

 ای در نقطه. مهم است كه توجه كنيم نرخ حاشيهباشد   F ** (  5/4 ,3 ,43/11) و D**( 5/1 ,6 ,4)   آنها به ترتيب
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B   نشده است زیرا مقدار كاهش  تعریف  این  این واحد  5/0)ورودیبا  تکنولوژی    داخل  در همچنان  تواند  نمي(، 

 .نشان داده شده است  2 در جدول نهایي نتایج  .قرار گيرد

 
 ها مجموعه داده  .1 جدول 

 
 

 كرد: فیتعر  ریتوان به صورت زيشده را ماصلاح یبه ورود دي نسبت تول ،ایحاشيه یوربر اساس مفهوم بهره
*

BMR(DMU )
y y y

x h

 −
= = =


1 1 3 /0625 -2
0/ 5

= 2 /125  

*

EMR(DMU )
y y y

x h

 −
= = =


1 2 5 - 6
-0/ 5

= 2  

دهد كه افزایش یا كاهش یک متغير ورودی منجر به  از آنجایي كه مقدار گرادیان مثبت است، این نشان مي

 .مشخص است 2 شود. این رابطه از جدولافزایش یا كاهش متناظر در متغير دیگری مي

 
 ها نتيجه داده  .2 جدول

 

 [
 D

O
I:

 1
0.

71
77

3/
ja

m
lu

-2
02

4-
1-

22
24

 ]
 

 [
 D

ow
nl

oa
de

d 
fr

om
 ja

m
lu

.li
au

.a
c.

ir
 o

n 
20

25
-1

2-
06

 ]
 

                            12 / 15

http://dx.doi.org/10.71773/jamlu-2024-1-2224
https://jamlu.liau.ac.ir/article-1-2224-en.html


 101 -115 (1403) 82 ،ی آنكاربردهادر عمليات  در  تحقيق مجله

113 

 
 جهت حركت واحدها  .1شکل 

 

 گیری نتیجه 5

یک   مقاله،  این  ارزش برنامه مدل  در  محاسبه  برای  خطي  حاشيه ریزی  نرخ  مرزهای  های  در  ای 

يد  مي ی را ا    DEAتول برای  های حاشيه نرخ   شده، ه ی ارا   روش در  شود.  ه  مناسب  تعيين خروجي  با  ای 

تعد  طریق  از  كاهش  یا  تقریب    ل ی افزایش  مي كوچک  ا  شود زده  ب كار  این  تابع  حداكثر .  كردن 

انتخاب  و  مقدار   حداكثر   هدف  اساس  بر  مناسب  مي   ل ی تعد  خروجي  انجام  سهم  كوچک  شود. 

معرف   ن ی ا   ي اصل  از    ی کرد ی رو   ي مقاله،  استفاده  با  كه  دودویي   ک ی است  ت متغير  ير  ا ،  یک  ث تغيير 

از مرحله    ک ی ها در  خروجي   ها/ ورودی   بر سایر ورودی/خروجي   این    قابل مشاهده است. همچنين 

نرخ   برای   توان مي   رویکرد  حاشيه محاسبه  هر   مختلف   ای های  كرد   در  استفاده  مرز  از    . تکنولوژی 

يان   ی برا ی  سودآور  عمل   ب تکنيک حاشيه نرخ    تركيب    کرد ی رو   ي كاربرد  با  در  ای  كارایي  های 

داده  پوششي  است.   ها تحليل  شده  انجام   استفاده  موردی  مي مثال  مقاله،  این  در  كاربرد  شده  تواند 

توسعه  ت عملي روش  تحليل  در  را  نشان  ا یافته  واحد كارا  در یک  دیگر  بر شاخص  ثير یک شاخص 

راهنمایي دهد  از  مقاله  این  پژوهش .  تجارب  و  بهره   های ها  جدید  گذشته  مسير  یک  و  گيری كرده 

ت  تحليل  زمينه  در  آینده  تحقيقات  ير ا برای  تغييرات   ث در   در  مي را    DEA كوچک  در    كند. معرفي 

یافتن توا ي م   کرد ی رو   این  از   مطالعات آتي  ،  DEAمختلف    ی ها ی در فناور   ي خروج   ن ی بهتر   ن برای 

ورودی دسته  مجموعه   بندی  صورت  به  مجموعه )خروجي(ها  تغيير  و  متمایز  از  های  خاص  ای 

مجموعه   )خروجي(ها   ورودی  روی  ورودی بر  از  دیگر  نمود )خروجي(ها    ای  همچنين    . استفاده 
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روش  با  رویکرد  این  كه ازتركيب  جایي  در  تصادفي  تغييرپذیری  کرد ی رو   های  به  قطعي  های 

كرد. ورودی  استفاده  هستند  حساس  نهایت   ها  بهبود    ها پژوهش این    از   كه   است   اميد   در  منظور  به 

تحليل  بهره افزایش كارایي سازمان در روند  ها،  دقت  و  ا ها  و    ستفاده وری  پيشرفت علمي  به  و  شود 

 . عملي در این حوزه كمک كند 
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