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 هفهومبا استفاده از  یخاکستر صیل تخصیحل هسارویکردی جذیذ در 

 یاعذاد خاکستر یبنذ رتبهعولگرها و 

 
   2ییسلوکلا یشیدرو داود ،*1یافق پور ذیفر

 ایزاى تْزاى، ًَر، پيبم داًؾگبُ كبرثزدی، ریبضي دكتزی -1

 ریبضي، داًؾگبُ پيبم ًَر، تْزاى، ایزاى گزٍُ ،داًؾيبر-2

 

 1402 ؽْزیَر 15هقبلِ:  ذيرع

 1402دی  21 هقبلِ: زػیپذ

 

 چکیذه 

 هَخوَد  تيقغؼ ػذم ثِ تَخِ ثب. ثبؽذ يه يخغ ـيتخق هغبلِ ،يخغ یشیر ثزًبهِ هغبیل در یكبرثزد یّب هذل يیتز هْن اس

ُ  تَاى يًو خْبى، يٍاقؼ هغبیل اعلاػبت ٍ ّب دادُ در ِ یّش ظیهوبتز  در قيو دق یّوب  دادُ اس ّووَار ِ  ٌو  يخغو  ـيتخقو  هغوبل

ِ یّش ظیهوبتز  قيًوبدق  یّب دادُ ؼیًوب یثزا يػول یّب تيهَقؼ در اٍقبت يگبّ يیثٌبثزا. كزد اعتفبدُ ِ  ٌو  اس ـيتخقو  هغوبل

ِ  حول  یثوزا  هؼووَل  یّب‌رٍػ اس يکی. ؽَد يه اعتفبدُ( یخبكغتز اػذاد) یخبكغتز یّب غتنيع ِیًظز  ثوب  ـيتخقو  هغوبل

ِ  ٍاضو   هؼوبدل  هوذل  کی تٌْب یذعبسيعف کيتکٌ چَى. ثبؽذ يه یخبكغتز اػذاد یذعبسيعف ،یخبكغتز یپبراهتزّب  ارایو

 در ّوب،  يكبعت يیا یثزا. كٌذ حفظ را تيقغؼ ػذم یّب يضگیٍ تَاًذ يًو رٍػ يیا اس آهذُ دعت ثِ خَاة يیثٌبثزا. كٌذ يه

 یثوزا . اعت ؽذُ يهؼزف یخبكغتز ظيهح در ـيتخق هغبلِ حل یثزا(  یذعبسيعف ثذٍى) نيهغتق کزدیرٍ کی هقبلِ، يیا

 ثْجوَد  هَخت كِ اعت ؽذُ ارایِ یا ثبسُ یخبكغتز اػذاد یثزا ذیخذ تفبضل رٍػ کی ٍ یثٌذ رتجِ رٍػ کی هٌظَر، يیا

 ذيو تبك. ؽَد يه ارایِ یؾٌْبديپ رٍػ یيكبرا دادى ًؾبى یثزا هثبل کی بى،یپب در. ؽَد يه هحبعجبت حدن كبّؼ ٍ خَاة

ُ  یؾوٌْبد يپ کوزد یرٍ اس توَاى  يه ؽَد فزهَلِ یخبكغتز ظيهح در يخغ یشیر ثزًبهِ هذل کی كِ سهبى ّز ؽَد، يه  اعوتفبد

 .  كزد

 

 .یخبكغتز یثٌذ رتجِ ٌِ،یّش ظیهبتز ،يخغ یشیر ثزًبهِ ،یخبكغتز ػذد ـ،يتخق :کلوات کلیذی

 

 

 هقذهه  1

ثبؽذ. ایي هذل حبلت خبفي اس هغبلِ حول ٍ  ریشی خغي هي ّبی ثزًبهِ هذلتزیي  هغبلِ تخقيـ یکي اس هتذاٍل

ثبؽذ. هذل حول ٍ ًقلي كِ ّوَارُ تؼذاد تقبضبی آى )هقذار ّز عتَى( یک ٍاحذ ٍ تؼذاد ػزضِ آى  ًقل هي

ـ را در قبلت یک تبثلَی حول ٍ )هقذار ّز عغز( ًيش یک ٍاحذ خَاّذ ثَد. ثِ ػجبرت دیگز، اگز هذل تخقي

                                                           
 دار هکبتجبتػْذُ*‌

‌f_pourofoghi@pnu.ac.ir آدرط الکتزًٍيکي:
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هققذ اعت كِ عتَى ػزضِ ٍ عغز تقبضبی آى دارای هقبدیز  nهجذا ٍ  mدّين، تبثلَی تخقيـ دارای  ارایًِقل 

تزیي تخقيـ ثزای حذاقل كزدى ّشیٌِ یب حذاكثز كزدى عَد  اعت.  ایي هذل در فذد یبفتي هٌبعت 1هغبٍی 

ؽغل،  nفزد ثِ  nدًيبی ٍاقؼي هبًٌذ تخقيـ  هغبیلثزای حل  . اهزٍسُ اس هغبلِ تخقيـ[1]ثبؽذ  كل هي

[. در ایي 2ؽَد] پيوبًکبر ٍ غيزُ اعتفبدُ هي nپزٍصُ ثِ  nهبؽيي تَليذی ٍ تخقيـ  nهتقذی ثِ  nتخقيـ 

ؽَد.  ًؾبى دادُ هي ijxهتغيز تقوين هزثَط ثِ ّز خبًِ ثبٍ  ijcهغبلِ ّشیٌِ تخقيـ ّز خبًِ ثِ فَرت 

اس ًَع ّشیٌِ، سهبى ٍ هغبفت اعت. هذل تخقيـ دارای كبرثزدّبی هتؼذدی اعت كِ اس آى خولِ  ijcپبراهتزّبی

اتَهجيل،  nراًٌذُ ثِ  nهبؽيي تَليذی، تخقيـ  nهتقذی ثِ  nؽغل، تخقيـ  nفزد ثِ  nتَاى ثِ تخقيـ  هي

ّبی اعبعي هذل  پيوبًکبر اؽبرُ كزد. اس ٍیضگي nپزٍصُ ثِ  nثيوبرعتبى ٍ ٍاگذاری  nتين پشؽکي ثِ  nتخقيـ 

ّب، ثيبى  ّبی تبثلَی تخقيـ، یک ثِ یک ثَدى حبلت تخقيـ تخقيـ هحذٍد ثَدى تؼذاد عغزّب ٍ عتَى

هغبفت ٍ ثيبى ّذف هغبلِ تخقيـ ثِ فَرت ّبیي هبًٌذ ّشیٌِ، عَد یب سیبى،  ًتيدِ ّز هغبلِ تخقيـ در قبلت

 توبم كِ اعت ایي ثز فزك كلاعيک، هغبلِ تخقيـ ثبؽذ. در حذاقل كزدى ّشیٌِ یب حذاكثز كزدى عَد كل هي

ّبی هختلفي ثزای پيذا كزدى خَاة هغبلِ  رٍػ. ّغتٌذ ثبثت ارسػ دارای هغبلِ تخقيـ ثِ هزثَط پبراهتزّبی

[ 5] ػقجي ؽجکِ ،[4] هدبرعتبًي الگَریتن ،[3]خغي ریشی ثزًبهِ  تَاى ثِ، الگَریتن هيرٍد كِ  كبر هيِ‌تخقيـ ث

 تخقيـ هغبیل هختلف اًَاع حل ثزای را هختلفي ّبی رٍػ پضٍّؾگزاى. اؽبرُ كزد[ 6]صًتيک الگَریتن ٍ

[ 8]2آلذٍط ٍ كزد هؼزفي را گلَگبُ هؾکلات اس هدبًجي رفتبر یک[ 7]1آلجزچز سهيٌِ، ایي در. اًذ كزدُ پيؾٌْبد

 تخقيـ هختلف رٍیکزدّبی پضٍّؾگزاى اس ثغيبری. كزد هغبلؼِ تقبدفي تخقيـ لِبهغ در را رفتبر هدبًجي

 تَعؼِ غيزخغي تخقيـ هغبیل هَرد در را تحقيقبتي 3پيتغَليظ ٍ پبردالظ[. 9]اًذ كزدُ ثزرعي را دٍم درخِ

آهبری دقيق ٍ كبهل در هحل هٌبعت، هَقؼيت هؾخـ، گيزی فحي  ثبیذ اعلاػبت  ثِ هٌظَر تقوين [.10]دادًذ

سهبى لاسم ٍ هَضَع هؼيٌي در دعتزط ثبؽذ. اس آًدبیي كِ هوکي اعت اعلاػبت در سًذگي ٍاقؼي دقيق ٍ كبهل 

ّبی  ّب، رٍػ ّبی ًبدقيق اعت. ثزای هَاخِْ ثب ػذم قغؼيت ًجبؽٌذ، لذا ًيبس ثِ تؼوين هغبلِ تخقيـ ثزای دادُ

 تخقيـ هغبلِ اخيزاً، اًذ. ای، فبسی، آهبر ٍ احتوبل ٍ تقبدفي تَعؼِ دادُ ؽذُ اعتفبدُ اػذاد ثبسُ هختلفي اس خولِ

 ٍاقؼي، سًذگي ّبی هَقؼيت در قغؼيت ػذم گزفتي ًظز در ثزای ثٌبثزایي، اعت. ؽذُ رایح ثغيبر فبسی یبفتِ تؼوين

ای تؼذاد خجزگبى ٍ عغ  تدزثِ كن  در هغبلِ اهب اگز [.11] دارًذ ثيؾتزی عَد ٍاض  ّبی دادُ اس فبسی ّبی دادُ

ّبی فبسی  ی عيغتن تَاى اس ًظزیِ ثبؽذ ثِ ًحَی كِ ًتَاى تَاثغ ػضَیت را اعتخزاج كزد، در ایي فَرت ًوي

 پزٍفغَر قغؼيت، ػذم ًوبیؼ ثزای هتفبٍت هذل یک ػٌَاى ثِ ّبیي؛  اعتفبدُ كزد. ثزای هقبثلِ ثب چٌيي هَقؼيت

 هغبلؼِ ثز خبكغتزی ّبی عيغتن ًظزیِ[. 13،12] كزد پيؾٌْبد 1982 عبل در را خبكغتزی ّبی عيغتن ًظزیِ 4دًگ

 ثِ هزثَط هَضَػبت كِ دارد توزكش ًبؽٌبختِ ٍ ؽذُ ؽٌبختِ يخشی اعلاػبت ثب ًبهغوئٌي ّبی عيغتن چٌيي

اعتفبدُ ًظزیِ عيغتن  [.14] ؽَد هي گزفتِ ًظز در آى تحقيقبتي هَضَػبت ػٌَاى ثِ ضؼيف اعلاػبت ّبی‌ٍیضگي

                                                           
1Albrecher  
2 Aldous 
3 Pardalos and Pitsoulis 
4 Deng 
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ّبی ًبدقيق در اختيبر تقوين گيزًذگبى قزار  خبكغتزی، رٍیکزدی خذیذ ثزای حل هغبلِ تخقيـ ثزای دادُ

ثب پبراهتزّبی  خغي تخقيـ هذل خغي، هغبلِ تخقيـ ثب خبكغتزی ّبی عيغتن ًظزیِ تزكيت دّذ. ثب هي

كِ  ّبی رٍػ. داد ًؾبى خبكغتزی تخقيـ هغبلِ حل ثزای را ّبیي رٍػ[ 15] ثبی. ؽَد هي ایدبد خبكغتزی

هجٌبی آى عفيذعبسی اػذاد خبكغتزی ثَد. در ایي رٍػ هغبلِ تخقيـ خبكغتزی ثِ یک هغبلِ ثب پبراهتزّبی  

 ثزای رٍ، ایي اس تَاًذ ثِ ػٌَاى خَاثي هٌبعت ثزای حبلت ًبدقيق در ًظز گزفتِ ؽَد. لذا ًوي ؛ؽَد دقيق تجذیل هي

یک رٍیکزد هغتقين )ثذٍى عفيذعبسی(   ایي هقبلِ، در گزفت، قزار ثحث هَرد ثبلا در كِ ؽکبریآ كبعتي ثز غلجِ

ثٌذی ٍ یک  هٌظَر، یک رٍػ رتجِ ثزای حل هغبلِ تخقيـ در هحيظ خبكغتزی هؼزفي ؽذُ اعت. ثزای ایي

حدن ْجَد خَاة ٍ كبّؼ ؽذُ اعت كِ هَخت ث ارایِای  رٍػ تفبضل خذیذ ثزای اػذاد خبكغتزی ثبسُ

 ؽَد.‌هحبعجبت هي

 در كِ خبكغتزی، ّبی عيغتن ًظزیِ ثزای لاسم تؼبریف. اعت ؽذُ عبسهبًذّي سیز ؽزح ثِ هقبلِ اداهِ

 آٍردُ 3ثخؼ در خبكغتزی تخقيـ هغبلِ تؼزیف. اعت ؽذُ ارایِ 2 ثخؼ در اعت، ًيبس هَرد ثؼذی ّبی ثخؼ

آى ٍ  ثِ هزثَط هغبیل تفبضل اػذاد خبكغتزی ٍ ثٌذی اػذاد خبكغتزی، پيؾٌْبدی ثزای رتجِ رٍیکزد اعت. ؽذُ

 در. اعت ؽذُ آٍردُ 4 ثخؼ در رٍیکزد پيؾٌْبدی اعبط ثز خبكغتزی تخقيـ هغبلِ حل ثزای الگَریتن یک

 ًْبیت، در. اعت ٍ ًتيدِ ثب رٍػ عفيذعبسی هقبیغِ ؽذُ ؽذُ حل پيؾٌْبدی رٍػ ثب ػذدی هثبل یک ،5 ثخؼ

 اعت. گيزی ًتيدِ ؽبهل 6 ثخؼ

 

 نظریه سیستن خاکستری 2

 ّبی رٍػ ٍ ّب ًظزیِ ٍ ثَدُ خذاة ػلوي هَضَػبت اس یکي ّب عيغتن در رفتبر قغؼيت هَخَد ػذم حل ٍ فقل

 تزیي هْن اس یکي خبكغتزی ّبی عيغتن ًظزیِ. اًذ ؽذُ دادُ تَعؼِ غيزقغؼي ّبی عيغتن هغبلؼِ ثزای هتٌَػي

 ثزای خذیذ رٍؽي ًظزیِ، ایي. ؽَد هي هحغَة ًبدقيق اعلاػبت اس اعتفبدُ چگًَگي سهيٌِ در ػلوي دعتبٍردّبی

 عيغتن ًظزیِ .دارًذ ثبلایي دقت ػذم هحذٍد، اعلاػبت ٍ اًذک ّبی دادُ دليل ثِ كِ اعت يهغبیل هغبلؼِ

 ایي در[. 24، 23، 22، 21، 20، 19، 18، 17، 16] اعت كزدُ خلت خَد ثِ را ثغيبری پضٍّؾگزاى خبكغتزی

 خبكغتزی، عيغتن تحليل ٍ هغبلؼِ ثزای ًيبس هَرد هفبّين ٍ تؼبریف اس ثزخي هَرد در هختقز عَر ثِ ثخؼ،

 خَاّذ ؽذ. ثحث

َػبتي كِ داهٌِ هؾخـ ٍ هبّيت كِ ثزای هغبلؼِ هَض اعت ػذدی ای، خبكغتزی ثبسُ ػذد: 1-2تعریف 

 . [24ًيغت ] هؾخـ آى در داهٌِ دقيق هقذار قغؼي دارًذ توزكش دارد یؼٌي،غيز

   , ,x x x x t x x x       
 

ای ؽذُ ػذد خبكغتزی ثبسُعفيذ: 2-2تعریف  ,x x x  ثب ًوبدx̂  ًوبیؼ دادُ ؽذُ ٍ ثِ فَرت سیز

 [:24ؽَد ] هحبعجِ هي

   ˆ ,x x x      1 0,1 
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 ؽَد. ؽذُ ٍسًي ّوگي گفتِ هيكِ ثِ آى عفيذ 

 گيزد. اگز  ٍسًي اعت كِ ثزای عفيذ كزدى ػذد خبكغتزی، هَرد اعتفبدُ قزار هي 
1
2

ثبؽذ، ثِ هقبدیز  

ای پبیيي ٍ ثبلای ثبسُ ٍسى ثزاثز دادُ ؽذُ ٍ ًتيدِ حبفل، عفيذ ؽذُ ػذد خبكغتزی ثبسُ ,x x x  ثبؽذ،  هي

 ای خبكغتزی ثبسُ ػذد هزكشكِ ثِ آى  ,x x x  ؽَد.  گفتِ هي 

ˆ
x x

x


 
2

 

 

ػذد خبكغتزی :3-2تعریف ,x x x  ًبهين، ّزگبُ داؽتِ ثبؽين:  را هثجت هيx̂  0  

ای ًبهٌفي  ػذد خبكغتزی ثبسُتَاًذ ثِ فَرت هدوَع دٍ  ًبهٌفي هيای  ّز ػذد خبكغتزی ثبسُ: 1-2قضیه 

 [.25تز یب هغبٍی خَدػ ًَؽتِ ؽَد ] كَچک

   ˆ ˆ ˆ, , , [ , ], , , ,x x x x y y y y z z z z            0 0 0 
 

 :ثِ عَری كِ

   , [ , ] ,x x y y z z  . 

 

 هساله تخصیص خاکستری 3

خبیي كِ هوکي اعت اعلاػبت در سًذگي ٍاقؼي دقيق ٍ كبهل ًجبؽٌذ، لذا ًيبس ثِ تؼوين هغبلِ تخقيـ  اس آى

حذاقل كزدى ّشیٌِ یب حذاكثز كزدى عَد  هٌظَر ثِ ٍاقؼي، هذل یک عبختي ثزایّبی ًبدقيق دارین.  ثزای دادُ

 اعت هؼٌي ثذاى پبراهتزّب در هَخَد دقت ػذم. اعت تز هٌبعت غيزقغؼي پبراهتز ثب تخقيـ هغبیلاس اعتفبدُ كل،

 عَر ثِ اعتفبدُ هَرد هذل ًبقـ، اعلاػبت ثب حتي حبل، ایي ثب. ًيغت كبهل پبراهتزّب ایي ثِ هزثَط اعلاػبت كِ

 خبكغتزی تخقيـ هغبیل اس اعتفبدُ ثٌبثزایي،. اعت پبراهتزّب ثزای خبكغتزی هقذار یک ارایِ ثِ قبدر هؼوَل

 ،15 ،2]تؼبریف ٍ هفبّين اعتفبدُ ؽذُ در ایي ثخؼ اس  .اعت تز هٌبعت ٍاقؼي دًيبی هغبیل حل ٍ عبسی هذل ثزای

 .ؽَد هي دادُ ًوبیؼ 1ثِ فَرت  خذٍل  خبكغتزی تخقيـ هغبلِ  ثبؽذ. هي [28 ،27، 26
 هبتزیظ ّشیٌِ هغبلِ تخقيـ خبكغتزی .1جذول 

 هقبفذ

 هجبدی
1 2 … j … n ِػزض 

1 c11  c12  … jc1  … nc1  1 

2 c21  c22  … jc2  … nc2  1 

…
 

…
 

…
 

…
 

…
 

…
 

…
 

  

…
 

i
 

ic 1  ic 2  … ijc  … inc  1 

…
 

…
 

…
 

…
 

…
 

…
 

…
 

  …
 

m
 

nc 1  nc 2  … njc  … nnc  1 

  1 … 1 … 1 1 تقبضب
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 ؽَد: يه ارایِ زیثِ ؽزح س یخبكغتز تخقيـلِ بهغ يبضیهذل ر

. .

, ,

n n

G ij ij

i j

n

ij

j

m

ij

i

ij

Min Z c x

    s t     x ,    i m    

          x ,    j n

           x or   i , m j , n

 





  

 

 

  







1 1

1

1

0

1 1, 2, ...., 

1 1, 2, ...., 

1 1, 2, .... 1, 2, ....

 (1                                                   )  

 ای ّغتٌذ. اػذاد خبكغتزی ثبسُ، i ٍjثزای ّز ijcعَری كِ ثِ

0ijًيون هقذار تبثغ ّذف، هي Zخب فزك ثز ایي اعت كِ ایي در Gc  ّب ثزای ّز,i m1, 2, ...  ٍ

,j n1, 2, i,ضزایت ّشیٌِ تبثغ ّذف، ثزای ّز ... m1, 2, ام ثزاثز یک ٍ ثزای ّز iهيشاى ػزضِ هجذاء ...

,j n1, 2, ijxثبؽذ. در ضوي هيام  ثزاثز یک jهيشاى تقبضبی هققذ ... 1اعت ّزگبُ هٌجغiام ثِ هققذj ام

ijxاختقبؿ یبثذ ٍ    ثِ ػجبرت دیگز ام اختقبؿ ًيبثذ.jام ثِ هققذiّزگبُ هٌجغاعت  0

,

. .

;

m n

G ij ij ij

i j

n

ij

j

m

ij

i

ij

Min Z c c x

s t     x ,    i , m   

            x ,    j , n

            x or   i ,m j , n

 





     

 

 

  







1

1

0 1

1 1

1 1, 2, ....

1 1, 2, ....

1, 2, .... 1, 2, ....

 (2                                              )  

 ّب عتَى تؼذاد ثب ثزاثز( ّب ػزضِ) عغزّب تؼذاد خبكغتزی، هتؼبدل اعت ّزگبُ هغبلِ تخقيـ یک :1 -3تعریف 

 ثبؽذ.( تقبضبّب)

 ( دٍ هغبلِ تخقيـ سیز را هي تَاى در ًظز گزفت.2ثزای هغبلِ تخقيـ خبكغتزی راثغِ ) :2 -3تعریف 

 هغبلِ تخقيـ ثب كزاى پبیيي كِ ثِ فَرت سیز خَاّذ ثَد:

. .

;

m n

ij ij

i j

n

ij

j

m

ij

i

ij

Min Z c x

s t     x ,    i , m   

            x ,    j , n

        x or   i ,m j , n

 





 

 

 

  







1

1

0 1

1 1

1 1, 2, ....

1 1, 2, ....

1, 2, .... 1, 2, ....

 (3                                                 )  

 هغبلِ تخقيـ ثب كزاى ثبلاكِ ثِ فَرت سیز خَاّذ ثَد:
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. .

,

;

m n

ij ij

i j

n

ij

j

m

ij

i

ij

Min Z c x

s t    x ,    i ,m,   

            x ,    j ,n

         x or   i ,m j , n

 





 

 

 

  







1

1

0 1

1 1

1 1, 2, ....

1 1, 2, ....

1, 2, .... 1, 2, ....

(4                                                 )  

 ،ثبؽٌذ z ٍz( ثِ تزتيت4)( ٍ هغبلِ 3( اگز خَاة ثْيٌِ هغبلِ )2در هغبلِ تخقيـ راثغِ ) [6]: 1-3قضیه

 آًگبُ خَاّين داؽت:

1. z z 

2.  ,c z z  ؽَد. خَاة ثْيٌِ هغبلِ تخقيـ خبكغتزی ًبهيذُ هي 

 

 بنذی پیشنهادی اعذاد خاکستری رتبه 4

فزك كٌيذ ,x x x  ٍ,y y y    ُتَاى  ای دلخَاُ ثبؽٌذ. در ایي فَرت هي دٍ ػذد خبكغتزی ثبس

 ثٌذی كزد: آًْب را ثِ ؽکل سیز عجقِ

 ّبیي كِ خذا اس ّن ّغتٌذ ٍ اؽتزاكي ًذارًذ. ثبسُ (1

 

 

 

  

 
 ّبیي كِ ثب ّن اؽتزاک ًذارًذ. ثبسُ .1شکل

 

 ي دارًذ.خشی ّبیي كِ اؽتزاک ثبسُ (2

 

 

 

 
 ي دارًذ.ّبیي كِ ثب ّن اؽتزاک خشی ثبسُ .2شکل

 ّبیي كِ كبهلاً تذاخل دارًذ. ثبسُ (3
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 دارًذ.ّبیي كِ ثب ّن اؽتزاک كبهل  ثبسُ .3شکل

ای ًبهٌفي  راثغِ تزتيت ثيي دٍ ػذد خبكغتزی ثبسُ :1-4تعریف  ,x x x  ٍ,y y y     ِرا ث

 فَرت سیز در ًظز ثگيزیذ.

Gx y   ُای ًبهٌفي  اگز ٍ تٌْب اگز ػذد خبكغتزی ثبس ,z z z  ِعَری كِ ٍخَد داؽتِ ثبؽذ ث 

   , , ,x x y y z z      .  

 های هختلف بنذی پیشنهادی درحالت بررسی رتبه 4-1
فزك كٌيذ  حالت اول: ,x x x  ٍ,y y y    ُای ًبهٌفي ثبؽٌذ ثِ عَری  دٍ ػذد خبكغتزی ثبس

xكِ  y ایي فَرت خَاّين داؽت:. در 

 
 

, , ,
, ,

,

y y x x y x y x
y y x x

y x y x

          
    

        
0

 

 فزك كٌيذ :1-4هثال ,x  2 3 ٍ ,y  5 دٍ ػذد خبكغتزی ثبؽٌذ، در ایي فَرت خَاّين  7

 داؽت:

     

   
   

, , ,
, ,

, ,

     
 

     

5 7 2 3 5 2 7 3
5 7 2 3

5 2 7 3 3 4 0
(5                                                             )

      

فزك كٌيذ  حالت دوم: ,x x x  ٍ,y y y    ُای ًبهٌفي ثبؽٌذ ثِ عَری  دٍ ػذد خبكغتزی ثبس

xكِ  y x y   ، 

 در ایي فَرت خَاّين داؽت:

 
 

, , ,
, ,

,

y y x x y x y x
y y x x

y x y x

          
    

        
0

 

 فزك كٌيذ :2-4هثال ,x  2 5 ٍ ,y  3 دٍػذد خبكغتزی ثبؽٌذ، در ایي فَرت خَاّين  8

 داؽت:

     

   
   

, , ,
, ,

, ,

     
 

     

3 8 2 5 3 2 8 5
3 8 2 5

3 2 8 5 1 3 0
(6                                                             )
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فزك كٌيذ حالت سوم: ,x x x  ٍ,y y y    ُای ًبهٌفي ثبؽٌذ ثِ عَری  دٍ ػذد خبكغتزی ثبس

yكِ  x x y   ، 

 در ایي فَرت خَاّين داؽت:

 
 

, , ,
, ,

,

y y x x y x y x
y y x x

y x y x

          
    

        
0

 

 كٌيذفزك  :3-4هثال ,x  3 5 ٍ ,y  2 دٍ ػذد خبكغتزی ثبؽٌذ، در ایي فَرت خَاّين  7

 داؽت:

     

   
   

, , ,
, ,

, ,

     
 

      

2 7 3 5 2 3 7 5
2 7 3 5

2 3 7 5 1 2 0
(7                                                             )

      

ای ناهنفی روش تفاضل هعوولی برای اعذاد بازه 4-2 ,x x x  و,y y y     

فزك كٌيذ  ,x x x  ٍ,y y y    ُای ًبهٌفي ثبؽٌذ. ثٌب ثز تؼزیف تفبضل  دٍ ػذد خبكغتزی ثبس

 ای دارین: اػذاد خبكغتزی ثبسُ

 

   

,

, , , , ,

x y x y x y x y

x x y y x x y y x y x y

         

                  

 

 ذفزك كٌي :4-4هثال   , ,x x x   2 5 ٍ , ,y y y     3 اػذاد خبكغتزی ثبؽٌذ  8

 در ایي فَرت خَاّين داؽت:

         , , , , ,       3 8 2 5 3 8 5 2 2 6                                                                  (8)  

 

ای ناهنفی تفاضل پیشنهادی برای اعذاد خاکستری بازه 4-3 ,x x x  و,y y y     

 تز اعت. ثٌذی خذیذ، تؼييي كٌيذ كذام ػذد ثشرگ ثب اعتفبدُ اس رٍػ رتجِاثتذا  .1

ای ًبهٌفي ، راثغِ ثيي اػذاد خبكغتزی ثبس1ُثب اعتفبدُ اس قضيِ  .2 ,x x x  ٍ,y y y     را ثب

ای ًبهٌفي داؽتي ػذد خبكغتزی ثبسُ ,z z ِفَرت سیز در ًظز ثگيزیذ: ث 

    , , ,x x y y z z       
 تفبضل اػذاد را ثِ فَرت سیز در ًظز ثگيزیذ. .3

     , , , , , ,x x y y y y z z y y z z                 
 

كٌيذفزك  :5-4هثال   , ,x x x   2 5ٍ , ,y y y     3 اػذاد خبكغتزی ثبؽٌذ،  8

 در ایي فَرت خَاّين داؽت:

     , , ,  3 8 2 5 1 3                               (9)                                                                            
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 دعت خَاّذ آهذ.ِ را ثِ فَرت سیز ث  حبل تفبضل ایي دٍ ػذد

           , , , , , ,     3 8 2 5 2 5 1 3 2 5 1 3                                                       (10)  

ثبؽذ لذا خَاة ثْتزی  تز هي دارای هزكش یکغبى ٍؽؼبع كَچک (8)در هقبیغِ ثب خَاة   (10)حبل خَاة 

 ثبؽذ. هي

 تفبضل ّز ػذد خبكغتزی اس خَدػ ثزاثز ففز اعت. :1لن

فزك كٌيذ ػذد خبكغتزی اثبات:  ,x x x  فَرت، عجق رٍػ پيؾٌْبدی دارین: دادُ ؽذُ اعت. در ایي 

     

           

, , ,

, , , , , ,

x x x x

x x x x x x x x

  

     

00

00 00
 

 

بنذی و تفاضل پیشنهادی اعذاد  الگوریتن پیشنهادی حل هساله تخصیص هبتنی بر رتبه 4-4

 ای ناهنفی خاکستری بازه

، رٍؽي كبرآهذ در [13]ؽذُ، رٍػ هدبرعتبًي ارایِّبی هختلفي كِ ثزای حل هغبیل تخقيـ  اس هيبى رٍػ

 حذاقل آٍردى دعتِ ث حبلت هتَاسى اعت. در ایي قغوت ثزای حل هغبلِ تخقيـ ثب پبراهتزّبی خبكغتزی ثزای

 خبكغتزی، الگَریتن سیز پيؾٌْبد ؽذُ اعت.   كل ّشیٌِ

 ب پبراهتزّبی خبكغتزی را در ًظز ثگيزیذ.هغبلِ تخقيـ هتَاسى ث

 تزیي ػذد خبكغتزی در ّز عغز را تؼييي كٌيذ. (  كَچک4ثٌذی خذیذ پيؾٌْبدی ) ثب اعتفبدُ اس رتجِ :گام اول

تزیي ػذد  (، كَچک3-4ای ) ثب اعتفبدُ اس رٍػ خذیذ پيؾٌْبدی تفبضل دٍ ػذد خبكغتزی ثبسُ گام دوم:

 س توبم ػذدّبی خبكغتزی آى عغز كن كٌيذ.ای ّز عغز را ا خبكغتزی ثبسُ

تزیي ػذد  (، كَچک3-4ای ) ثب اعتفبدُ اس رٍػ خذیذ پيؾٌْبدی تفبضل دٍ ػذد خبكغتزی ثبسُ گام سوم:

 ای ّز عتَى را اس توبم ػذدّبی خبكغتزی آى عتَى كن كٌيذ. خبكغتزی ثبسُ

 ثٌَیغيذ.ؽذُ خبكغتزی را  اٍليي هبتزیظ ّشیٌِ فزفت افلاح گام چهارم:

ز را در هبتزیظ ای فف حذاقل خغَط افقي ٍ ػوَدی لاسم ثزای پَؽؼ ّوِ اػذاد خبكغتزی ثبسُ گام پنجن:

 ؽذُ خبكغتزی تؼييي كٌيذ.  ّشیٌِ فزفت افلاح

دعت آهذُ در گبم پٌدن ثزاثز ثب ثؼذ هبتزیظ ّشیٌِ فزفت ِ اگز حذاقل خغَط افقي ٍ ػوَدی ث گام ششن:

 دعت آهذُ اعت.ِ ؽذُ ٍ خَاة ثْيٌِ ث هغبلِ حل فلاح ؽذُ خبكغتزی ثبؽذ،ا

فزفت دعت آهذُ در گبم پٌدن ثزاثز ثب ثؼذ هبتزیظ ّشیٌِ ِ اگز حذاقل خغَط افقي ٍ ػوَدی ث گام هفتن:

ؽذُ  هبتزیظ ّشیٌِ فزفت خبكغتزی افلاحای  ؽذُ خبكغتزی ًجبؽذ، كَچک تزیي ػذد خبكغتزی ثبسُ‌افلاح

( 4ثٌذی پيؾٌْبدی ) ط ػوَدی ٍ افقي پَؽؼ دادُ ًؾذُ را ثب اعتفبدُ اس رٍػ رتجِرا كِ ثِ ٍعيلِ ّيچ یک اس خغَ

( كغز كزدُ ٍ ثِ اػذاد هحل تقبعغ 3-4پيذا كزدُ ٍ آى را اس ّوِ اػذاد ثذٍى پَؽؼ ثز عجق رٍػ پيؾٌْبدی )

 خغَط پَؽؼ اضبفِ كٌيذ ٍ ثِ گبم پٌدن ثزگزدیذ.
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 هثال کاربردی 5

 ؽذُ ثزای حل هغبلِ تخقيـ خبكغتزی آٍردُ ؽذُ اعت. ارایِدر ایي ثخؼ هثبلي ثزای ًؾبى دادى كبرایي رٍػ 

J1 ٍJلخَاّذ عِ ؽغ یک ؽزكت تَليذی هي :1هثال 2 ٍJ قيـ دّذ. ٍلي تخ P1  ٍP2 ٍP3را ثِ عِ ًفز  3

ثبؽذ. ثٌبثزایي  پذیز ًوي ثِ دليل تغييز ؽزایظ اقتقبدی حبكن ثز خبهؼِ تؼييي هقذار دقيق ّشیٌِ تخقيـ اهکبى

ّز فزد ثِ ّز ؽغل ثز ثيبًگز ّشیٌِ تخقيـ  2ّب را ثِ فَرت پبراهتزّبی ًبدقيق در ًظز گزفتِ اعت. خذٍل  ّشیٌِ

ّب حذاقل  ثبؽذ. هغبلِ را عَری حل كٌيذ كِ ّشیٌِ كل تخقيـ افزاد ثِ ؽغل ای هي اعبط اػذاد خبكغتزی ثبسُ

 گزدد. 

 
 ثز اعبط اػذاد خبكغتزی ّشیٌِ هبتزیظ .2 جذول

J 3 J 2 J1  

 , 4 8  , 7 12  , 2 6 P1 

 , 5 10  , 1015  , 8 13 P2 

 , 9 12  , 6 10  , 2 6 P3 
 

 تزیي ػذد خبكغتزی در ّز عغز را تؼييي كٌيذ. ( كَچک4ثٌذی خذیذ پيؾٌْبدی )‌ثب اعتفبدُ اس رتجِ

 عغز اٍل؛

     

     
        

, , ,
min , , , , , ,

, , ,

   
    

   

7 12 2 6 5 6
2 6 7 12 4 8 2 6

4 8 2 6 2 2
 

 عغز دٍم؛ 

     

     
        

, , ,
min , , , , , ,

, , ,

   
   

   

8 13 5 10 3 3
8 13 1015 5 10 5 10

1015 5 10 5 5
 

 عغز عَم؛

     

     
        

, , ,
min , , , , , ,

, , ,

   
    

   

6 10 2 6 4 4
2 6 6 10 9 12 2 6

9 12 2 6 7 6
 

 ثز اعبط اػذاد خبكغتزی ثؼذ اس تؼييي هيٌيون ّز عغز ّشیٌِ هبتزیظ .3 جذول

J ًيون ّز عغز هي 3 J 2 J1  

 , 2 6  , 4 8  , 7 12  , 2 6 P1 

 , 5 10  , 5 10  , 1015  , 8 13 P2 

 , 2 6  , 9 12  , 6 10  , 2 6 P3 
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تزیي ػذد خبكغتزی  (، كَچک3-4ای ) حبل ثب اعتفبدُ اس رٍػ خذیذ پيؾٌْبدی تفبضل دٍ ػذد خبكغتزی ثبسُ

 كٌيذ.ای ّز عغز را اس توبم ػذدّبی خبكغتزی آى عغز كن  ثبسُ

 آیذ. دعت هيِ ثزای عغز اٍل ًتبیح سیز ث

     , , ,  2 6 2 6 00  

           , , , , , ,     7 12 2 6 2 6 5 6 2 6 5 6  

           , , , , , ,     4 8 2 6 2 6 2 2 2 6 2 2  
 دعت خَاّذ آهذ.ِ ث 4كٌين ًتبیح خذٍل  ِ ّويي تزتيت ػول اگز ثزای عغز دٍم ٍ عغز عَم ًيش ث

 خبكغتزی اس ػٌبفز ّز عغزتزیي ػذد  پظ اس كغز كَچک ّشیٌِ هبتزیظ .4 جذول

J 3 J 2 J1  

 , 2 2  , 5 6  , 00 P1 

 , 00  , 5 5  , 3 3 P2 

 , 7 6  , 4 4  , 00 P3 

 

 را تؼييي كٌيذ. 4در ّز عتَى خذٍل تزیي ػذد خبكغتزی  ( كَچک4ثٌذی خذیذ پيؾٌْبدی ) ثب اعتفبدُ اس رتجِ
 ثز اعبط اػذاد خبكغتزی ثؼذ اس تؼييي هيٌيون ّز عتَى ّشیٌِ هبتزیظ .5 جذول

J 3 J 2 J1  

 , 2 2  , 5 6  , 00 P1 

 , 00  , 5 5  , 3 3 P2 

 , 7 6  , 4 4  , 00 P3 

 , 00  , 4 4  ,  ًيون ّز عتَى هي 00

 

ای  تزیي ػذد خبكغتزی ثبسُ (، كَچک3-4ای ) ثب اعتفبدُ اس رٍػ خذیذ پيؾٌْبدی تفبضل دٍ ػذد خبكغتزی ثبسُ

 خبكغتزی آى عتَى كن كٌيذ.ّز عتَى را اس توبم ػذدّبی 

تزیي ػذد در عتَى اٍل ٍ عَم  چَى كَچک , اعت، لذا ػٌبفز آى دٍ عتَى ّيچ تغييزی ًخَاٌّذ كزد ٍ  00

ای اس توبم ػذدّبی خبكغتزی آى عتَى اًدبم  تزیي ػذد خبكغتزی ثبسُ‌فقظ در عتَى دٍم ػوليبت كغز كَچک

 خَاّذ ؽذ.

           , , , , , ,     5 6 4 4 4 4 1 2 4 4 1 2  

           , , , , , ,     5 5 4 4 4 4 11 4 4 11  

     , , ,  4 4 4 4 00  
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 تزیي ػذد خبكغتزی ّز عتَى اس ػٌبفز آى‌پظ اس كغز كَچک ّشیٌِ هبتزیظ .6 جذول

J 3 J 2 J1  

 , 2 2  , 1 2  , 00 P1 

 , 00  , 11  , 3 3 P2 

 , 7 6  , 00  , 00 P3 

 

 تب كٌيذ حل هدبرعتبًي رٍػ ثب را آى اعت، ّشیٌِ هبتزیظ ثب ثؼذ ثزاثز پَؽؾي خغَط تؼذاد حذاقل كِ آًدب اس

 كٌيذ. دریبفت سیز ؽزح ثِ را ثْيٌِ تخقيـ

, ,P J P J P J  1 1 2 3 3 2  
 فَرت سیز خَاّذ ثَد. فزد ثزای عِ ؽغل ثِیٌِ تخقيـ عِ ًيون كل ّش ثٌبثزایي هي

       , , , , .G GZ      2 6 5 10 6 10 13 26   
 ثب خَاةرا  1هثبل  یثزا یؾٌْبديآهذُ اس رٍػ پ دعت ثِ حیًتب ،یؾٌْبديرٍػ پ يًؾبى دادى اثزثخؾ یثزا

 .نيكٌ يه غِیهقب عبسیذيآهذُ اس رٍػ عف دعت ثِ

 

 سازیذیحل هثال بالا با استفاده از روش سف 5-1
 فزفت ثز اعبط عفيذعبسی اػذاد خبكغتزی ّشیٌِ هبتزیظ .7 جذول

J 3 J 2 J1  

6 5/9 4 P1 

5/7 5/12 5/10 P2 

5/10 8 4 P3 

 
 فزفت ثب حذاقل خغَط پَؽؾي ّشیٌِ هبتزیظ .8 جذول

J 3 J 2 J1  

2 5/1 0 P1 

0 1 3 P2 

5/6 0 0 P3 

 حل هدبرعتبًي رٍػ ثب را آى اعت، ّشیٌِ فزفت هبتزیظ ثب ثؼذ ثزاثز پَؽؾي خغَط تؼذاد حذاقل كِ آًدب اس

 كٌيذ. دریبفت سیز ؽزح ثِ را ثْيٌِ تخقيـ تب كٌيذ

, ,P J P J P J  1 1 2 3 3 2  
 فَرت سیز خَاّذ ثَد. یٌِ تخقيـ عِ فزد ثزای عِ ؽغل ثًِيون كل ّش ثٌبثزایي هي

/ / .Z    4 7 5 8 19 5   
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 سازیذیو روش سف یشنهادیدست آهذه از روش پ به جینتا سهیهقا 5-2
 كٌٌذُذيٍ رٍػ عف یؾٌْبديدعت آهذُ اس رٍػ پ ثِ خَاة غِیخذٍل هقب .9 جذول

 ,GZ   13 26 P J3 2 P J2 3 P J1  رٍػ پيؾٌْبدی 1

/Z 19 5 P J3 2 P J2 3 P J1  رٍػ عفيذعبسی 1

 

تَاًذ  ياعت ٍ ًو خبكغتزی یاهتزّبلِ، ثب پبربهغ خَاةاس  يجی، تٌْب تقزاس رٍػ عفيذعبسی دعت آهذُ ثِخَاة 

 هٌؼکظ كٌذ.  یيًْب خَاةرا در  يافلِ بلهغ خبكغتزی یپبراهتزّب تيػذم قغؼ

 

 گیری نتیجه 6

ّبی دقيق در  تَاى ّوَارُ اس دادُ ٍاقؼي خْبى، ًوي هغبیلّب ٍ اعلاػبت  ثِ دليل ػذم قغؼيت هَخَد در دادُ

كبرثزدی هَخَد در دًيبی ٍاقؼي هغبلِ تخقيـ اعت ٍ ثِ  هغبیلكِ یکي اس  ثب تَخِ ثِ ایيهغبیل اعتفبدُ كزد. 

ّب را  ثبؽذ ثبیذ ّشیٌِ پذیز ًوي دليل تغييز ؽزایظ اقتقبدی حبكن ثز خبهؼِ تؼييي هقذار دقيق ّشیٌِ تخقيـ اهکبى

 ثِ فَرت پبراهتزّبی ًبدقيق در ًظز گزفت. در ایي هغبلؼِ، هغبلِ كبرثزدی تخقيـ ثب پبراهتزّبی ًبدقيق را كِ

ؽذُ هَرد ثزرعي قزار دادین. ثزای حل ایي هغبلِ یک رٍیکزد خذیذ را پيؾٌْبد  در هحيظ خبكغتزی فزهَلِ

ای هؼزفي ؽذ.  ثٌذی ٍ یک رٍػ تفبضل خذیذ ثزای اػذاد خبكغتزی ثبسُ كزدین. در ایي رٍیکزد یک رٍػ رتجِ

ای ًؾبى دادُ ؽذ.  كغتزی ثبسُّبی هختلف اػذاد خب ثٌذی ٍ رٍػ تفبضل خذیذ ثزای حبلت كبرثزد رٍػ رتجِ

ای خبكغتزی را  تَاى هغبلِ تخقيـ ثب پبراهتزّبی ثبسُ خذیذ هي دّوچٌيي، ًؾبى دادین كِ ثب اعتفبدُ اس رٍیکز

ثذٍى تجذیل آى ثِ یک هغبلِ كلاعيک هؼبدل حل كزد. ضوٌب در ایي رٍػ خبكغتزی ثَدى ّوِ پبراهتزّب در 

ّبی ٍرٍدی در ًتبیح خزٍخي ًوبیبى ثبؽذ.  َد تب ػذم قغؼيت دادُؽ ؽَد ٍ ایي ثبػث هي هزاحل حل حفظ هي

كٌين كِ رٍػ  یبثذ. در پبیبى تبكيذ هي ًيش ثْجَد هيهذُ دعت آِ ػلاٍُ ثزآى حدن هحبعجبت كبّؼ ٍ ثبسُ خَاة ث

فتِ، ای كِ در ایي هقبلِ هَرد ثحث قزار گز ؽذُ ثزای اػذاد خبكغتزی ثبسُ ارایِثٌذی ٍ رٍػ تفبضل خذیذ  رتجِ

 ّبی حول ٍ ًقل در هحيظ خبكغتزی اعتفبدُ ؽَد. ّبی ثؼذی ثزای هذل تَاًذ در پضٍّؼ هي
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