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 چکیده 

ریزی  چندهدفه از اهميت برنامهاند. در این حوزه  ای از پژوهش را از دیرباز به خود اختصاص دادهسازی شاخهمسایل بهينه

 ریزی چندهدفه موجود در دنيای واقعي امکان تعيين ضرایب بهجا كه در اكثر مسایل برنامه ای برخوردار است. از آنویژه

گيرند.  ای مورد بررسي قرار مي ریزی خطي چندهدفه با ضرایب  بازهطور قطعي وجود ندارد، در این مقاله مسایل برنامه

)با چنين مسایلي چهار مفهوم جواب،متناظر  , ) A bضعيف، كارای  لزوما( , ) A b ،لزوما كارا( , , ) A b C لزوما

)كارای ضعيف و  , , ) A b Cهایي  ابشوند. همچنين شرایط لازم و كافي برای تشخيص چنين جو لزوما كارا، معرفي مي

 شوند.هایي عددی بررسي مي شوند. درپایان كارایي نتایج در مثالارایه مي

 

 ریزی خطي چندهدفه، جواب كارا، مساله مجموع وزني. ای، برنامهریزی بازه برنامه :کلمات کلیدی

 

 

 مقدمه  1

ای بمرای   چندگانمه  و معيارهمای مامایر   هما  درآنگيمری گونماگوني مواجمه اسمت كمه       تصمميم  مسایلانسان روزانه با 

ر علمم  ریمزی چندهدفمه د   ای به نام برنامه ي، شاخهمسایلگيری وجود دارد. به دليل رویارویي فراوان با چنين  تصميم

بما توجمه بمه كماربرد وسمي  ایمن شماخه در علموم مختلمف ماننمد مهندسمي،             [.1] است تحقيق در عمليات ایجاد شده

 .]3، 2[ اند بسياری تاكنون بر توسي  و استفاده از آن تمركز نموده مدیریت، اقتصاد، ریاضيات و غيره، محققين

بمه طمور قطعمي امکمان      مسالهها و ضرایب  ریزی چندهدفه امکان تعيين داده برنامه مسایلكه در اكثر  جا از آن

اسمتا  ممدل شموند. در ایمن ر    مسماله همای نامشمخص در    داده كارگيری روشي مناسمب،  بنابراین باید با بهپذیر نيست، 

. برخي از ]4-6[دای وجود دار ریزی بازه و برنامه ریزی احتمالي ریزی فازی، برنامه رویکردهای مختلفي مانند برنامه

                                                           
 دار مکاتباتعهده* 

  srivaz@nit.ac.ir آدرس الکترونيکي:
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در  به هممين دليمل بمه بررسمي، اسمتفاده و توسمي  آن       معتقدند  ای ریزی بازه رویکرد برنامهبيشتر  به كارایي محققين

 . ]8-10 [اند پرداختههای اخير  سال

ارایمه شمد كمه در آن برخمي از تحقيقمات پيراممون مسمایل         2و آنتمونز  1ای توسط اوليمویرا  مقاله 2007 در سال

به ارایه روشمي   2009. این محققان خود نيز در سال ]11[ای مرور شدند ریزی خطي چند هدفه با ضرایب بازه برنامه

تماكر متنماظر بما مسمایل      -انكم -ش. شمرایط بهينگمي كمارو   ]12[تعاملي برای برخورد بما چنمين مسمایلي پرداختنمد     

 2018و  2013همای   . ریمواز و یعقموبي در سمال   ]13[ارایمه شمد   2009ای نيمز در سمال    ریمزی چنمد هدفمه بمازه     برنامه

ای در  ریزی خطي چند هدفه بما ضمرایب بمازه    هایي بر پایه مفهوم بيشينه رگرت جهت برخورد با مسایل برنامه روش

های لزومما   همچنين با استفاده از همين مفهوم رویکردی به منظور یافتن جواب[. 15، 14] تواب  هدف معرفي كردند

 .پيشنهاد شد ]16[كارا در چنين مسایلي توسط ریواز و همکاران در 

چه كه ممکمن اسمت در یم      ای، مثالي ساده از آن ریزی بازه در توضيح بيشتر پيرامون كارایي رویکرد برنامه

را بمما توجممه بممه  P3و  P1 ،P2ای سممه محصممول  فممرک كنيممد كارخانممه]. 14[شممود  مممي كارخانممه رد دهممد بيممان

كند. بر اساس تجارب قبلي و نظر كارشناسان مشخص شده اسمت كمه فمروش همر      های بودجه توليد مي محدودیت

,، iPواحد محصول  ,i 1 2 iوقتي كه   iaو  ia، سودی مابين 3 ia a  برای كارخانه دارد. واضح است كمه ،

توليد محصولات نياز به ماده خام دارد. بر اساس تجربه حاصل از توليد در گذشته، مشخص شمده اسمت كمه توليمد     

هر واحد محصول 
iP ،, ,i 1 2 ، مقداری ممابين  3

ib  وib    وقتمي كمهi ib b     را از یم  مماده خمام كميماب ،

كند. مدیر كارخانه در نظر دارد سود حاصل از فروش را بيشينه و ميمزان مصمرف مماده خمام كميماب را       مصرف مي

,،iPبه عنوان ميزاني از محصول   ixسازی این مساله، متاير  كمينه سازد. به منظور مدل ,i 1 2 ، كه باید توليمد  3

 شود. بدین ترتيب مساله به صورت زیر قابل بيان است: شود در نظر گرفته مي
max ( ( , , ), ( , , )),

. .

( , , ) , ,..., ,

, , ,

i

i i

f x x x f x x x

s t

g x x x e i m

x x x

 



1 2 3 2 1 2 3

1 2 3

1 2 3

1

0

 

)كه در آن  , , )i ig x x x e1 2 3 ،,...,i m1كنمد و   های مربوط به بودجه را مشمخص ممي   ، محدودیتf1  وf2 

 ای به فرم زیر هستند: دو تاب  هدف خطي با ضرایب بازه

( , , ) [ , ] [ , ] [ , ] ,

( , , ) ([ , ] [ , ] [ , ] ).

f x x x a a x a a x a a x

f x x x b b x b b x b b x

  

   

1 1 2 3 1 1 1 2 2 2 3 3 3

2 1 2 3 1 1 1 2 2 2 3 3 3

 

كه دستيابي به جوابي ، تواب  هدف ماایرت ریزی چند هدفه با در نظر گرفتن واضح است كه در برنامه

های  بهينه سازد امکان پذیر نيست. با توجه به عدم وجود چنين جوابي، مفاهيم جوابها را  زمان تمامي هدف هم

های كارا و كارای ضعيف از  كه جوابچند هدفه تاكنون معرفي شده است   سازی مختلفي متناظر با مسایل بهينه

ریزی چندهدفه با ضرایب  . برخي از محققين این مفاهيم را به برنامه]17،1[جمله معتبرترین این مفاهيم هستند 
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های لزوما كارا و امکانا كارا در  به معرفي جواب 1980در سال 1اند. برای نمونه، بيتران ای نيز گسترش داده بازه

مکانا كارای های دیگری مانند ا . مفاهيم جواب]18[ای پرداخت ریزی چندهدفه با ضرایب هدف بازه مسایل برنامه

، 19[های امکانا كارا نيز در  متناظر با چنين مسایلي معرفي شده است. تحقيقاتي پيرامون جواب ]14[ضعيف نيز در

 اند. مورد بررسي قرار گرفته ]21-23[های لزوما كارا در انجام شده است. همچنين جواب ]20

ای ممورد بررسمي قمرار     پارامترهمای بمازه   ریزی خطمي چنمد هدفمه بما ضمرایب و      در این مقاله نيز مسایل برنامه

های بهيني متنماظر بما ایمن گونمه      های كارا و كارای ضعيف، مفاهيم جواب گيرند. با در نظرگرفتن مفاهيم جواب مي

همایي ارایمه    خيص چنمين جمواب  شود شرایط لازم و كمافي بمه منظمور تشم     شوند. در ادامه سعي مي مسایل معرفي مي

 شوند.

یم   شوند. فرم كلي  هدفه مرور مي ریزی چند ای و برنامه ، مفاهيمي از آناليز بازه2بخش  برای این منظور در 

بيمان   3ای بمه هممراه  تعماریف و نکمات مربموط بمه آن در بخمش         با ضرایب بازه ریزی خطي چندهدفه مساله برنامه

ای نيمز در هممين بخمش     بمازه  با ضرایب ریزی خطي چندهدفه با مسایل برنامهگردند. قضایا و نتایج اصلي متناظر  مي

بمه   5گيرنمد. در پایمان، بخمش     هایي عددی مورد بررسي قرار ممي  ، كارایي نتایج در مثال4شوند. در بخش  ارایه مي

 یابد. گيری اختصاص مي بحث و نتيجه

 

 نیازها پیش  2

ها نياز اسمت، بيمان    ریزی چندهدفه كه در ادامه به آن ای و برنامه بخش برخي از مفاهيم موجود در آناليز بازه در این

 .]4،1[شوند مي

  در حالت كلي به ترتيب به صورت زیر قابل نمایش هستند: bای  و ی  بردار بازهAایماتریس بازهی  

 , : ,m nA A A A A A     
 

A 

 , : ,mb b b b b b     
 

b  

 ها كه در آن

, ,m nA A ,A A 
,b b  , .mb b   

mای  های بازه مجموعه تمام ماتریس n  بعدی توسطm n ای  های بازه و مجموعه تمام بردارm  بعدی

 شوند. نمایش داده مي mبا 

به ترتيب توسط  Aای مركز و شعاع ماتریس بازه cA A A 
1
2

و   A A A  
1
2

و مركز و شعاع بمردار   

صورت  به ترتيب بهb ای بازه cb b b 
1
2

و   b b b  
1
2

 شوند. معرفي مي 
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 Aنگ ماننمد ای از حروف انگليسي پرر ها و بردارهای بازه شایان ذكر است كه در این مقاله جهت نمایش ماتریس

 شود. استفاده مي b و

های  بعدی با درایه mمجموعه تمام بردارهای  ,1   به صورت 1

 :m

mY y y e   

شود كه نمایش داده مي ,...,
t

e  1  برداری از این مجموعه است.  1

 صورت زیر قابل بيان است: ریزی خطي چندهدفه درحالت كلي به برنامه مسالهی  

(1)                                               
( ,..., ) ,

. . ,

,

p tMinCx c x c x

s t Ax b

x







1

0

 

كه در آن
n

i i

j j

j

c x c x



1

 ،,...,i p1دار خطي است. بنابراین ، ی  تاب  هدف حقيقي مقC  ماتریسي

p n   با سطرهایي به صورت( ,..., )i i i

nc c c 1 ،,...,i p1است. همچنين ،A  ی  مماتریسm n ،b

 ای شامل متايرهای مساله است.  مولفهnبرداری xای و مولفه mی  بردار 

ها است. در ادامه دونوع ترتيمب جزیمي    گر ترانهاده آن بالای ی  بردار یا ماتریس بيان tلازم به ذكر است كه نماد 

 شوند. روی بردارها یادآوری مي

)فرک كنيد ,..., )t

pA a a )و  1 ,..., )t

pB b b  گاه هستند. آن pدو بردار در  1

- A B  اگرi ia b  برای هر,...,i p1 كم  و دستq p 1 كه  طوری وجود داشته باشد به

q qa b. 

- A B  اگرi ia b  برای هر,...,i p1. 

  0x( را در نظر بگيرید. جواب شدني 1مساله) - ]1[1تعریف 

0Cxموجود نباشد به قسمي كه  xشدني دیگری مانندی  جواب كارا است هرگاه جواب  - Cx . 

  كه طوری موجود نباشد به xی  جواب كارای ضعيف است هرگاه جواب شدني دیگری مانند -
0Cx Cx. 

)بردارناصممفر  -]1[ 2تعریففف ,..., )p   iكممه در آن 1  0 ،,...,i p1    را در نظممر بگيریممد. مسمماله

 (  به صورت زیر است:1) ریزی خطي مجموع وزني متناظر با مساله برنامه

(2)                                                              

,

. . ,

.

p
i

i

i

Min c x

s t Ax b

x









1

0

 

 شود. ( به اختصار، مساله مجموع وزني ناميده مي2مساله) 

 [
 D

O
I:

 1
0.

52
54

7/
ja

m
lu

.1
8.

2.
25

 ]
 

 [
 D

O
R

: 2
0.

10
01

.1
.2

25
17

28
6.

20
21

.1
8.

2.
6.

1 
] 

 [
 D

ow
nl

oa
de

d 
fr

om
 ja

m
lu

.li
au

.a
c.

ir
 o

n 
20

26
-0

2-
01

 ]
 

                             4 / 11

http://dx.doi.org/10.52547/jamlu.18.2.25
https://dor.isc.ac/dor/20.1001.1.22517286.2021.18.2.6.1
https://jamlu.liau.ac.ir/article-1-1955-en.html


 25 -35 (1400) 69 ،ی آنكاربردهادر عمليات  در تحقيق مجله

29 

(، ی  جواب كارای ضمعيف ایمن   1) از مساله برنامه ریزی خطي چند هدفه 0xی  جواب شدني   -]1[ 1قضیه

) ناصفر مساله است اگر و تنها اگر ی  بردار ,..., )p   بما خاصميت   1
i  0  ،,...,i p1   وجمود داشمته ،

 ( باشد.2)مجموع وزني  ی  جواب بهينه برای مساله 0xكه  طوری باشد به

(، یم  جمواب كمارای ایمن مسماله      1)زی خطي چند هدفه از مساله برنامه ری 0xی  جواب شدني  -]1[ 2قضیه

)اسممت اگممر و تنهمما اگممر یمم  بممردار  ,..., )p   بمما خاصمميت  1
i  0،,...,i p1 وجممود داشممته باشممد ،

  باشد.( 2هينه برای مساله مجموع وزني )ی  جواب ب 0xكه طوری به

 

 ای ریزی خطی چندهدفه بازه  برنامه  3

 صورت  ای در حالت كلي به ی  مساله برنامه ریزی خطي چند هدفه با ضرایب بازه

(3)                                              
( ,..., ) ,

. . ,

.

pMin x x x

s t x

x







c c C

A b

1

0

 

 شود. در نظر گرفته مي

 (،3در مساله )

- ( ,..., )t n

nx x x 1 .بردار متايرها است 

- 11( , ,..., , )
i ii ii

nnc c c c   
      

c ای ضرایب تاب  هدف  بردار بازهi ، ام,...,i p1 و

( ,..., )p t

p n C c c
 است.  ای ضرایب تمامي تواب  هدف ماتریس بازه 1

- m nA ها است. ای ضرایب متايرها در محدودیت ماتریس بازه 

- 11( , ,..., , )t
mmb b b b   

   
b  ها است. ای سمت راست محدودیت بردار بازه 

شمود.   ای یاد مي ریزی خطي چندهدفه بازه ( تحت عنوان مساله برنامه3، در ادامه از مساله)سازی به منظور ساده

عماریفي از  هدفمه، در اداممه ت   ریمزی خطمي چنمد    های كارا و كارای ضمعيف از برناممه   با در نظر گرفتن مفاهيم جواب

 شوند. ( ارایه مي3های گوناگون متناظر با مساله ) جواب

0( را در نظر بگيرید. بردار3ای ) ریزی خطي چندهدفه بازه مساله برنامه -3تعریف nx   ،جواب 

- ( , ) A b لزوما كارای ضعيف است هرگاه برای هرA A ،b b ، ی  جواب كارای ضعيف

Cریزی خطي چند هدفه متناظر برای بعضي  مساله برنامه C  .باشد 

- ( , ) A b لزوما كارا است هرگاه برای هرA A ،b bریزی خطي  ، جواب كارای مساله برنامه

Cچندهدفه متناظر برای بعضي  C .باشد 

- ( , , ) A b Cاست هرگاه برای هر  لزوما كارای ضعيفA A،b b ،C C  ، ی  جواب

 ریزی خطي چندهدفه متناظر باشد. كارای ضعيف مساله برنامه

- ( , , ) A b C است هرگاه برای هر  لزوما كاراA A،b b ،C C  ی  جواب كارا مساله ،

 اشد.ریزی خطي چندهدفه متناظر ب برنامه
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)های مجموعه همه جواب , ) A b ،لزوما كارای ضعيف( , ) A b ،لزوما كارا( , , ) A b C لزوما كارای ضمعيف 

)و  , , ) A b C   لزوما كارا به ترتيب بماNWEAb
 ،NE Ab

 ،NWEAbC
NEAbCو  

شموند. از   نممایش داده ممي   

NEتعاریف فوق روابط  NWEAb Ab
NEو  NWEAbC AbC

شموند. همچنمين واضمح اسمت كمه       نتيجه مي 

NWE NWEAbC Ab
NEو   NEAbC Ab

. 

 شود. ( تعریف مي3مساله مجموع وزني متناظر با مساله )در ادامه 

)بردار ناصفر  -4یفتعر ,..., )p   كه در آن  1
i  0، ,...,i p1 ،     را در نظمر بگيریمد. مسماله مجمموع

 رت زیر است:صو (  به3) ای ریزی خطي چندهدفه بازه برنامه ظر با مسالهناوزني مت

(4)                                        

,

. . ,

,

p p pn
iii
jji i i j

i j i i

Min x c c x x

s t x

x

  
   

 
  

 





   c c

A b

1 1 1 1

0

 

])كه در آن  , ],...,[ , ])
p p p p

i ii i
nni i i i

i i i i

c c c c   
   

    c 11
1 1 1 1

. 

همای مختلفمي    ای است. متناظر با چنين مساله مفماهيم جمواب   ریزی  خطي با ضرایب بازه ( ی  مساله برنامه4مساله )

)همای   . در ادامه، تعاریف مربوط به مفاهيم جواب]24[وجود دارد , ) A b   بهينمه قموی و ( , , ) A b c   بهينمه قموی

 شوند. ارایه مي

0( را درنظر بگيرید. بردار 4ای ) ریزی خطي با ضرایب بازه مساله برنامه -]24[ 5تعریف  nx  ،ی  جواب 

- ( , ) A b   بهينه قوی است هرگاه بمرای همرA A ،b b    ریمزی خطمي    ، جمواب بهينمه مسماله برناممه

 باشد. ccمتناظر برای بعضي از 

- ( , , ) A b c بهينه قوی است هرگاه برای هرA A،b b ،cc ریمزی   ، جواب بهينه مساله برناممه

 خطي متناظر باشد.

 شوند. ( حاصل مي4( و )3، نتایج زیر پيرامون مسایل )2و1با توجه به قضایای

0بردار  -3قضیه  nx   ی  جواب( , ) A bریمزی خطمي چندهدفمه     برای مساله برناممه  لزوما كارای ضعيف

) (  است اگر و تنها اگر ی  بردار ناصفر3ای ) بازه ,..., )p   iبا خاصيت 1  i,...,، برای همر  0 p1 ،

)ی  جواب  0xكه طوری وجود داشته باشد به , ) A b(باشد.4بهينه قوی برای مساله مجموع وزني ) 

0بردار  -4قضیه  nx   ی  جواب( , ) A b ( 3ای ) ریزی خطي چندهدفمه بمازه   برای مساله برنامهلزوما كارا

)است اگرو تنها اگر ی   بردار ,..., )p   iبا خاصيت  1  i,...,، برای هر 0 p1   وجود داشمته باشمد ،

)ی  جواب  0xكه  طوری به , ) A b ( باشد.4برای مساله مجموع وزني ) بهينه قوی 

0بممردار  -5قضففیه nx   یمم  جممواب( , , ) A b C ریممزی خطممي  بممرای مسمماله برنامممهلزوممما كممارای ضممعيف

) اگر و تنها اگر ی   بردار ناصمفر   (  است3ای ) چندهدفه بازه ,..., )p   iبما خاصميت    1  ، بمرای همر   0
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,...,1i p0كه طوری ، وجود داشته باشد بهx  ی  جواب( , , ) A b c( 4برای مساله مجموع وزنمي )  بهينه قوی

 باشد.

0بردار  -6قضیه nx   ی  جواب( , , ) A b C ای  بمازه ریمزی خطمي چندهدفمه     برای مساله برنامهلزوما كارا

) است اگر و تنها اگر ی   بردار ناصفر (3) ,..., )p   با خاصيت  1
i  i,...,، برای هر 0 p1  وجمود ،

)ی  جواب  0xكه  طوری به داشته باشد , , ) A b c( باشد.4برای مساله مجموع وزني ) بهينه قوی 

 از آوردن اثبات قضایای فوق به دليل سر راست بودن، صرف نظر شده است.

)های مختلف، در ادامه به دنبال ارایه شرایطي جهت تشخيص جواب , ) A b،لزوما كارای ضعيف( , ) A b لزوما

)، كارا , , ) A b Cو  لزوما كارای ضعيف( , , ) A b C هدفمه   ریمزی خطمي چنمد    لزوما كارا، در ی  مساله برناممه

در واق  این پردازیم.  مي  ]24[ربا توجه به نتایج موجود د 8و 7ای هستيم. برای این منظور، ابتدا به بيان قضایای  بازه

)قضممایا شممرایط لازم و كممافي جهممت تشممخيص  , ) A b بهينممه قمموی و( , , ) A b cبممودن یمم  بممردار  بهينممه قمموی
0 nx  (كه ی  مساله برنامه4در مساله مجموع وزني )  دهند ارایه مي را ای است، ضرایب بازهریزی خطي با.  

0بمممممممممردار  -7قضفففففففففیه nx  همممممممممای مجموعمممممممممه بممممممممما 0,..., ,
jj tF t j f x  1 و  0

 0

,.,..., ,
ii
rriG r i q A x b  1  0را در نظر بگيرید. بردارx  ی  جواب( , ) A b بمرای مسماله    بهينه قموی

A( برای هر 4ی  جواب شدني مساله) 0x( است اگر و تنها اگر 4ای ) برنامه ریزی خطي با ضرایب بازه A ،

b b   باشد و سيستم خطي 

(5)                                                 ,.( ) , ,..., ,
ir

A x x i q  1 2 0 1 

(6)                                                  ( ) , ,..., ,
jtx x j f  1 2 0 1 

(7)                                                                         ,cx cx  1 2 1 

(8)                                                                                   , ,x x 1 2 0 

 فاقد جواب باشد. 

 صورت زیر قابل بازنویسي است: ( به7(، نامساوی )4وزني ) با توجه به تاب  هدف مساله مجموع
p pn n

g g
j jg j g j

j g j g

c x c x 
   

   1 2

1 1 1 1

1 

0بممممممممردار -8قضففففففففیه  nx  هممممممممای  را بمممممممما مجموعممممممممه 0,..., ,
jj tF t j f x  1 و 0

 0

,.,..., ,
ii
rriG r i q A x b  1 0در نظر بگيرید. بردارx  ی  جواب( , , ) A b c  بمرای مسماله    بهينمه قموی

A( برای همر  4ی  جواب شدني مساله) 0x( است اگر و تنها اگر 4ای ) ریزی خطي با ضرایب بازه برنامه A ،

b b باشد و برای هرn fh Y   سيستم خطي ، 

(9)                                                               ,. , ,..., ,
ir

A y i q 0 1 

(10)                                                                  , ,..., ,
jty j f 0 1 
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(11)                           (( ) ( ) )
j j j j

f n

t t c t j f t

j j f

c y c h c 

  

    
1 1

1 

 فاقد جواب باشد.

 ( معادل با 11(، نامساوی )4با توجه به تاب  هدف مساله مجموع وزني )

(( ) ( ) ) ,
j j j j

f p pn
g g g

tg t g c t j f t

j g j f g

c y c h c   

    

     
1 1 1 1

1 

 است.

شمرایط لازم و  ( جهمت ارایمه   3ای ) همدفي بمازه   ریزی خطمي چنمد   ش، قضایایي پيرامون مساله برنامهدر ادامه این بخ

 شوند. های مختلف بيان مي كافي برای تشخيص جواب

0بممممممممردار -9قضففففففففیه nx   هممممممممای  را بمممممممما مجموعممممممممه 0,..., ,
jj tF t j f x  1 و  0

 0

,.,..., ,
ii
rriG r i q A x b  1 0در نظر بگيرید. بردارx  ی  جواب( , ) A bبمرای   كارای ضعيف لزوما

( بمرای همر   3یم  جمواب شمدني مسماله)     0x( است اگر و تنها اگمر  3ای ) ریزی خطي چند هدفه بازه مساله برنامه

A A ،b b  عمووه یم  بمردار ناصمفر       باشد و بمه ( ,..., )p   gصميت  بما خا  1  0 ،,...,g p1 

 ( فاقد جواب باشد.5-8كه سيستم خطي) طوری موجود باشد به

 گردد. اثبات مي 7و  3با توجه به قضایای  9قضيه  

0بممممممممردار -10قضففففففففیه  nx  هممممممممای را بمممممممما مجموعممممممممه 0,..., ,
jj tF t j f x  1 و  0

 0

,.
,..., ,

i
i

rri
G r i q A x b  1   0در نظمر بگيریمد. بممردارx   یم  جممواب( , ) A b بمرای مسمماله   لزومما كممارا

A( برای همر  3ی  جواب شدني مساله) 0x( است اگر و تنها اگر 3ای ) ریزی خطي چند هدفه بازه برنامه A ،

b b عووه ی  بردار  باشد و به( ,..., )p   gبا خاصيت  1  0 ،,...,g p1كمه   طوری موجود باشد به

 ( فاقد جواب باشد.5-8سيستم خطي)

 واضح است. 10اثبات قضيه ، 7و  4با در نظر گرفتن قضایای 

0بممممممممردار -11قضففففففففیه nx  هممممممممای را بمممممممما مجموعممممممممه 0,..., ,
jj tF t j f x  1 و  0

 0

,.,..., ,
ii
rriG r i q A x b  1 0در نظر بگيرید. بردارx  ی  جواب( , , ) A b C   لزومما كمارای ضمعيف 

( برای همر  3ی  جواب شدني مساله) 0x( است اگر و تنها اگر 3ای ) ریزی خطي چند هدفه بازه برای مساله برنامه

A A ،b b  عمووه یم  بمردار ناصمفر       باشد و بمه ( ,..., )p   gبما خاصميت    1  0 ،,...,g p1 

 ( فاقد جواب باشد.9-11كه سيستم خطي) طوری موجود باشد به

 گردد. به راحتي ثابت مي 8و  5با توجه به قضایای  11قضيه 

0بمممممممردار -12قضفففففففیه  nx   همممممممای  را بممممممما مجموعمممممممه 0,..., ,
jj tF t j f x  1 و  0

 0

,.
,..., ,

i
i

rri
G r i q A x b  1 0در نظر بگيرید. بردارx  ی  جواب( , , ) A b C  بمرای مسماله    لزومما كمارا

A( برای همر  3ی  جواب شدني مساله) 0x( است اگر و تنها اگر 3ای ) ریزی خطي چند هدفه بازه برنامه A ،
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b b عممووه یمم  بممردار    باشممد و بممه ( ,..., )p   gبمما خاصمميت  1  0 ،,...,g p1  موجممود باشممد

 ( فاقد جواب باشد.9-11كه سيستم خطي) طوری به

.شود نتيجه مي 12، قضيه  8و  6با درنظر گرفتن قضایای   

 

 های عددی مثال  4

 شوند. مي یي عددی در ادامه بيانها ، مثال3به منظور درک بهتر نتایج ارایه شده در بخش

ای زیر را در نظر بگيرید. مساله برنامه ریزی خطي دوهدفه بازه -1مثال  
[ , ] [ , ] ,

[ , ] [ , ] [ , ] ,

. . [ , ]

[ , ] [ , ] [ , ],

, , .

Min x x x

Min x x x

s t x x x

x x x

x x x

   

    

  

   


2

1 2 3

1 2 3

1 2 3

1 2 3

1 3

11 2 1

1 0 2 0 1 2

2 01 3

1 3 1 2 4 6

0

                                          (12) 

0بردار  ( , , )tx  11 هما   های موجمود در محمدودیت   ( برای هر انتخاب ممکن از بازه12، ی  جواب شدني مساله )0

 (،12رین ناحيه شدني حاصل از مساله )ت در كوچ  0xكه  است. این مطلب با توجه به این

,

,

,

, ,

x x x

x x x

x x x

  

  



1 2 3

1 2 3

1 2 3

2 3

3 2 4

0

 

 شود. مي كند نتيجه صدق مي

( با در نظر گرفتن 12( متناظر با مساله )5-8ستم خطي)سي 1 و 0 2  صورت،  به 1

( ) ( ) ,

,

,

, , , , , ,

x x x x

x x

x x x x

x x x x x x

   

 

    



1 2 1 2
1 1 2 2

1 2
3 3

1 2 2 2
3 1 2 3

1 2 1 2 1 2
1 1 2 2 3 3

2 0

0

2 2 1

0

 

xهممای  شممود. نشممدني بممودن ایممن سيسممتم بمما درنظرگممرفتن محممدودیت  حاصممل مممي  x x x    1 2 2 2
3 1 2 32 2 و  1

, , ,x x x x 2 2 1 2
1 2 3 3 0، 9شود. بدین ترتيب با توجه به قضميه   ، نتيجه مي0 ( , , )tx  11 )یم  جمواب    0 , ) A b  لزومما

 ( است.12كارای ضعيف برای مساله )

ای زیر را در نظر بگيرید. ریزی خطي دو هدفه بازه مساله برنامه -2مثال  

  

[ , ] ,

[ , ] ,

. . [ , ] ,

[ , ] [ , ] [ , ],

, , .

Min x x x

Min x x x

s t x x x

x x x

x x x

  

 

   

   


2

1 2 3

1 2 3

1 2 3

1 2 3

1 3

2 1 2

4 3 3 5

2 11 3

1 3 1 2 4 5

0

(13                                                )  

 [
 D

O
I:

 1
0.

52
54

7/
ja

m
lu

.1
8.

2.
25

 ]
 

 [
 D

O
R

: 2
0.

10
01

.1
.2

25
17

28
6.

20
21

.1
8.

2.
6.

1 
] 

 [
 D

ow
nl

oa
de

d 
fr

om
 ja

m
lu

.li
au

.a
c.

ir
 o

n 
20

26
-0

2-
01

 ]
 

                             9 / 11

http://dx.doi.org/10.52547/jamlu.18.2.25
https://dor.isc.ac/dor/20.1001.1.22517286.2021.18.2.6.1
https://jamlu.liau.ac.ir/article-1-1955-en.html


  ایریزی خطي چندهدفه با ضرایب بازههای مختلف در مسایل برنامهبررسي مفاهيم جواب، ریوازو  نژاد قلي

 

34 

0بردار  ( , , )tx  11 هما   همای موجمود در محمدودیت    ( برای هر انتخاب ممکن از بازه13، ی  جواب شدني مساله)0

 (، 13رین ناحيه شدني حاصل از مساله )ت در كوچ  0xكه  است. این مطلب با توجه به این

,

,

,

, ,

x x x

x x x

x x x

  

  



1 2 3

1 2 3

1 2 3

2 3

3 2 4

0

 

 شود. كند، نتيجه مي صدق مي

( با در نظر گرفتن 13( متناظر با مساله )9-11تم خطي)سيس 1 و 1 2  صورت  به 0
,

,

,

y y y

y

y y y

  



    

1 2 3

3

1 2 3

2 0

0

2 1

 

y,همای   شود. با توجمه بمه محمدودیت    حاصل مي y y  1 2 32 y, و 0 y y    1 2 32 نشمدني بمودن ایمن     1

0، بردار 12سيستم واضح است. بنابراین طبق قضيه  ( , , )tx  11 )ی  جواب   0 , , ) A b C    لزومما كمارای ضمعيف

 ( است.13ای ) بازه  خطي چندهدفه ریزی برای مساله برنامه

 

 گیری  نتیجه 5

نظر قمرار گرفتنمد. متنماظر بما چنمين مسمایلي،       ای مد خطي چندهدفه با ضرایب بازهریزی  در این مقاله، مسایل برنامه

ریمزی   برنامه در ی  مسالهها  گونه جواب های گوناگوني تعریف شد. در ادامه به منظور تشخيص این مفاهيم جواب

همایي عمددی    نتمایج در مثمال   كارایي ای، شرایط لازم و كافي ارایه شدند. در پایان، خطي چندهدفه با  ضرایب بازه

 مورد بررسي قرار گرفتند.

ریمزی خطمي    هما در مسمایل برناممه    های جدید و بيان نتمایج و شمرایطي پيراممون تشمخيص آن     معرفي مفاهيم جواب

تواند به عنوان موضوعاتي برای تحقيقات آتي مدنظر قرار گيرنمد. همچنمين بررسمي     ی ميا چندهدفه با ضرایب بازه

توانمد   همای حمل كارآممد و جدیمد هممواره ممي       روش ارایهای به منظور  ریزی چندهدفه با ضرایب بازه مسایل برنامه

 مورد توجه باشد.
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