
 21-38 ص ص ،00بهار (،68 )پياپياول شماره  ،هجدهمسال  ،ی آنكاربردهادر تحقيق در عمليات  مجله

 2251-7286 شاپا

21 

 

 هاچندهدفه با استفاده از تحلیل پوششی داده مسیر ترین کوتاه مسالهحل 

 
*۲فاطمه قندی، 1مصطفی داوطلب علیائی  

، ایرانكاشانكاشان، گروه ریاضي كاربردی، دانشگاه  ،استادیار-1  

، ایراندانشگاه كاشان، گروه ریاضي كاربردی، كاشان، دانشجوی دكتری-2  

 

 1397آبان  13مقاله:  ديرس

 1399مهر  5مقاله:  رشیپذ

 

 چکیده 

واقعي چندین مولفه  مسایلباشد. اما در بسياری از  هر شاخه تنها دارای یک مولفه مي ترین مسير، رایج كوتاه مسایلدر 

مسير با ماكزیمم سود و  ترین كوتاهای پيدا كردن شود. در چنين مواردی بر هزینه و سود برای هر شاخه در نظر گرفته مي

مسير چندهدفه را به یک  ترین كوتاهمساله توان این  ميریزی چندهدفه برخواهيم خورد كه برنامهمساله مينيمم هزینه به یک 

دو روش  مسير با ماكزیمم سود و مينيمم هزینه ترین كوتاهتک هدفه تبدیل نمود. برای انجام این كار در راستای یافتن مساله 

كنيم. سپس با  نمایيم. در روش اول از ارزیابي كارایي متقاطع به منظور یافتن امتياز كارایي هر شاخه استفاده مي مي ارایه

تک هدفه مساله آن را به یک  ،مسير چندهدفه ترین كوتاهمساله ها در تابع هدف  جایگذاری امتياز كارایي متقاطع شاخه

مسير با ماكزیمم كارایي را بين گره اول و  ترین كوتاهای طراحي شده كه  . تابع هدف مدل پيشنهادی به گونهكنيمتبدیل مي

دليل استفاده از روش  هب نمایيم. روش مامسير كارا معرفي مي ترین كوتاهاین مسير را به عنوان  .كند آخر شبکه تعيين مي

ارزیابي كارایي متقاطع، توانایي تمایز بيشترجهت تعيين بهترین مسير بين دو گره خاص در شبکه را دارد. در روش دوم 

ها باشد. برای این شاخهمسيری با ماكزیمم سود و مينيمم هزینه بيابيم كه مورد قبول تمام  ترین كوتاهسعي بر آن داریم كه 

یابيم كه به كمک آن قادر به تعيين  را مي ای ها، بردار وزنيبا استفاده از تکنيک وزن مشترک در تحليل پوششي دادهمنظور 

 .باشيمها مسير پاراتو مورد قبول از نظر تمامي شاخه ترین كوتاه

 
های مشترک، ارزیابي كارایي ها، مجموعه وزن مسير چندهدفه، تحليل پوششي داده ترین كوتاهمساله  کلمات کلیدی:

  متقاطع.

 

 

 مقدمه  ۱

رود.  مسير بين گره اول و آخر در یک شبکه داده شده به كار مي ترین كوتاهبرای یافتن  مسير ترین كوتاهمساله 

برای حل [ 1-3]مسير حل نمود. برای مثال  ترین كوتاهمساله توان با استفاده از  پيچيده را مي مسایلبسياری از 

اند. برای  مسير استفاده نموده ترین كوتاهمساله  ریزی مسير از ، مسيریابي وسيله نقليه و برنامهمسيریابي شبکه مسایل

                                                           
 دار مکاتباتعهده* 

 f.ghandi92@gmail.com آدرس الکترونيکي:
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توان به الگوریتم  به عنوان مثال مي گردیده است،ارایه چندین الگوریتم مختلف  1مسير ترین كوتاهمساله حل 

 [4-6]فورد، الگوریتم اكتشافي و الگوریتم ژنتيک  -ریزی پویای بلمن، الگوریتم بلمن دیجيسترا، الگوریتم برنامه

 مراجعه نمود. [7-9]توان به  مسير مي ترین كوتاهمساله اشاره كرد. برای مطالعه بيشتر در زمينه 

به طور مثال هزینه یا مسافت( دارای یک عنصر ) ل هر شاخه تنهاطور معمومسير به  ترین كوتاه مسایلدر 

واقعي دو یا بيشتر از دو عنصر )هزینه سفر، ميزان مسافت بين دو شهر، ایمني جاده و  مسایلكه در  است. در حالي

 2مسير چندهدفه نتری كوتاهمساله به مساله گونه موارد  غيره( برای هر شاخه ممکن است وجود داشته باشد. در این

 مسایل  مسير است كه به دسته ترین كوتاهمساله نيز توسيعي از  3مسير دو هدفه ترین كوتاهمساله شود.  تبدیل مي

های حل  هدفه و روشمسير دو  ترین كوتاهمساله تعلق دارد. برای مطالعه بيشتر در مورد  مسير چندهدفه ترین كوتاه

 باشند. شامل مطالعه مروری در این زمينه مي [18،17]مراجعه نمود. همچنين  [10-16توان به ]آن مي

ن الگوریتم و روش ، چندیاستبيشتر از دو مولفه دارای ي كه در آن هر شاخه از شبکه مسایلبرای حل 

، [21-23]گذاری  هایي همچون روش برچسب وان از روشت ميمثال  به عنوانكه  [19،20]مختلف وجود دارد 

و غيره نام برد. برای مطالعه و [ 30] ، روش دوگان لاگرانژی[27-29]الگوریتم ارزیابي ،[24-26] الگوریتم تقریبي

 [31-33]توان به  مي ،مسير چندهدفه ترین كوتاه مسایلهای موجود در  ها و روش ها، الگوریتم مروری بر تئوری

 مراجعه نمود.

مساله به منظور تبدیل  (DEA) 4ها توان از تحليل پوششي داده يمسير چندهدفه م ترین كوتاهمساله برای حل 

در ابتدا توسط چارنز و  DEAسازی تک هدفه استفاده نمود.  بهينهمساله مسير چندهدفه به یک  ترین كوتاه

با ] 36[توسيع داده شد. اميرتيموری ] 35[معرفي گردید و سپس توسط بنکر و همکارانش ] 34[همکارانش 

 ها در یک شبکه داده شده را محاسبه نمود و كارایي مربوط به هر یک از شاخه DEAدر  CCRاستفاده از مدل 

شده در  ارایهسازی تک هدفه، مسير ماكزیمم كارایي را مشخص نمود. روش  سپس با استفاده از یک مدل بهينه

شود كه یک گره  هایي مقایسه مي باشد. اول آنکه در این روش هر شاخه فقط با شاخه دارای چند ضعف مي ] 36[

ها،  برای تخمين امتياز كارایي شاخهكه است این تر  ، منطقيمسایلاز كه در برخي  مشترک با آن دارند. در حالي

 DEAها در  پذیری وزن ه به دليل انعطافگردد. دوم اینک های موجود در شبکه مقایسه هر شاخه با تمامي شاخه

مسير كارا  ترین كوتاهروش پيشنهادی اميرتيموری ممکن است چند مسير مختلف با ماكزیمم كارایي را به عنوان 

مسير  ترین كوتاهدارای ماكزیمم كارایي است، ولي ممکن است [ 36]معرفي كند. سوم آنکه مسير تعيين شده در 

 نباشد.

گردد.  ، دو روش پيشنهاد ميمسير با ماكزیمم سود و مينيمم هزینه ترین كوتاهدر این مقاله برای پيدا كردن 

ارایه  [37توسط سکستون و همکارانش] )كه برای اولين بار 5در روش اول با به كاربردن ارزیابي كارایي متقاطع

مسير چندهدفه  را  ترین كوتاهمساله نمایيم و با استفاده از آن  امتياز كارایي را برای هر شاخه محاسبه مي ،گردیده(

                                                           
1
 Shortest path problem   

2 Multi-objective shortest path problem   
3 Bio-objective shortest path problem  
4 Data envelopment analysis  
5 Cross-efficiency evaluation  
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گردد همان  كنيم. مسيری كه توسط این تابع تک هدفه تعيين مي سازی تک هدفه تبدیل مي بهينهمساله به 

رایي ناميم. استفاده از ارزیابي كا كارا مي مسير ترین كوتاهمسير با ماكزیمم كارایي است كه آن را  ترین كوتاه

ها یکتا باشد. بنابراین روش پيشنهادی قدرت تمایز بيشتری در تعيين  بندی شاخه شود كه رتبه متقاطع باعث مي

ویژگي دیگر این روش این است كه به  ،مسير كارا دارد. علاوه بر این ترین كوتاههای كارا و پيدا كردن  شاخه

گردد. در روش دوم با  های موجود در شبکه مقایسه مي متياز كارایي، هر شاخه با تمام شاخهمنظور محاسبه ا

تک هدفه تبدیل مساله مسير چندهدفه را به یک  ترین كوتاهمساله ، DEAاستفاده از مفهوم وزن مشترک در 

باشد، مشخص ها مينمایيم. به كمک مدل پيشنهادی، مسير پاراتو كارایي كه مورد قبول برای تمامي شاخه مي

 شود. مي

به شرح  3گردد. در بخش  مي ارایهو روش ارزیابي كارایي متقاطع  DEAمرور مختصری بر  2در بخش 

مسير با  ترین كوتاههای پيشنهادی برای مشخص كردن  پردازیم. سپس روش مسير مي ترین كوتاهرایج مساله 

یک مثال عددی  ارایهبا  4دهيم. در بخش  مي ارایههدفه را مسير چند  ترین كوتاهمساله ماكزیمم كارایي برای حل 

 پردازیم. هایشان مي های مذكور و مزیت به شرح بيشتر روش

 

 کارایی متقاطع و تکنیک وزن مشترکارزیابی ای بر  مقدمه  ۲

 ای بر ارزیابی کارایی متقاطعمقدمه ۲-۱

خروجي  sورودی و  mرا در نظر بگيرید كه هر یک شامل  (DMU) 1واحد تصميم گيرنده nای از  مجموعه 

jDMUاُمين خروجي برای  -rاُمين ورودی و  -iاست.  ,  j ,...,n1  به ترتيب به صورت
ijx (i ,...,m)1  و

),...,1( sryrj شوند. مدل  نشان داده ميCCR  گردید به صورت زیر  ارایهكه توسط چارنز، كوپر و رودز

 باشد: مي
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كه در آن
ikv و

rku به ترتيب i-  اُمين وزن ورودی وr-  اُمين وزن خروجي برای 
k

DMU  هستند. مدل زیر

 باشد. ( مي1فرم خطي مدل )

                                                           
1 Decision making unit  
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s
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iv  مجموعه DMUشود. هر  بار اجرا مي nها، DMU( برای مشخص كردن امتياز كارایي2مدل ) (i ,...,m)1 

ru های ورودی و از وزن (r ,...,s)1پذیرد.  های خروجي را برای ماكزیمم كردن امتياز كارایي خود مي از وزن

است. به طور كلي  کیامتياز كارایي بين صفر و 
k

DMU شود،  کی( برابر 2بهينه مدل )كاراست اگر جواب

* یعني

ke 1 صورت ناكارا خواهد بود. برای اطلاعات بيشتر در زمينه  و در غير اینDEA 38[توان به  مي 

 مراجعه نمود.]

كارایي متقاطع 
j

DMU ( برای 2هایي كه توسط مدل ) وابسته به وزن
k

DMU شود، به صورت زیر  انتخاب مي

 گردد. محاسبه مي
s

*

rk rk

r
kj m

*

ik ik

i

u y

E ,  k, j ,..., n,

v x





  




1

1

1 1 

( است. امتياز كارایي متقاطع 2های بهينه حاصل از مدل ) بيانگر وزن كه )*(
j

DMU به صورت ميانگيني از 

kjE (k ,...,n)1 شود. تعریف مي 
n
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E E
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 
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1 

یکتا هستند. برای های متقاطع غير بنابراین كارایي ( اغلب دارای جواب بهينه چندگانه است،2كه مدل )از آنجایي

 تعریف نمودند. بدبينانه( كه به صورت زیر است رامدل خوشبينانه ) ]39 [حل این مشکل دویل و گرین
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*كه در آن 

kkE ( برای 2جواب بهينه مدل )
k

DMU  .دهد. ( را نشان مي3( فرم خطي مدل )4مدل )است 
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شده است. به عنوان  ارایههای ثانویه متفاوتي های كارایي متقاطع، تاكنون هدفیکتایي اندازهبرای رفع مشکل غير

آل برای هر به عنوان نقطه ایده 1جدید با در نظر گرفتن ف ثانویه اهدابا معرفي [ 40] ليانگ و همکارانش مثال

های ليانگ و همکارانش،  با توسيع مدل [،41]  نونگ و چایسپس  .د، مدل دویل و گرین را توسعه دادنواحد

های  گسترش مدل با] 42[ .تغيير كرد  CCRبه كارایي  1  آل از ها نقطه ایده نمودند كه در آن ارایههایي  مدل

گيری های تصميمی خروجي نامطلوب، چند مدل هدف ثانویه برای ارزیابي كارایي متقاطع واحد موجود در حوزه

اهداف ثانویه جدیدی بر اساس تعداد ] 43[همچنين داوطلب عليائي . نموده است ارایهبا خروجي نامطلوب 

یي كه روش دویل و گرین از آنجاتوجه شود داد.  ارایهرسند، كارایي خود مي واحدهایي كه به ماكسيمم ميزان

ها از مدل  ها است، در این مقاله برای محاسبه امتياز كارایي متقاطع شاخه تری نسبت به سایر روش روش معروف

حاسبه امتيازهای توان هر روش موجود دیگری را برای م كنيم، اما این نکته قابل ذكر است كه مي ( استفاده مي4)

ها نيز  كار برد و در واقع روش پيشنهادی در این مقاله، قابل اجرا به كمک سایر مدلها بهكارایي متقاطع شاخه

 باشد. مي

شده برای بردار نمرات كارایي متقاطع توليددومين مشکل در روش ارزیابي كارایي متقاطع این است كه 

DMU  های گوناگوني پيشنهاد شده است. برای برای رفع این مشکل نيز روش [.44]ها، ممکن است پاراتو نباشد

 یها وان بازیکنبه عنها   DMUها با در نظر گرفتن به كمک مفاهيمي از نظریه بازی [.45، 46] نمونه در دو مقاله

 [47]وو و همکارانش شده است. ارایه گيرنده،  ی تصميمپاراتو بودن كارایي متقاطع واحدهابرای رفع غير ،مدل

بخشد. اخيرا ها را بهبود ميDMU دادند كه با حل چند مدل، نمرات كارایي متقاطع همه ارایه الگوریتمي 

ه مثالي نشان دادند كه الگوریتم وو و همکاران ممکن است در حالت كلي با ارای] 48[داوطلب عليائي و اصغریان 

پاراتو توليد نکند. سپس یک برنامه چندهدفه برای توليد تمامي امتيازهای ای از امتيازهای كارایي متقاطع  مجموعه

ه دادند كه با توليد وزن مشتركي از ها در ادامه یک مدل خطي ارایپاراتو پيشنهاد دادند. آن  كارایي متقاطع

DMU دست آورد. هها، قادر خواهد بود یک بردار از امتيازهای كارایي متقاطع از واحدها را ب 
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 ای بر تکنیک وزن مشترکمقدمه ۲-۲

مطرح و سپس توسط رول و ] 49[ های مشترک برای اولين بار توسط كوک و همکاران ایده مجموعه وزن

ها تنها  ی الگوهایي است كه از طریق آن ارایه. به طور خلاصه، هدف از این تحقيقات تکميل شد] 50 [همکاران

یي اسبه و مقایسه كارآید و نسبت به محا دست بههای ورودی و خروجي  یک وزن برای هر یک از شاخص

شوند، سپس به  بندی مي بتدا واحدهای كارا و ناكارا طبقهبه این ترتيب كه ا د.واحدها بر مبنایي مشترک اقدام شو

آید. به كمک این  ها برای واحدهای كارا به دست مي مجموعه مشتركي از وزن،   DEAكمک یک مدل مبتني بر

رگي این اندازه معياری برای شود كه بز گيری یک اندازه تعریف مي های مشترک برای هر واحد تصميم وزن

های اخير توجه بسياری را جلب  های مشترک در سال بندی خواهد بود. تحقيق در خصوص موضوع وزن رتبه

جهانشاهلو و  شده است. برای مثال، ارایهو الگوهای گوناگوني با رویکردهای مختلف در این زمينه كرده 

دد و در های مشترک واحدها محاسبه گر دادند كه با حل تنها یک الگو، مجموعه وزن ارایهروشي  ] 51[همکاران

تری توسط ساعتي و  وش كاملشوند. سپس ر بندی مي ای واحدهای كارا رتبه مرحلهنهایت با حل یک الگوی دو

شود. همچنين ماكوئي و  ها محاسبه مي شد كه با استفاده از این روش، مقدار ميانگين بين كران ارایه[ 52]همکاران 

ها  گيری امکان اختيار بهترین وزن ها به واحدهای تصميم با ذكر این نکته كه تحليل پوششي داده[ 53]همکاران 

ریزی با اهداف چندگانه خطي  یک الگوی برنامهمساله دهد، برای حل این  را مي برای محاسبه مقادیر كارایي

گيرنده به  مواحدهای تصمي ابتدا یک بردار وزني مشترک برای كليه] 54[تيموری و همکاران امير اند. پيشنهاد داده

های مشترک یک اندازه كارایي جدید برای واحدها تعریف و با این  و با استفاده از این وزن آورند دست مي

بندی واحدهای كارا چند روش  به منظور رتبه] 55[ساعتي و همکاران  شوند. بندی مي دازه كارایي واحدها رتبهان

ها با استفاده از  ه مشترک وزنها، مجموع . در این روشاند داده ارایهها  ساده جهت تعيين مجموعه مشترک وزن

ها، بدون حذف و گرد  شود. بر خلاف بسياری از روش ها حاصل مي های استاندارد تحليل پوششي داده نتایج مدل

 ] 56[ليو و پنگ . شود ها تعيين مي ها در محاسبات، مجموعه مشترک وزن ها و دخالت دادن تمام وزن كردن وزن

كردند كه با تعيين فاصله از خط الگو، واحدها را از ارایه آوردن مجموعه وزن مشترک، مدلي  دست بهبه منظور 

 باشد: ها به شرح زیر مي كند. مدل پيشنهادی آن یکدیگر متمایز مي
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oكه در آن  

j  وI

j .همچنين  به ترتيب فاصله مجازی عمودی و افقي تا خط الگو هستندE  بيانگر مجموعه

Iدل فوق را با در نظر گرفتن باشد. مهمه واحدهای كارای قوی مي o

j j j    توان به صورت خطي زیر  مي

 نوشت:

*

j

j E

s m

rj r ij i j

r i

i

r

Min 

s.t.    y u x v ,   j E,

        v ,  i ,...,m,

        u ,  r ,...,s.                                                                           ( )



 

  

   

   

   



 
1 1

0

0 1

0 1 6

 

مسير با بيشترین كارایي به كمک تکنيک وزن  ترین كوتاهیک روش به منظور یافتن  ارایهدر این مقاله برای   

شده در زمينه وزن مشترک نيز  ارایههای  مدل توان از سایر نمایيم. مي مشترک، از روش ليو و پنگ استفاده مي

 كمک گرفت.

 

 مسیر ترین کوتاهمساله ای بر مقدمه ۳

 مسیر ترین کوتاهمساله  ۳-۱

Gشبکه  (N,A,c)  را در نظر بگيرید كه در آنN  مجموعه تمامn   گره موجود در شبکه، مجموعهA 

,i)شاخه pشامل  j) های شبکه است كه گره  موجود بين گرهi  را به گرهj كند و تابع  متصل ميRAc :  به

مقدار (i,j)هر شاخه 
ij

c كند. را نظير مي 
ij

c ,i)تواند بيانگر طول مسير مي  j)  باشد و یا هزینه سفر بين گرهi و j 

را نشان دهد. فرض كنيد بين گره اول و آخر در یک شبکه چندین مسير مختلف وجود دارد، هزینه هر مسير با 

ترین  مسير با كم ترین كوتاهخواهيم  شود. مي هایي كه به این مسير تعلق دارند محاسبه مي های شاخه جمع هزینه

ن كار ابتدا برای هر شاخه متغير آوریم. برای ای دست بههزینه را  بين دو گره دلخواه در شبکه 
ij ij

(i, j) A

e Z


  را

,i) دهد كه شاخه  نشان مي ijZكنيم. متغير  تعریف مي j)یا خير. یعني اگر در مسير وجود دارد و ijZ 1  ،

,i)شاخه j)  در مسير وجود دارد و اگرijZ 0  ترین كوتاهمساله این شاخه در مسير نخواهد بود. مدل ریاضي 

 به صورت زیر بيان مي گردد. nتا  1مسير بين گره 
n n t s n n

l r

l ij r ij ij ij ij

j i l r j i

ij ki

{ j|(i, j) A} {k|(k,i) A}

ij

Min Z ( v c u d )z (f )z

,     i

s.t. z z ,    i { ,n}

,   i n

        z { , }, (i, j) A.                                       

     

 

  




  
 

  
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1 1 1 1 1 1

1 1

0 1

1

01                                         ( )7
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 مسیر چندهدفه  ترین کوتاهمساله   ۳-۲

واقعي ممکن است برای هر شاخه در یک شبکه چندین ورودی و خروجي وجود داشته  مسایلدر بسياری از 

,i)چندهدفه تبدیل شود. بدین منظور هر شاخهمساله ( باید به یک 7گونه موارد، مدل )باشد. در این j)  را به

ولفه سود )خروجي( است، كه به م sمولفه هزینه )ورودی( و  tگيریم كه دارای  در نظر مي DMUعنوان یک 

tترتيب با 

ij ij(c ,...,c sو 1(

ij ij(d ,...,d tشوند. بنابراین هر شاخه دارای نشان داده مي 1( s  مولفه است. هدف

كه هر گره  باشد، به طوری مسير با بيشترین سود و كمترین هزینه از بين گره اول تا گره آخر مي ترین كوتاهیافتن 

tمدل زیر را كه دارای در این مسير، فقط یک بار در نظر گرفته شوند. بنابراین باید s  هدف است، برای

 مسير با ماكزیمم سود و مينيمم هزینه، حل نمود. ترین كوتاهكردن پيدا
n n n n

l r

ij ij ij ij
l,r

j i j i

ij ki

{ j|(i, j) A} {k|(k,i) A}

ij

Min Z c z d z

,     i

s.t. z z ,    i { ,n}

,   i n

         z { , },  (i, j) A.                                                        

   

 

 




  
 

  

 

 

1 1 1 1

1 1

0 1

1

01                        ( )8

 

l(، 8در مدل ) t 1  وr s 1 .مسير با  ترین كوتاههایي را برای یافتن در ادامه و در بخش بعدی روش است

 نمایيم. مي ارایههای یک شبکه دلخواه  در بين گرهماكزیمم سود و مينيمم هزینه 

 

 مسیر چندهدفه ترین کوتاهمساله حل  ۴

 حرطم DEAكارگيری مفاهيمي از  هچندهدفه با ب مسير ترین كوتاهمساله در این بخش دو روش برای حل 

مسير با ماكزیمم  ترین كوتاه،  كنيم كه با استفاده از اندازه كارایي متقاطع. در ابتدا روشي را پيشنهاد ميدوش مي

 ترین كوتاههای مشترک جهت یافتن آورد. سپس روشي دیگر با تکيه بر تکنيک وزنمي دست بهميزان كارایي را 

  نمایيم. مي ارایهمسير پاراتو كارا در یک شبکه دلخواه، از گره اول به گره آخر 

 
 مسیر با بیشترین کارایی به کمک کارایی متقاطع ترین کوتاهیافتن  ۴-۱

كنيم. برای  مسير با ماكزیمم كارایي، از روش ارزیابي كارایي متقاطع استفاده مي ترین كوتاهبرای مشخص كردن 

*بریم. فرض كنيد  ( را به كار مي4محاسبه امتياز كارایي متقاطع هر شاخه، مدل )

ijE  امتياز كارایي متقاطع مربوط

,i)به شاخه j) تا گره  1مسير كارا بين گره  ترین كوتاهباشد، مدل زیرn كند. را محاسبه مي 
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ij

*
(i, j) A ij

ij ki

{ j|(i, j) A} {k|(k,i) A}

ij

z
Min Z

E

,     i

s.t. z z ,    i { ,n}

,   i n

         z { , },  (i, j) A.                                                                              (



 






  
 

  



 

1 1

0 1

1

01 )9

 

*توان از  توجه شود كه مي

ijE كه همان كارایي خودارزیابي برای شاخه(i, j)  است، به جای امتياز كارایي

 DMUهای شبکه به عنوان  كارایي متقاطع استفاده نمود. با استفاده از امتيازهای خودارزیابي، بسياری از شاخه

های كارای شبکه نخواهيم بود. در چنين  شوند و در نتيجه به طور دقيق قادر به تعيين شاخه های كارا مشخص مي

 است چندین مسير مختلف به عنوان مسيرهای كارا تعيين شوند. حالتي ممکن

ijمينيمم نمودن  روش پيشنهادی هدفاز آنجایي كه 

*
(i, j) A ij

z
z

E

  به دنبال پيداكردن ( 9، مدل )است

با بيشترین  هایي جواب
ijZ 0 .ای كه شامل كمترین شاخه مسير بهينه (9بدین معني كه مدل ) ممکن خواهد بود

 د. از طرف دیگر چون در تابع هدف،خواهد آور دست بهممکن باشد را 
*

ijE

 (9)ها هستند، مدل ijZضریب  1

طور كه در بخش بعد خواهيم دید، روش  مسير با ماكزیمم كارایي ممکن را تعيين خواهد نمود. همان ترین كوتاه

مسير بين دو گره داده شده نيست و تنها تمركز آن بر یافتن مسيری با  ترین كوتاهقادر به تعيين  ] 36[پيشنهادی در 

به دنبال  ] 36[شده در  ارایهآید كه روش  باشد. این مشکل به این دليل به وجود مي بيشترین ميزان كارایي مي

 ماكزیمم نمودن
ij ij

(i, j) A

e Z


است كه در آن
ij

Z { , } های بهينه با . بنابراین با استفاده از این روش جواب01

بيشترین 
ij

Z 1 باشد.مسير نمي ترین كوتاهلزوما  ] 36[گردد. به همين دليل، مسير تعيين شده توسط  توليد مي 

ذكر است كه در محاسبه كارایي متقاطع هر شاخه بازده به مقياس ثابت در نظر گرفته شده است. این  هلازم ب

معمولا به نتایج نامناسبي  DEAهای محدودیت وزني  بدان خاطر است كه وقتي بازده به مقياس متغير است، مدل

در این مورد توضيح داده [ 58، 57]های  رسد ) در مقاله مانند امتياز كارایي متقاطع منفي و یا نشدني شدن مدل مي

توان  (. البته در صورت وجود اصل بازده به مقياس متغير، برای جلوگيری از بروز مشکلات مذكور، ميشده است

 ها استفاده نمود.های كارایي متقاطع شاخهجهت محاسبه اندازه] 59[از روش موجود در 

 

 مسیر کارا به کمک وزن مشترک ترین کوتاهیافتن  ۴-۲

مسير با بالاترین كارایي را مشخص كند. اما هيچ  ترین كوتاهگردید، قادر است  ارایه( 1–4)( كه در9مدل )

دهد،  دست بهیافته را  مسير توسيع ترین كوتاهمساله ( حتما مسير پاراتو كارا برای 9كه مدل ) تمهيداتي مبني بر آن

كنيم  و مفهوم وزن مشترک، روشي پيشنهاد مي DEAاندیشيده نشده است. به همين دليل در این قسمت به كمک 
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مسيری با  ترین كوتاهاین روش گردد. همچنين در  مسير پاراتو كارا مشخص مي ترین كوتاهكه با استفاده از آن 

 ها باشد.ل تمامي شاخهیابيم كه مورد قبوماكزیمم سود و مينيمم هزینه را طوری مي

طور كه  همان استفاده نمود. 1یزیشنرهای اسکالتوان از تکنيک مي (8) منظور یافتن جواب بهينه پاراتو از مدلبه 

ریزی  برنامهمساله آوردن جواب بهينه پاراتوی یک  دست بهیزیشن متفاوتي برای رهای اسکال دانيم، روش مي

باشد كه با تركيب نمودن توابع  مي 2دار شده ها، تکنيک مجموع وزن روشچندهدفه موجود است. یکي از این 

 ارایهتک هدفه جدیدی را مساله ها به عنوان تابع هدف،  دار شده از آن هدف و در نظر گرفتن یک مجموع وزن

با  و نمودهتبدیل تک هدفه است مساله زیر كه یک مساله به ( را 8مدل ) تکنيک،این در اینجا به كمک  دهد. مي

توان با حل مدل زیر ميدر نتيجه  [.60] كنيم( پيدا 7كارا برای مدل )حل آن قادر خواهيم بود یک جواب پاراتو

 برای شبکه را بيابيم. كارا  مسير پاراتو ترین كوتاه
t n n s n n

l r

l ij ij r ij ij

l j i r j i

ij ki

{ j|(i, j) A} {k|(k,i) A}

ij

Min Z v ( c z ) u ( d z )

,     i

s.t. z z ,    i { ,n}

,   i n

         z { , },  (i, j) A.                                         

     

 

 




  
 

  

   

 

1 1 1 1 1 1

1 1

0 1

1

01                                    ( )10

 

 توان به صورت زیر نوشت. مدل فوق را مي

n n t s n n
l r

l ij r ij ij ij ij

j i l r j i

ij ki

{ j|(i, j) A} {k|(k,i) A}

ij

Min Z ( v c u d )z (f )z

,     i

s.t. z z ,    i { ,n}

,   i n

         z { , },  (i, j) A.                                     

     

 

  




  
 

  

   

 

1 1 1 1 1 1

1 1

0 1

1

01                                        ( )11

 

rوجود  در صورت  lu , v 0 ( یک جواب 11هر جواب شدني از مدل )، (11)مساله جواب  به عنوان

توان مسيرهای  ( مي11های مختلف در مدل ) . بنابراین با انتخاب وزنخواهد بود( 8بهينه پاراتوی مدل )

های آورد. در حقيقت وزن دست بهرا  پاراتوی متفاوتي
r

u   و
l

v های هر  بيانگر ميزان درجه اهميت مولفه

گيرنده )مدیر(  ها از منظر تصميم باشند و اگر اطلاعاتي در مورد اهميت هر یک از مولفه یک از مسيرها مي

های مورد قبول  صورت به منظور یافتن وزن ایندر غير توان آن را در مدل وارد نمود. در دست باشد، مي

,i)هر شاخههای شبکه،  برای تمام شاخه j)  را به عنوان یکDMU كه ورودی به طوری  گيریمدر نظر مي

تکنيک وزن مشترک در  سپس با استفاده از. باشند های هزینه و سود  ، به ترتيب مولفه  های آن و خروجي

DEAرا  و كارایي همه را ماكزیمم كند بودهها  شاخهتمامي و مورد قبول  بردار وزني كه مناسبتوان  ، مي

كه كارایي  ای برای تک تک واحدها، از بردار وزني ي. در واقع به جای محاسبه بردار وزنایيممحاسبه نم

                                                           
1 Scalarization techniques  
2 Sum weighted  
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 ارایه(، مدل زیر را 6مدل )با استفاده از  شود. برای این كار ها را همزمان ماكزیمم كند، استفاده مي شاخهتمامي 

 دهيم.مي

t s

l l r r

l r

t s
l r

l ij r ij

l r

r

l

Min  v C u D

s.t.    v c u d ,  i,  j ,..., n,

        u ,  r ,...,s,

        v ,  l ,..., t.                                                                                

 

 



  

  

  

 

 

1 1

1 1

0 1

1

1              ( )12

 

شوند و  هایي كه در مسير قرار دارند به عنوان یک واحد گروهي در نظر گرفته مي تمام شاخه (12)در مدل 

به عبارت دیگر گردد.های عضو گروه محاسبه مي شاخههای تک تک  های این واحد گروهي از جمع مولفه مولفه

l
C جمع تک تک مولفهl- ها است یعني  ام هزینه تمام شاخه

n n
l

l ij
i j

C c
 


1 1

همچنين و 
r

D  جمع تک تک

یعني  ها است ام سود تمام شاخه -rمولفه 
n n

r

r ij
i j

D d
 


1 1

ماكزیمم كردن كارایي فوق در واقع هدف مدل . 

واحد گروهي است به نحوی كه هر یک از واحدها كه در این گروه قرار دارند نتوانند كارایي بيشتر از یک 

بردار وزني  (،12) كسب كنند. در نتيجه با حل مدل
s t

(u ,...,  u , v ,...,  v )1 گردد كه  ای محاسبه ميبه گونه 1

 یابد. كارایي كل مسير افزایش كمک آن  به

 

 مثال عددی ۵

 پردازیم. ها ميهای آنهای پيشنهادی و بيان مزیت و حل دو مثال عددی، به تشریح مدل ارایهدر این بخش با 

ببرد. بين این دو شهر چندین مسير مختلف  7به شهر  1یک آژانس توریستي باید مسافران را از شهر . ۱مثال

های شبکه در نظر  ها را به عنوان شاخه را به عنوان یک گره و مسير بين هریک از گرهوجود دارد. هر شهر 

   شاخه موجود است كه هریک دارای سه ورودی  12بينيم، در این شبکه  مي 1طور كه در شکل  گيریم. همان مي

(x1 ،فاصله بين دو شهرx2  هزینه حمل و نقل وx3 ( و دو خروجي ) هزینه بنزینy1  رضایت مسافر وy2  ایمني

ر هر چه بيشتر شود. چون مقدا مسير( هستند. مقدار بيمه تصادفات هر مسير به عنوان ایمني مسير در نظر گرفته مي

ست كه مسير دارای ميزان ایمني كمتری است. بنابراین معکوس مقدار بيمه به ا دهنده آن ادفات نشانبيمه تص

توان ميزان رضایت از سفر توسط ای مي شود. همچنين با طرح پرسشنامه در نظر گرفته مي y2عنوان خروجي 

نيز  2های جدول  آمده است. ستون 1برای این مثال در جدول ها ها و خروجيگردد. مقادیر ورودی مسافران تعيين 

ها ijfامتيازهای كارایي متقاطع و مقدار  ،CCR، كارایي [36]شده توسط  ارایهبه ترتيب بيانگر مقادیر كارایي 

 آمده با كمک تکنيک وزن مشترک( هستند. دست به( 10)ضرایب تابع هدف مدل )
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 مربوط به آژانس توریستي یها داده .۱جدول 

y2  y1  x3  x2  x1 j مسير   

578/0  558/0  9 39 350 1 → 2 1 

47/0  608/0  8 26 298 3 → 4 2 

449/0  625/0  7 31 422 1 → 3 3 

511/0  583/0  9 16 281 3 → 5 4 

342/0  625/0  6 16 301 2 → 4 5 

823/0  692/0  17 29 360 2 → 3 6 

351/0  683/0  10 12 350 2 → 6 7 

454/0  65/0  5 33 276 4 → 6 8 

826/0  625/0  5 25 323 4 → 7 9 

825/0  917/0  6 64 444 5 → 7 10 

269/0  208/0  5 25 323 4 → 5 11 

922/0  867/0  6 64 444 6 → 7 12 

 

 

 

 

 
 

 

 

 شهر 7موجود ميان  مسيرهای بين شهری .۱شکل

x*( داریم: 9با حل مدل ) 12 1 ،*x 24 1 ،*x 47 *داریم  دیگر jو  iو به ازای هر  1

ijx  0. 

 گردد: مسير با ماكزیمم كارایي به صورت زیر مشخص مي ترین كوتاهبنابراین 

  1 2 4 7 
گردد.  حاصل مي (، دقيقا همين جواب12كنيم. با حل مدل )حال روش دوم پيشنهادی را روی همين مثال اجرا مي

باشد، یک مسير مسير با ماكزیمم كارایي مي ترین كوتاهكه  آمده از روش اول، علاوه بر آن دست بهدر نتيجه مسير 

سود و مينيمم هزینه است كه  مسير با ماكزیمم ترین كوتاهپاراتو كارا نيز هست. این بدان معناست كه این مسير 

 باشد.ها نيز ميمورد قبول تمامي شاخه

بهينه مختلف به صورت زیر  برای حل مثال مذكور استفاده كنيم دو مسير] 36[شده در  ارایهاز طرفي اگر از روش 

 شود. توليد مي

   1 2 4 6 7 

   1 2 3 5 7 
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صورت  ها، قادر نيست به برای شاخه] 36[ز اهميت است. اول آنکه كارایي تعریف شده در در اینجا دو نکته حای

شاخه موجود، به  12شاخه از  9بينيم،  مي 2در جدول  3طور كه از ستون  ل شود. همانها قای بين شاخه یدقيق تمایز

 اند. عنوان كارا معرفي شده
 1مثالمربوط به نتایج  .۲جدول

ijf  *

ijE  ijE  
ije j مسير   

0040/0  0/6949 0/76 1 1 → 2 1 

0033/0  0/8643 0/92 0/97 3 → 4 2 

0046/0  0/6705 0/75 1 1 → 3 3 

0030/0  0/9160 1 1 3 → 5 4 

0032/0  0/9127 1 1 2 → 4 5 

0040/0  0/8350 0/96 1 2 → 3 6 

0037/0  0/8369 1 0/99 2 → 6 7 

0031/0  0/9874 1 1 4 → 6 8 

0035/0  0/9906 1 1 4 → 7 9 

 

به عنوان  7تا  1دو مسير مختلف بين شهرهای [، 36ه با استفاده از روش پيشنهادی در ]به همين علت است ك

گره هستند.  5هر دو دارای  ] 36[شده توسط كه مسيرهای بهينه توليد مسير كارا معرفي گردیده است. نکته دوم آن

 ارایهتوان نتيجه گرفت كه روش  گره است. بنابراین مي 4( شامل 9شده توسط مدل ) كه مسير بهينه معرفي در حالي

كند. در حقيقت تمركز روش مذكور تنها بر روی یافتن یک مسير با  مسير را معرفي نمي ترین كوتاه] 36[شده در 

 تر است. ها منطقي مسير با ماكزیمم كارایي بين گره ترین كوتاهكه یافتن  ماكزیمم كارایي است در حالي

*توان  مي (9طرفي در مدل ) از

ijE را جایگزین*

ijE2از جدول  5طور كه در ستون  ها نمود. با این جایگزیني همان 

( دو مسير بهينه كارای مختلف به صورت زیر 9شاخه موجود كارا هستند و بنابراین مدل ) 12شاخه از  7بينيم،  مي

 .نماید توليد مي

  1 2 6 7 

  1 2 4 7 
 مسير كارای یکتا است. ترین كوتاهاین نتيجه بيانگر نقش موثر ارزیابي كارایي متقاطع در توليد 

گره  17ای با  پيدا است، شبکه 2طور كه از شکل  آمده است را در نظر بگيرید. همان] 36[مثالي كه در  .۲مثال

مسير با بالاترین كارایي ممکن بين شهر تبریز تا  ترین كوتاهشاخه )مسير( داریم. هدف پيدا كردن  29)شهر( و 

جدول  و دو روش پيشنهادی، در ] 36[شده در  ارایهنتایج حاصل از حل این مثال به كمک روش   زاهدان است.

توان مشاهده نمود، با حل این مثال مسيری به صورت زیر مشخص  مي ]36 [طور كه در آمده است. همان 3

 گردد. مي
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 زاهدان-بين شهری تبریزموجود مسيرهای  .۲شکل

 شهركرد اصفهان اراک همدان زنجان قزوین تهران چالوس رشت تبریز

 زاهدان. كرمان یزد شيراز بندرعباس بوشهر یاسوج

 ( برای این مثال و در واقع استفاده از روش اول پيشنهادی، مسير حاصل به صورت زیر خواهد بود.9با حل مدل )

 زاهدان.یزدتهرانقزوین زنجان تبریز

 به صورت زیر است.  (12شده به كمک روش دوم پيشنهادی با حل مدل ) مسير مشخص

 زاهدان.كرمانیزدتهرانقزوین زنجان تبریز

 
 2مثالمربوط به نتایج . ۳جدول

ijf  *

ijE  ije  مسیر 

0053/0  071/0  07/0 رشت-تبریز   

0032/0  107/0  11/0 زنجان-تبریز   

0026/0  1675/0  17/0 رشت-زنجان   

0029/0  3423/0  36/0 همدان-زنجان   

001/0  609/0  62/0 قزوین-زنجان   

0018/0  1707/0  18/0 رشت-قزوین   
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0057/0  1898/0  2/0 اصفهان-قزوین   

0006/0  6209/0  72/0 تهران-قزوین   

007/0  1595/0  17/0 تهران-یزد   

0.0016 4295/0  45/0 چالوس-رشت   

0024/0  0794/0  09/0 تهران-چالوس   

0024/0  4131/0  43/0 اراک-تهران   

004/0  2311/0  24/0 اصفهان-تهران   

0012/0  5745/0  59/0 اراک-همدان   

004/0  1967/0  21/0 شهركرد-همدان   

0026/0  3/0  3/0 اصفهان-اراک   

0047/0  239/0  25/0 شيراز-اصفهان   

0026/0  2055/0  21/0 یاسوج-شيراز   

0063/0  1452/0  15/0 بندرعباس-شيراز   

0042/0  2595/0  27/0 یزد-شيراز   

0101/0  0923/0  1/0 زاهدان-یزد   

0037/0  2555/0  26/0 كرمان-یزد   

0059/0  1371/0  14/0 زاهدان-كرمان   

0051/0  1824/0  18/0 بندرعباس-كرمان   

0102/0  0599/0  06/0 بوشهر-بندرعباس   

0029/0  3181/0  33/0 یاسوج-بوشهر   

0091/0  1082/0  11/0 شهركرد-یاسوج   

0 9991/0 شهركرد-اصفهان 1   

0112/0  1238/0  13/0 زاهدان-بندرعباس   

 

گذرد، در  شهر مي 15از ، [36]شده  ارایهطور كه از نتایج قابل مشاهده است، مسير حاصل از روش  همان

گذرند. بنابراین با استفاده از  شهر مي 5و  4پيشنهادی، به ترتيب از   آمده از هر دو روش دست بهكه مسيرهای  حالي

آید و در  مي دست به] 36[شده در  ارایهتری در مقایسه با روش  های پيشنهادی در این مقاله، مسيرهای كوتاه روش

مسير نيست و تنها تمركز  ترین كوتاهقادر به پيدا كردن  ] 36[واقع این مثال بيانگر آن است كه روش پيشنهادی 

 ترین كوتاهكه هدف اصلي پيدا كردن  باشد. در حالي این روش بر روی پيدا كردن مسيری با ماكزیمم كارایي مي

طور كه مشاهده  باشد. از طرف دیگر همان مسير با بيشترین سود و كمترین هزینه بين دو شهر تبریز و زاهدان مي

وش دوم در مقایسه با روش اول پيشنهادی، یک شهر بيشتر دارد. این بدان علت است شود، مسير حاصل از ر مي

  شود. ها اهميت داده مي مسير ممکن، به تمامي شاخه ترین كوتاهكه در روش دوم، برای انتخاب بهترین و 
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 گیری نتیجه 6

باشد. در صورتي كه در بسياری  هر شاخه از شبکه تنها دارای یک مولفه مي مسير ترین كوتاهمساله رایج  مسایلدر 

مساله شود. در این گونه موارد باید  واقعي چندین مولفه مختلف برای هر شاخه در نظر گرفته مي مسایلاز 

ید، دگر ارایهتوسيع داده شود. در این مقاله دو روش  چندهدفه مسير ترین كوتاهمساله به یک   مسير ترین كوتاه

شود. در حقيقت با  كه در روش اول از ارزیابي كارایي متقاطع به منظور تعيين امتياز هر شاخه استفاده مي

 مساله را به یک  مسير چندهدفه ترین كوتاهمسأله جایگذاری امتياز كارایي متقاطع هر شاخه در تابع هدف،  

ت ارزیابي كارایي متقاطع، روش ما توانایي بيشتری در تعيين كنيم. با توجه به قدر سازی تک هدفه تبدیل مي بهينه

مسير با بيشترین كارایي را  ترین كوتاهبهترین مسير بين دو گره خاص در یک شبکه را دارد. به علاوه مدل مذكور، 

تقاطع، هر ها با استفاده از روش ارزیابي كارایي م كند. به منظور تعيين امتياز شاخه بين دو گره در شبکه مشخص مي

گردد. در روش دوم از تکنيک وزن مشترک به منظور یافتن  های موجود در شبکه مقایسه مي شاخه با تمام شاخه

ایيم و به كمک آن نم باشد و كارایي همه را ماكزیمم كند، استفاده ميها  شاخهبردار وزني كه مناسب تمامي 

توان روش پيشنهادی را به  آتي، مي های در پژوهش كنيم. وب را مشخص ميمسير پاراتو كارای مطل ترین كوتاه

 شبکه نيز به كار برد. 2و یا هزینه جریان 1حمل و نقل مسایلطور مشابه در حل 
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