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 خاكستری یخط یزیر برنامه لیمسا در یدوگان جینتا یبرخ

 
 *1داود درویشی سلوكلایی

 ، تْشاى، ایشاىسیاضي، گشٍُ پيام ًَس، داًطگاُ استادیاس

 

 1396آرس   6همالِ:  ذيسس

 1398 فشٍسدیي 31 همالِ: ششیپز

 

 چکیده 

 یکشدّایسٍ يخغ یضیس تشًاهِ یّا هذل دس كيًادل ةیضشا ٍ پاساهتشّا هٌاسة فيتَغ ٍ ّا دادُ تيلغع عذم تا هَاجِْ ایشت

ِ . استت  هسایل گًَِ يیا یساص هذل دس یخاكستش یّا ستنيس ِیًظش اص استفادُ ّا آى اص يکی. است ضذُ اسایِ يهختلف  ژُ،یت ٍ تت

 تتا  خغتي  یضیت س تشًاهِ اص ًَعي همالِ، ایي دس. است كشدُ جلة خَد تِ سا یادیص هحمماى یخاكستش يخغ یضیس تشًاهِ شاًياخ

 یكاستشد هفَْم اص استفادُ تا ،یخاكستش یضیس تشًاهِ هسالِ دٍگاى يهعشف ضوي. شديگ يه لشاس هَسدتحث خاكستشی ضشایة

 هسالِ ٍ یپاساهتش هذل ييّوچٌ. ضَد يه اسایِ هسایل يیا دٍگاى ٍ ِياٍل هسالِ ييت سٍاتظ يتشخ ،یخاكستش اعذاد یذساصيسف

 دس دٍگتاى  ٍ اٍليِ يخغ یضیس تشًاهِ یّا جَاب هياى سٍاتظ. ضذًذ سِیهما ٍ يتشسس یخاكستش يخغ یضیس تشًاهِ ضذُ ذيسف

 .ضَد يه گضاسش يهثال اسایِ تا آهذُ دست تِ ًتایج تشخي ٍ ضذُ يتشسس یخاكستش ظيهح

 
ُ  یخاكستتش  عذد :كلمات كلیدی ِ  ،یا تتاص ِ  دٍگتاى  خاكستتشی،  خغتي  یضیت س تشًاهت  عتذد  خاكستتشی،  خغتي  یضیت س  تشًاهت

 .تيلغع عذم ذضذُ،يسف

 

 

 مقدمه  1

 يٍلت  ؛است لشاسگشفتِ هَسداستفادُ هسایلساصی  هذل ایشت دیشتاص اص كِ است ّایي سٍش اص يکی يخغ سیضی تشًاهِ

ِ  يلثتَل  لاتتل  جیًتتا  يٍالعت  یايت دً ّتای  گيتشی  تػتوين  اص یاسيتس دس كيدل ّای دادُ ٍ اعلاعات تِ اصيً ليدل تِ  اسایت

 اعتذاد  تَستظ  هعوتَ ً  هتثْن  ٍ ًتادليك  اعلاعات يیا .ّستٌذ ًاضٌاختِ اعلاعات اص یاسيتس يٍالع جْاى دس .دّذ ًوي

ی لثلتي كتِ تتِ    ّتا  سٍشاكثتش  هٌاستة ًخَاّتذ تتَد.     2تيلغع عذم ًظشگشفتي دس ٍ تَجِ تا كِ ضًَذ هي اىيت يلغع

سیضی  [، تشًاه1ِ] یفاصسیضی خغي  اص: تشًاهِ اًذ عثاست ،اًذ يظ عذم لغعيت پشداختِدس هحسیضی خغي  تشسسي تشًاهِ

ّتتای ،تتل،  یتنالگتتَسی دس دستتتش ، ّتتا دادُكوثتتَد راتتتي دس  كتتِ ،یا تتتاصُسیتتضی خغتتي  خغتتي تػتتادفي، تشًاهتتِ

ایجتاد   ّا آىتش  لاتي سا دس كاستشدّایطاى ٍ یا گستشش تيصّای هحاسثاتي ٍ تفسيش ًتایج هوکي است هطک ياصهٌذیً

ٍ  3ّتای خاكستتشی   يستتن ستٌاتشایي، یک سٍیکشد تالمَُ تتشای كتاّص ایتي كوثَدّتا هعشفتي هفتاّين ًظشیتِ        ؛ كٌذ

                                                           
 داس هکاتثاتعْذُ* 

 d_darvishi@pnu.ac.ir آدس  الکتشًٍيکي:
2 Uncertain 
3
 Grey System Theory 
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سیضی خغتي   كِ هٌجش تِ فشهَلِ كشدى تشًاهِ استسیضی خغي هعوَلي  گيشی خاكستشی دس چاسچَب تشًاهِ ينتػو

 [.2ضتذ ] هعشفي  1982دس سال  1ّای خاكستشی اٍليي تاس تَسظ پشٍفسَس دًگ يستنسست. ًظشیِ خاكستشی ضذُ ا

 عتذم  ضتشایظ  تحتت  گيتشی  تػوين تشای خاكستشی، ّای سيستن تحليل ّای سٍش اص یکي خاكستشی سیضی تشًاهِ

[. اصجولتِ  6-3] ّای خاكستشی، كاستشد ٍسيعي داضتِ ٍ تَسعِ ختَتي پيتذاكشدُ استت    ًظشیِ سيستن است. لغعيت

ضٌاستي ٍ   ّای هختلف هٌْذسي، علَم اجتواعي، التػتاد، هتذیشیت، َّاضٌاستي، صهتيي     تَاى تِ سضتِ ّا هي ایي صهيٌِ

يتشی، خغاّتای هحاستثاتي،    گ اًذاصُتش تشای هَاجِْ تا خغاّای  ی تيصا تاصُسیاضيات صیست ٍ... اضاسُ كشد.  هحيظ

ضتاهل   ی خاكستتشی ّتا  ستتن يسكِ ًظشیتِ   يدس،ال است؛ ضذُ فتِگشٍ هحاسثات جثشی ٍ هاضيٌي تِ كاس  ّا تلَساًس

ِ   گيشی خاكستشی، تيٌي خاكستشی، تػوين ساصی خاكستشی، پيص هذل سیتضی خغتي    كٌتشل خاكستشی استت. تشًاهت

گيشی دس هحيظ خاكستشی است كِ اخيشاً هَسدتَجِ هحممتاى ٍ   هَسدتحث دس ایي همالِ دسٍالع تػوين 2خاكستشی

جتای  ِ )پاساهتش هتعلك تتِ یتک تتاصُ( تت    ی سیضی خاكستشی اعلاعات خاكستش دس تشًاهِپژٍّطگشاى لشاسگشفتِ است. 

ُ سیضی  هِسیضی خاكستشی تا تشًا . تشًاهِسٍد يتِ كاس ه)پاساهتش ثاتت( ذ اعلاعات سفي ی هتفتاٍت استت. تفتاٍت    ا تتاص

ُ ی هفَْم پاساهتش خاكستشی ٍ پاساهتش ا تاصُسیضی  اغلي تشًاهِ خاكستشی ٍ تشًاهِ ی استت. پتاساهتش خاكستتشی،    ا تتاص

ُ     ا تاصُاها پاساهتش  ؛پاساهتشی است كِ هتعلك تِ یک تاصُ است سغتن   يعلت استت.   ی یک هجوَعتِ تتِ ضتکل یتک تتاص

ُ ی خاكستشی تتش هَضتَعاتي استت كتِ داسای هحتذٍدُ ٍ      ّا ستنيسی ٍ ًظشیِ ا تاصُكِ توشكض سیاضيات  یيا ی  تتاص

[ تفتاٍت  7]َ ٍجَد داسد كِ لي ٍ ليت  یا تاصُی ظشیفي تيي اعذاد خاكستشی ٍ اعذاد ّا تفاٍتاها  ؛تاضٌذ يههطخع 

ُ هياى اعذاد خاكستشی ٍ اعتذاد   ِ ا تتاص ُ عتَس كاهتل تحتث ٍ تشسستي      ی سا تت ِ . اًتذ  كتشد ّتای   ًظشیتِ سيستتن   دس صهيٌت

گيتشی دس   ّتای خاكستتشی ٍ اعتذاد خاكستتشی تتِ تػتوين       ضوي تطشیح ٍ تَغيف سيستن [9-8]خاكستشی دًگ 

َ صًتگ ٍ  ّتای خاكستتشی پشداختت.     هَلعيت ِ دس  [10] سیلت ِ ی تتِ  ا هغالعت ِ يتْهفْتَم   اسایت ی ّتا  ستتن يسی ستاص  ٌت

ِ ی عذدی ًطاى دادًتذ كتِ هفْتَم    ّا هثالتحليل ًظشی ٍ  لِيٍس تِخاكستشی پشداختِ ٍ  ُ  اسایت هٌغمتي ٍ هعٌتاداس    ضتذ

ی ضیس تشًاهِ هسایلی خاكستشی دس ّا ستنيسی ضوي تَغيف استفادُ ًظشیِ ا هغالعِدس  [11]چي ٍ ّوکاساى  است.

ُ ی خغي خاكستشی پشداختٌذ. ّوچٌيي استفادُ اص اعذاد خاكستتشی  ضیس تشًاهِ هسایلسیاضي تِ  ي ٌت يت صيپت ی ٍ ا تتاص

 تتَدُ استت.   تختص  تیسضای لثلي دس ایي صهيٌِ ّا هذلتَسعِ دادًذ كِ ًتایج ًسثت تِ  ّا هذلخاكستشی سا دس ایي 

ِ   ّتا  جَاب اسایِی تِ ا هغالعِدس  [12]ليَ ٍ ّوکاساى  سیتضی خغتي تتا پاساهتشّتای خاكستتشی       ی هکتاًي تتشای تشًاهت

ُ سیضی خغي هعوتَلي آى سا ،تل    تشًاهِ هسالِ يیچٌذتِ  هسایلگًَِ  پشداختٌذ كِ تا تثذیل ایي . سضتَی ٍ  اًتذ  كتشد

ِ سیضی خغي خاكستشی  تشًاهِ هسایل،ل  ایشت چٌذّذفِ[ یک سٍیکشد 13ّوکاساى ] دادًتذ كتِ هحوتَدی ٍ     اسایت

[ یک سٍیکشد هثتٌي 15آى سا اغلاح كشدًذ. لي ٍ ّوکاساى ] تش هٌاسةی تٌذ ستثِیک سٍش  اسایِ[ تا 14ّوکاساى ]

دادًتذ. ًاغتشی ٍ ّوکتاساى     اسایِسیضی خغي خاكستشی  تشًاهِ هسایلتش هاتشیس ٍاسٍى ٍ سٍاتظ كليذی تشای ،ل 

ِ سیضی خغي تا ضشایة ّضیٌتِ خاكستتشی    تشًاهِ هسایل[ ًيض یک سٍش ،ل تشای ،ل 16] دادًتذ كتِ هستالِ سا     اسایت

 جذیتذ  سٍش یتک  [17ّوکتاساى ]  ٍ . ًاغشیكٌذ يهتمين ٍ تا استفادُ اص سٍاتظ ٍ ،ساب خاكستشی ،ل هس عَس تِ

                                                           
1
  Deng Ju-Long 

2  Grey Linear Programming 
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ِ  ضتذُ  ستفيذ  ًتَ   تِ پاساهتشّا تثذیل تذٍى كِ كشدًذ اسایِ خاكستشی تخػيع هسایل تشای . كشدًتذ  ،تل  سا هستال

ُ  تٌظتين  هستایل  ،تل  تتشای  خاكستشی سیضی تشًاهِ ٍ خاكستشی ّای سيستن ًظشیِ اص[ 18] ّوکاساى ٍ دسٍیطي  جيتش

 تتش  کیت ًضد ٍالعيت تِ دادًذ كِ اسایِ لغعيت عذم هحيظ دس كاس ایي تشای هذل یک ٍ كشدًذ استفادُ دام خَساكي

، هغالعات صیادی دس صهيٌتِ ًظشیتِ دٍگتاًي دس هحتيظ     سیضی خغي تا تَجِ تِ اّويت ًظشیِ دٍگاًي دس تشًاهِاست. 

ِ ًطذُ است. تشای  عذم لغعيت اًجام سیتضی خغتي فتاصی     ًوًَِ چٌذیي همالِ دس هَسد ًظشیِ دٍگاًي دس هسالِ تشًاهت

كتاس سٍی هفتاّين    سیتضی خغتي خاكستتشی ٍ كاستشدّتای آى،     تشًاهِ هسایلاها دس صهيٌِ  [؛21-19ضذُ است ] اًجام

ای دس  هغالعِ[. اخيشاً ًاغشی ٍ دسٍیطي 22ّای هختلف آى تاكٌَى ًالع هاًذُ است ] تٌيادی ًظشیِ دٍگاًي ٍ جٌثِ

ُ   صهيٌِ دٍگاى هسالِ تشًاهِ  اًتذ  سیضی خغي خاكستشی اًجام دادًذ ٍ تشخي ًتایج هفيذ دس ایي صهيٌِ سا گتضاسش كتشد

[23.] 

سیضی خغي تتا پاساهتشّتای خاكستتشی سا هَسدتحتث      تشًاهِ هسایلای اص  تش ایي اسا  ایي همالِ لػذ داسد سدُ

ّتای   دس ایي هغالعِ، تا تَجتِ تتِ هضیتت    لزا ّای ،ل هسالِ سا تياى ًوایذ؛ سٍش لشاس دادُ ٍ تشخي اص هفاّين ًظشی ٍ

ِ  تشایّای خاكستشی  ًظشیِ سيستن سیتضی خغتي دس دًيتای     هَاجِْ تا عذم لغعيت هَجَد دس استفادُ اص هسالِ تشًاهت

ِ  ستایل هٍ هذل پتاساهتشی   ضذُ ذيسفضَد. هذل  پشداختِ هي هسایلگًَِ  ٍالعي، تِ سٍیکشد دٍگاًي ایي سیتضی   تشًاهت

ّای خاكستتشی   تِ ایي هٌظَس پس اص تياى همذهِ، دس تخص دٍم ًظشیِ سيستن .دگشد يهخغي خاكستشی ًيض تشسسي 

ِ    هعشفي هي تشی ٍ هتذل ستفيذ ضتذُ آى تيتاى     سیتضی خغتي تتا پاساهتشّتای خاكست      ضَد. دس تخص ستَم هستالِ تشًاهت

ِ سیضی خغي خاكستشی ٍ سٍاتظ هياى هسالِ اٍليِ ٍ دٍگاى آى دس فػل چْتاسم   د. هسالِ دٍگاًي تشًاهِگشد هي  اسایت

ستالِ تشسستي   سیضی خغي خاكستشی ٍ استثاط آى تا هذل سفيذ ضذُ ه ضَد. دس تخص پٌجن، هذل پاساهتشی تشًاهِ هي

تشسسي خَاّذ ضذ. دس پایتاى ًيتض ًتتایج ٍ     آهذُ دست تِهثالي ًتایج  اسایِد. دس تخص ضطن تا گشد ٍ ًتایج آى تياى هي

 ضَد. ّا هغشح هي پيطٌْاد

 

 یخاكستر یها ستمیس هینظر ۲

 لغعتي  ّتای  سٍش كتاسگيشی  تِ تٌاتشایي ّستٌذ؛ لغعيت عذم ضاهل هعوَ ً ضذُ آٍسی جوع ّای دادُ ٍالعي دًيای دس

ِ  هختلفتي  سٍیکشدّتای . تتَد  ًخَاّتذ  هٌاسة تْيٌِ ساصی تػوين ایشت ًادليك هحيظ دس ِ  ی دسصهيٌت  عتذم  تتا  هَاجْت

ِ  ٍ  فاصی ّای هجوَعِ ًظشیِ ا،توال، ًظشیِ خاكستشی، ّای سيستن ًظشیِ .است ضذُ هعشفي لغعيت ِ  ًظشیت  هجوَعت

ِ  فاصی سیاضيات. ّستٌذ ضذُ ضٌاختِ ًادليك ّای سيستن تشسسي تشای علوي سٍش چْاس ساف  يهستایل  تتا  عتَسكلي  تت

. استت  تيتاى  لاتتل  پيَستِ/گسستِ عضَیت تَاتع ٍسيلِ تِ خثشگاى تَسظ آى دس هَجَد لغعيت عذم كِ است هَاجِ

 تَصیتع  تاتع ًتَاى كِ صهاًي. داسد ًياص  صم سٍایي تِ سسيذى تشای تا  گيشی ًوًَِ ٍ تَصیع تَاتع تِ ًيض ا،توال ٍ آهاس

ِ  ٍ تشسستي  كتشد،  استتخشا   یتا  هطتخع  ًتالع  اعلاعات یا ّا دادُ كوثَد دليل تِ سا عضَیت تاتع یا ِ  هغالعت  ًظشیت

 اص هختػشی هعشفي تِ تخص ایي دس سٍ اصایي. ًوایذ هي ضشٍسی خاكستشی ّای سيستن ًظشیِ ّوچَى ای یافتِ تَسعِ

ّتای خاكستتشی ٍ كاستشدّتای     هغالعاتي دس صهيٌِ هعشفي ٍ هفاّين تٌيادی ًظشیِ سيستن. ضَد پشداختِ هي ًظشیِ ایي

ّتای خاكستتشی تتش پایتِ سًتگ هَضتَعات تحتت         يستتن ساضاسُ كتشد.   [29-24] تَاى تِ هيضذُ است كِ  اسایِآى 
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ُ  ًطتاى ، ّتا  سًتگ ی ضذُ است. تشای هثال، دس ًظشیتِ كٌتتشل، هيتضاى تتاسیکي     گزاس ًامتشسسي  هيتضاى ٍضتَح    دٌّتذ

ّای تا اعلاعتات   يستنسهعلَم سا سيستن سفيذ،  كاهلاًّای تا اعلاعات  يستنساست. تش ایي اسا   ّا دادُاعلاعات ٍ 

ّای تا اعلاعات تخطي هعلَم ٍ تخطي ًاضٌاختِ سا سيستن خاكستتشی   يستنسًاضٌاختِ یا تذٍى دادُ سا سيستن سياُ ٍ 

 ًاهٌذ. يه

ِ  ّستٌذ ّایي سيستن ٍالعي دًيای دس  ِ  اص كت ُ  كَچتک  ّتای  ًوًَت  كتافي  اعلاعتات  داسای ٍ كٌٌتذ  هتي  استتفاد

ّش  ی كَچک ٍ اعلاعات ضعيف هٌاسة است.ّا ًوًَِي تا هسایلی خاكستشی تشای هغالعِ ّا ستنيسًظشیِ . ًيستٌذ

كتِ دس ایتي هيتاى اعتذاد      ضتَد  يهت ّتای خاكستتشی تَغتيف     اعذاد، هعاد ت ٍ هاتشیس لِيٍس تِسيستن خاكستشی 

ِ تَاًتذ   ک عذد خاكستتشی هتي  یی ایي سيستن ّستٌذ. ّا سلَلٍ  ّا اتن هثاتِ تِ 1خاكستشی ]غتَست  تت , ]a a a 

 تعشیف ضَد.  

ِ  استت  عتذدی  خاكستشی عذد 1-۲ فیتعر ُ  اهتا  ؛ًيستت  هعلتَم  آى دليتك  همتذاس  كت ِ  ای هحتذٍد  لتشاس  آى دس كت

 یتا  تاصُ یک اص سا خَد هوکي همذاس كِ است غيشلغعي عذدی خاكستشی عذد ،ميمت، دس. است هطخع گيشد هي

 .كٌذ هي اتخار اعذاد اص ای هجوَعِ

فمتظ تتا كتشاى پتایيي تتِ ضتکل        تَاًٌتذ  يهت اًَا  هختلفي اص اعذاد خاكستشی ٍجَد داسًذ. اعتذاد خاكستتشی   

[ , )a a یا فمظ تا كشاى تا  تِ ضکل( , ]a a      تاضتٌذ ٍ یتا ایٌکتِ ّتن داسای كتشاى پتایييa   ّتن ٍ

ِ ٍ  ضتَد  يهت ی ًاهيتذُ  ا تاصُتاضٌذ كِ دس ایي غَست عذد خاكستشی  aداسای كشاى تا  ] غتَست  تت , ]a a a 

اها تفاٍت اساسي تيي اعذاد خاكستشی تتا اعتذاد    ؛اعذاد خاكستشی هطاتِ تا اعذاد فاصی ّستٌذ .ضَد يهًوایص دادُ 

ای كتِ همتذاس آى عتذد سا     صُاهتا تتا   ؛فاصی دس آى است كِ دس اعذاد خاكستشی همذاس دليتك عتذد ًاهطتخع استت    

 تا  عذد هعيي ٍ هعلَم است.  كشاى ٍ گيشد هعلَم است یا تِ تعثيش دیگش همذاس دليك كشاى پایيي دستشهي

]عذد خاكستشی 2ضذُهمذاس سفيذ ۲-۲ یفتعر , ]a a aپایيي ٍ كتشاى    عذد هطخػي كِ تيي كشاى  ، ّواًٌذ

)تا  لشاس داسد، تِ ضکل )a a a1،[ ,  ضَد. يهضذُ ٍصًي ّوگي ًاهيذُ سفيذ 01[

]اگش دٍ عذد خاكستشی  ]G a ,a1 1 1 ٍ [ ]G a ,a2 2 aؼتتا فتش   2 <a1 1  ٍa <a2 2 
تتَاى   تاضتٌذ، هتي  

 غَست صیش تياى ًوَد:  ی تِا تاصُهفاّين هشتَط تِ سٍاتظ تيي اعذاد خاكستشی سا تشای اعذاد خاكستشی 

]                            دٍ عذد خاكستشی                                      ( هجوَ 1 , ]G G a a a a1 2 1 2 1 2         

)                                 خاكستشی دٍ عذد ( تفاضل2 ) [ , ]G G G G a a a a1 2 1 2 1 2 1 2            

    دٍ عذد خاكستشی ضشب ،اغل( 3

                                             [min( , , , ),max( , , , )]G G a a a a a a a a a a a a a a a a1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 

 دٍ عذد خاكستشی ني( تمس4 

                       [ , ] [ , ] [min( , , , ),max( , , , )]
a a a aa a a a

G G a a
a a a a aa a a a a

1 1 1 11 1 1 1
1 2 1 1

2 2 2 2 22 2 2 2 2

1 1
 

                                                           
1  Grey Number 
2  Whitened  Value 
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ِ  استتت هاتشیستتي خاكستتتشی، هتاتشیس  3-۲تعریففف  .تاضتتذ خاكستتتشی عتتذد آى ّتای  دسایتتِ اص یکتتي ،تتذالل كت

 ضتَد.  ًوتایص دادُ هتي   a غَست سفيذ ضذُ آى تِ ٍ aغَست دس ،الت كلي تِ دس ایي همالِ عذد خاكستشی

 تاضٌذ. تشداس خاكستشی هي b ٍCهاتشیس ٍ Aّوچٌيي

 

 ریزی خطی خاكستری   برنامه 3

ٍالعتي هَسدتَجتِ تتَدُ استت. دس اكثتش       هستایل گيتشی دس   تشیي هتذل تػتوين   عٌَاى كاستشدی سیضی خغي تِ تشًاهِ

تعييي دليك ضشایة هسالِ تا ًَعي اتْام ّوشاُ خَاّذ تَد. تا تَجِ تِ هحيظ عذم لغعيت اگتش تتتَاى    هسایلگًَِ  ایي

ایتي تختص تتِ     سیضی خغي خاكستشی ایجاد خَاّتذ ضتذ. دس   تياى كشد، هسالِ تشًاهِ ایي اتْام سا تا اعذاد خاكستشی

ضَد. هسالِ سفيذ ضتذُ آى هغتشح ٍ تشختي ًتتایج دس      سیضی خغي تا پاساهتشّای خاكستشی پشداختِ هي هعشفي تشًاهِ

 د. گشد هي اسایِایي صهيٌِ 

 [:12] غَست صیش است سیضی خغي خاكستشی تِ تشًاهِ هسایلضکل كلي 

G

Max Z C.X

(GL)
A.X b

X

s.t.

0

 

 تاضٌذ: غَست صیش هي كِ دس آى پاساهتشّا ٍ هتغيشّا تِ

( , ,..., ), [ , ],jn j jC c c c c c c1 2 
A ( ) , [ , ],ijij m n ij ija a a a 

( , ,..., ), [ , ],im i ib b b b b b b1 2 

( , ,..., ), , ,..., , , ,..., .nX x x x i m j n1 2 1 2 1 2

  

,فشؼ كٌيذ 1-3تعریف , [ , ], ,..., ; ,..., .j i ij i m j n01 1 پاساهتشّای خاكستشی ضذُ ٍ همادیش سفيذ1

 غَست صیش تاضٌذ: تِ تشتية تِ
( ) ; ,..., .

( ) ; ,..., .

( ) ; ,..., ; ,..., .

jj j j j

ii i i i

ijij ij ij ij

c c c j n

b b b i m

a a a i m j n

1 1

1 1

1 1 1

 

,Aكِ دس آى b, C   .تِ تشتية تشداس سفيذ ضذُ ّضیٌِ، هحذٍدیت هٌاتع ٍ هاتشیس سفيذ ضذُ هػشف ّستتٌذ

   :آًگاُ

Max Z C.X

A.X b

X
s.t.

0
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ِ  سیضی خغي سفيذ تشًاهِ ِ   سیتضی خغتي تتا پاساهتشّتای خاكستتشی ًاهيتذُ هتي        ضذُ هستالِ تشًاهت كتِ   عتَسی  ضتَد. تت

j( j ,...,n)1،ٌِضشایة سفيذساصی تشداس ّضی
i (i ,...,m)1  ٍ ضشایة سفيذساصی تشداس هحتذٍدیت هٌتاتع 

ij(i ,...,m; j ,...,n)1  ضشایة سفيذساصی هاتشیس هػشف است. 1

ِ سیضی خغي خاكستتشی   تشًاهِ هسایلی هختلفي تشای ،ل ّا سٍشتاكٌَى  دس ایتي همالتِ    .[16-11ضتذ ]  اسایت

 سیضی خغي هشتثظ صیش ًياصهٌذین. سیضی خغي خاكستشی، تِ تعشیف دٍ هسالِ تشًاهِ ،ل هسالِ تشًاهِ ایشت

ِ سیتضی خغتي خاكستتشی     ضذُ هسالِ تشًاهِسیضی خغي سفيذ ٍليي هسالِ تشًاهِا ۲-3 تعریف ِ  اٍليت غتَست صیتش    تت

 است:

Max .X

( ) . .

Z c

FP s t AX b

X 0

 

)كِ دس آى , ,..., ) , ( , ,..., ) , [ ] , ( , ,..., )T T

ijn m m n nX x x x b b b b A a c c c c1 2 1 2 1  تاضٌذ.  هي2

ِ    ضذُ هسالِ تشًاهِسیضی خغي سفيذ ٍهيي هسالِ تشًاهِد 3-3 تعریف ِ  سیضی خغتي خاكستتشی اٍليت غتَست صیتش    تت

 خَاّذ تَد:

Max Z c.X

(SP) A.X b

X

s.t.

0

 

)كِ دس آى , ,..., ), ( , ,..., ), [ ] , ( , ,..., )m nn ij m nX x x x b b b b A a c c c c1 2 1 21  تاضٌذ. هي2

ٍجتَد   b ٍ Aسیتضی خغتي خاكستتشی گتَیين، ّشگتاُ       سا جَاب ضذًي هسالِ تشًاهِ xًمغِ  4-3 تعریف 

GA.Xكِ  عَسی داضتِ تاضٌذ تِ b, X  تشلشاس تاضذ.       0

ًا،يِ جَاب خاكستتشی هستالِ ًاهيتذُ ٍ     سیضی خغي خاكستشی، ّای ضذًي هسالِ تشًاهِ جَابهجوَعِ توام 

 ضَد. ًطاى دادُ هي R(GLتا )

ُ   سیضی خغتي خاكستتشی   سا جَاب تْيٌِ هسالِ تشًاه0xًِمغِ 5-3تعریف ٍجتَد   b،AٍCگتَیين ّشگتا

 ضذُ صیش غذق كٌٌذ:سیضی خغي سفيذ ِ دس هسالِ تشًاهِك عَسی داضتِ تاضٌذ تِ

Max Z C.X,

GL A.X b,

X .

s.t.

0

 

 دٌّذ. ًطاى هي S(GLسا تا ) سیضی خغي خاكستشی ّای تْيٌِ هسالِ تشًاهِ هجوَعِ توام جَاب

ٍهتيي هستالِ   دجَاب تْيٌِ  x2ضذُ اٍليِ ٍسیضی خغي سفيذ ٍليي هسالِ تشًاهِجَاب تْيٌِ ا x1فشؼ كٌيذ 1-3 لم

 تاضذ، آًگاُ خَاّين داضت: ضذُ اٍليِسیضی خغي سفيذ تشًاهِ

max{ ( )}, min{ ( )}.cx cx x S GL cx cx x S GL1 2 
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ای ٍجتَد داسد كتِ ساتغتِ     ضتذُ سفيذسیضی خغي  تشًاهِهسالِ  سیضی خغي خاكستشی، هسالِ تشًاهِ تشای ّش ۲-3لم

R(SP) R(GL) R(FP) .تشلشاس خَاّذ تَد 

 اثثات است. سا،تي لاتل [ ت12ِ] 4-1تا تَجِ تِ لضيِ  اثبات:

ِ  هستایل ،ال تا تَجِ تتِ اّويتت ًظشیتِ دٍگتاًي دس      سیتضی خغتي تتِ تحتث ًظشیتِ دٍگتاًي دس هستالِ         تشًاهت

دٍگتاى هستالِ خاكستتشی تعشیتف      اتتتذا  سیضی خغي دس هحيظ عذم لغعيتت خاكستتشی ختَاّين پشداختت.     تشًاهِ

 ّتای  جتَاب  تتيي  سٍاتظ تشخي تِ ّای خاكستشی سپس تا تَجِ تِ هفَْم عذد سفيذضذُ دس ًظشیِ سيستنگشدد،  هي

   .ضَد هي پشداختِ هسایلًَِ گ هسالِ اٍليِ ٍ دٍگاى ایي

 

 ریزی خطی خاكستری دوگان مساله برنامه 4

 دس ًظش تگيشیذ:سا سیضی خغي خاكستشی صیش  هسالِ تشًاهِ

Min W b.V,

(DGL) A.V c,

V .

s.t.

0
)كِ دس آى  , ,..., )T

mV v v v1 )یک تشداس 2 )m  ستًَي هستمل خغي است.   1

 سیضی خغي خاكستشی دٍگاى خَاّين داضت: تشًاهِهسالِ تشای ّش 

ِ سیضی خغي خاكستشی دٍگتاى   هسالِ تشًاهِ ضذُسیضی خغي سفيذ ٍليي هسالِ تشًاهِا 1-4تعریف  غتَست صیتش    تت

 خَاّذ تَد:

MinW ,

( ) . . ,

.

T

T

b v

FD s t Av c

v 0

 

 

ِ  سیضی خغي خاكستشی  سیضی خغي سفيذضذُ هسالِ تشًاهِ ٍهيي هسالِ تشًاهِد ۲-4تعریف غتَست صیتش    دٍگتاى تت

 است:

Min ,

( ) . . ,

.

T

T T

W b v

SD s t A v c

v 0

 

ّتا   ّتای آى  ٍ ّوچٌيي تشخي سٍاتظ تيي جتَاب  سیضی خغي خاكستشی اٍليِ ٍ دٍگاى تشًاهِهسالِ دس اداهِ تِ تحث 

 ضَد. پشداختِ هي

ٍهتيي هستالِ   دٍگتاى د  سیضی خغي خاكستتشی اٍليتِ،   ضذُ هسالِ تشًاهِسیضی خغي سفيذ ٍليي هسالِ تشًاهِا 1-4 لم

ٍ  ضذُ هسالِ تشًاهِسیضی خغي سفيذ تشًاهِ ِ   د سیضی خغي خاكستشی دٍگاى استت  سیتضی خغتي    ٍهتيي هستالِ تشًاهت
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ِ     ضذُ هسالِ تشًاهِسفيذ ِ   ، دٍگتاى ا سیتضی خغتي خاكستتشی اٍليت هستالِ   ضتذُ سیتضی خغتي سفيذ   ٍلتيي هستالِ تشًاهت

 سیضی خغي خاكستشی دٍگاى است.   تشًاهِ

) ّشگاُ 1-4 قضیه )R SP  ٍ( )R FP ِسیضی خغي خاكستشی، جَاب تْيٌِ داسد. ًاتْي تاضٌذ، آًگاُ هسالِ تشًاه 

ِ   2-3 : تا تَجِ تِ لناثبات )داسیتن كت ) ( ) ( )R SP R GL R FP ِ ). اصآًجاكت )R SP  ،ختَاّين   ًتاتْي استت

)داضت: ), ( )x R GL R GLٍ  ِدسًتيج
0. ( )x S FP داسین: 1-3 تا تَجِ تِ لن 

0 ( ) .T T Tc x c x c x S GL 
)اگش ۲-4 قضیه )R SDٍ( )R GL ،اٍليِ جتَاب تْيٌتِ داسد    ضذُسیضی خغي سفيذ هسالِ تشًاهِآًگاُ  ًاتْي تاضٌذ

)ٍ اگش )R DGL ٍ( )R SP ُدٍگاى جَاب تْيٌِ داسد. ضذُسیضی خغي سفيذ هسالِ تشًاهًِاتْي تاضٌذ، آًگا 

)اگشاثبات:  )R SD ًِاتْي تاضذ، فشؼ كٌيذ ك( )R GL   ،ُ0)(ًاتْي تاضتذ، آًگتا SDRv  ٍ )
~

( LGRx سا

 ِ 0كتتِ عتتَسی دس ًظتتش تگيشیتتذ تتت 0 0 0( )
TT T T T T Tc x c x A v x v Ax v Ax v b سٍ اصایتتي

( )S GL،آیذ. ًتيجِ دٍم ًيض تِ دست هي ًاتْي خَاّذ تَد. تِ ّويي دليل 
ِ  تشًاهِهسالِ كِ  ضشط  صم ٍكافي تشای ایي 3-4 قضیه ِ هستالِ  دٍگتاى   ٍ سیضی خغي خاكستشی اٍليت سیتضی   تشًاهت

) ضذُ داسای جَاب تْيٌِ تاضذ ایي است كِخغي سفيذ )R SPٍ ( )R SD.ًاتْي تاضٌذ 

)ضشط  صم آى تذیْي است. ضشط كافي تَدى: فشؼ كٌيذ اثبات: )R SP  .هستالِ  ًاتْي تاضتذ ِ سیتضی خغتي    تشًاهت

ِ  سیضی خغي خاكستشی تشًاهِهسالِ  ضذُسفيذ ِ  عتَسی  سا دس ًظش تگيشیذ تت )كت )R GL    ًتاتْي تاضتذ. اص آى ختَاّين

)داضت: )R FP ٍ( )R SD  ِخَاّين داضت: 2-4ًاتْي خَاٌّذ تَد. ،ال تا تَجِ تِ لضي( )S GL ِ  ًاتْي است كت

ِ   ضذُ اٍليِ جَاب تْيٌِ داسد. تِ دليل هطاتِ، تشای ّشسیضی خغي سفيذ دّذ هسالِ تشًاهِ ًطاى هي سیتضی   هستالِ تشًاهت

)ضذُ دٍگاى ًيض خَاّين داضت كِخغي سفيذ )S DGL .ًاتْي خَاّذ تَد 

داسای جتَاب تْيٌتِ تاضتذ،     سیضی خغي خاكستتشی  تشًاهِهسالِ ضذُ سیضی خغي سفيذ اگش هسالِ تشًاهِ 4-4 قضیه

 سیضی خغي دٍگاى آى ًيض جَاب تْيٌِ داسد. ضذُ هسالِ تشًاهِسیضی خغي سفيذ تشًاهِآًگاُ هسالِ 

ِ هستالِ   ضتذُ سیتضی خغتي سفيذ   تشًاهِ، ّش هسالِ دسٍالع اثبات: ی یتک هستالِ   سیتضی خغتي خاكستتشی داسا    تشًاهت

ِ  سیتضی خغتي، ٍلتتي    تشًاهِ هسایلٍسيلِ اغل دٍگاًي  است. آًگاُ تِ ضذُ دٍگاىسیضی خغي سفيذ تشًاهِ هستالِ   كت

 ًيض جَاب تْيٌِ داسد. اٍليِ جَاب تْيٌِ داسد، هسالِ دٍگاى آى ضذُسیضی خغي سفيذ تشًاهِ

ِ هستالِ  ّتش   ّا، تتشای  گشفتي توام لضيِ ًظشتا دس  ٍ  سیتضی خغتي خاكستتشی    تشًاهت ِ   اٍليتِ  سیتضی خغتي    هستالِ تشًاهت

 صیش سا خَاّين داضت: سٍاتظخاكستشی دٍگاى 

)اگش( 1 )S GL ٍ( )S DGL.ًاتْي تاضٌذ، آًگاُ هجوَعِ جَاب تْيٌِ خاكستشی هسالِ ًاتْي است 

)اگش( 2 )R GL ٍ( )R DGL.ًاتْي تاضٌذ، آًگاُ هجوَعِ جَاب ضذًي هسالِ ًاتْي است 

ِ سیضی خغي خاكستشی جَاب ضتذًي داضتتِ تاضتذ، اهتا تتاتع ّتذف هستا        ( اگش هسالِ تشًاه3ِ سیتضی خغتي    لِ تشًاهت

سیضی خغي خاكستشی دٍگتاى آى جتَاب ضتذًي     تشًاهِكشاى تاضذ، هسالِ  ضذُ دس فضای ضذًي تيخاكستشی سفيذ

 ًذاسد.
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ٍ  سیضی خغي خاكستشی تشًاهِهسالِ  تَاى گفت كِ سٍ هي اصایي ِ   اٍليتِ  سیتضی خغتي خاكستتشی     هستالِ تشًاهت

 دٍ دٍگاى یکذیگشًذ. سیضی خغي خاكستشی ّستٌذ كِ دٍتِ دٍگاى یک صٍ  هسالِ تشًاهِ

ِ اتْيٌِ  جَابx1فشؼ كٌيذ ٍ  سیتضی خغتي سفيذ   ٍليي هسالِ تشًاهت ٍهتيي هستالِ   جتَاب تْيٌتِ د  x2ضتذُ اٍليتِ 

.ّوچٌيي داضتِ تاضين: ضذُ اٍليِ تاضٌذ ٍسیضی خغي سفيذ تشًاهِ ,
TTf c x f c x1 1 2 2 

ِ هسالِ  ضذُسیضی خغي سفيذ ْيٌِ هسالِ تشًاهِهمذاس ت 5-4 قضیه ]سیتضی خغتي خاكستتشی دس تتاصُ      تشًاهت , ]f f2 1 

 لشاس داسد.

)داسیتن:  2-3 اص لن اثبات: ) ( ) ( )R SP R GL R FP  كتِ دس آى.GL   ِ سیتضی خغتي    هستالِ سفيذضتذُ تشًاهت

ِ  هتتيخاكستتتشی هستتالِ اغتتلي  Tfغتتَست تاضتتذ. همتتذاس تتتاتع ّتتذف هستتالِ تتت c x :خَاّتتذ تتتَد ٍ داسیتتن
T T T Tf c x c x f c x c x f2 2 2 1 . . پس خَاّين داضت:1 [ , ]f f f2 1 

ِ     هذل تشًاهِ 1-4نکته   ُ سیتضی سیاضتي    سیضی خغي خاكستشی ضثاّت صیتادی تتا هتذل تشًاهت ی داسد. ّشچٌتذ  ا تتاص

ِ ّای ،ل، كاستشدّای عولتي   یتنالگَس، ّا آىّای هفَْهي  یژگيٍ ّستتٌذ.   هتفتاٍت  هعٌتاداسی اص یکتذیگش   عتَس  تت

 [ آهذُ است.7ی ٍ اعذاد خاكستشی دس هشجع ]ا تاصُی اعذاد ّا تفاٍت

 

 ریزی خطی خاكستری مدل پارامتری برنامه 5

 سیضی خغي پاساهتشی صیش سا دس ًظش تگيشیذ: هسالِ تشًاهِ

Max ( )

p( ) . . ( ) ( )

TZ c x

s t A x b

x 0

 

)آىكِ دس  ), ( )c bٍ( )Aِتاضٌذ: غَست صیش هي ت 

                                                                                                               

( ) ( ),

( ) ( ),

( ) ( ),

( , ,..., ) , .T

n

c c c c

b b b b

A A A A

x x x x1 2 0 1

 

 

)ٍاضح است كِ )P )اٍليِ ٍ ضذُسیضی خغي سفيذ ٍهيي هسالِ تشًاهِدّواى 0 )P ِ    ّوتاى 1 سیتضی   اٍلتيي هستالِ تشًاهت

]تشای ّش ثاتت خغي سفيذ ضذُ اٍليِ است ٍ , ]01،)(P  ِضذُ هتشتثظ تتا هستالِ    سیضی خغي سفيذ تشًاهِهسال

 است. خاكستشیسیضی خغي  تشًاهِ

]تشای ّش  1-5قضیه  , ]f f f2 fكِ عَسی ضذُ ٍجَد داضتِ تاضذ تِسیضی خغي سفيذ تایذ هسالِ تشًاهِ 1
همذاس ~

 تْيٌِ آى تاضذ.
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xcّتا  هحذٍدیت، اصآًجاكِ تاتع ّذف ٍ P)(سیضی خغي پاساهتشی تشای هسالِ تشًاهِ اثبات: T)(،xA )(ٍ

)(b  تتتَاتعي پيَستتتِ ّستتتٌذ، همتتذاس تْيٌتتِ تتتاتع ّتتذف)(Z تتتشای ّتتش ٍِضتتَح  پيَستتتِ خَاّتتذ تتتَد. تتت

. ( ) , ( )Z f Z f2 10 1 

]گشفتي ّش ایشت , ]f f f2 ]تایذ 1 , ]0 01 ِ fZٍجَد داضتِ تاضذ كت
~

)( 0  ٍf
ْيٌتِ هستالِ   همتذاس ت ~

]ضذُسیضی خغي سفيذ تشًاهِ , ]f f f2  غَست صیش خَاّذ تَد: تِ 1

Max ( ) ,

. . ( ) ( ) ,

.

TZ c x

s t A x b

x

0

0 0

0

 

]كِ , ]f f2  سیضی خغي خاكستشی است.  تاصُ همذاس تْيٌِ هسالِ تشًاه1ِ

سیضی  تخص هْوي اص هسالِ تشًاهِ P)(سیضی خغي پاساهتشی دّذ كِ هسالِ تشًاهِ ًطاى هي 1-5 اثثات لضيِ

 سیضی خغي پاساهتشی تپشداصین: تشًاهِّای هسالِ  تشتية  صم است تِ تشخي اص تحث ایي خغي خاكستشی است. تِ

,تشای ّش 1-5 لم [ , ]1 2 1ك01ِ  خَاّين داضت:2

( ) ( )R R1 2 
)كِ دس آى ), ( )R R2 )تِ تشتية ًوایص ًا،يِ هَج1ِ )P 1ٍ( )P  است.2

,تشای ّش  اثبات: [ , ]1 2 1كِ  01 )تاضذ، تشای 2 )x R  داسین:1

[ ( )] [ ( )] ( )( )

( ) ( )( ) ( ) ( ).

A A A x A A A x A A x

b b b A A x b b b b b b

2 1 1 2

1 1 2 1 2

 

)یعٌي ؛ٍ ایي )x R .دسًتيجِ خَاّين داضت: 2 ( ) ( )R R1 2 
xّوچٌيي دس هعادلِ فَق اصآًجاكِ   0،( )1 2 0ٍ( )A A    خَاّين داضت: 0

                                                                                                                            ( )( )A A x   1 2 0

 ست.تاتع یکٌَا تشایZ)(همذاس تْيٌِ تاتع ّذف ۲-5قضیه 

,تشای هثال تشای ّش  [ , ]1 2 1كِ  01 .تاضذ خَاّين داضت:  2 ( ) ( )Z Z  1 2 

,فشؼ كٌيذاثبات:  [ , ]1 2 1كِ 01  داسین: 1-5، اص لن 2

( ) ( )

( ) ( ), .

c c c c c c

c c x

 

 

    

 

1 2

1 2 0
 

( ) ( ) ( )
( ) max ( ) max ( ) max ( ) ( ),

( ) ( ).

T T T

x R x R x R
Z c x c x c x Z

Z Z

  
    

 

 

  

 

   



1 1 2
1 1 2 2 2

1 2

 

 

ضتذُ هستالِ   سیضی خغي سفيذ ٍهيي هسالِ تشًاهِضَد تعشیف اٍليي ٍ د ّای تا  دیذُ هي عَس كِ دس تحث ّواى

ٍهتيي هستالِ   ضتذُ ٍ د سیتضی خغتي سفيذ   ٍليي هسالِ تشًاهِآى است. تا ،ل اسیضی خغي خاكستشی كليذ ،ل  تشًاهِ
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آیتذ. جتَاب    ّای جَاب تْيٌِ هسالِ اغلي تِ دستت هتي   یک دیذ كلي دس هَسد كشاى ضذُسیضی خغي سفيذ تشًاهِ

  تْيٌِ هسالِ اغلي، تشكيثي اص ًماط تْيٌِ آى دٍ هسالِ است.

همتذاس تْيٌتِ   Z)(غَست تاصُ است. ّوچٌتيي  تِ ي خاكستشیسیضی خغ ّای تْيٌِ هسالِ تشًاهِ داهٌِ جَاب

یتک اتتضاس هٌاستة تتشای ،تل      P)(سیضی خغتي پتاساهتشی   یکٌَاست. دس ،ميمت هسالِ تشًاهِ P)(تاتع ّذف

 است.   سیضی خغي خاكستشی تشًاهِ هسایل

تَاى گفت  سیضی پاساهتشی هي سیضی خغي خاكستشی تا استفادُ اص تشًاهِ تشًاهِ هسایلدیگش تشای ،ل  عثاست تِ

)اتتذا )Z  0 ٍ( )Z   ،Z)(ّای هسالِ سا تِ دست آٍسیذ. تتا تَجتِ تتِ یکٌتَایي     سا تياتيذ. ،ذٍد تغييشات جَاب1

0 هٌاسة سا اًتخاب كٌيذ)( 0P تخص ،ل كٌيذ.   دستياتي تِ جَاب سضایت ایشسا ت 

 

 مثال عددی 6

 ّای غَست گشفتِ تِ هثال صیش تَجِ كٌيذ. سٍضي ساختي تحث ایشدست آهذُ ٍ تِ تا تَجِ تِ ًتایج ت

 سیضی خغي تا پاساهتشّای خاكستشی صیش سا دس ًظش تگيشیذ. هسالِ تشًاهِ 1-6 مثال

. .

 ,
( )

,

,

, , .

Max Z c x c x

s t

a x a x b
GL

a x a x b

a x a x b

x x x

1 1 2 2

11 1 12 2 1

21 1 22 2 2

31 1 32 2 3

1 2 3 0

 

 تاضٌذ: غَست صیش هي كِ دس آى پاساهتشّا تِ
 [ , ], [ , ],

[ , ] , [ , ], [ , ] , [ , ] , [ , ], [ , ] ,

[ , ], [ , ], [ , ].

c c

a a a a a a

b b b

1 2

11 12 21 22 31 32

2 1 3

1 7 4 12

1 2 4 10 4 6 1 3 1 3 11

150200 200240 3040

 

 غَست صیش ،ل خَاّين كشد: هسالِ سا تِ

غتَست صیتش    اٍليِ تِ سیضی خغي خاكستشی تشًاهِضذُ هسالِ سیضی خغي سفيذ ٍهيي هسالِ تشًاهِ( اٍليي ٍ د1هش،لِ

  خَاّذ تَد:

                                                

. .

,
( )

  ,

,

, , .

Max Z x x

s t

x x
FP

x x

x x

x x x

1 2

1 2

1 2

1 2

1 2 3

7 12

4 240

4 200

40

0
               

. .

,
( )

  ,

,

, , .

Max Z x x

s t

x x
SP

x x

x x

x x x

1 2

1 2

1 2

1 2

1 2 3

4

2 10 200

6 3 150

3 30

0
 غَست صیش است: سیضی خغي خاكستشی تِ ( دٍگاى هسالِ تشًاه2ِهش،لِ 
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. .

( ) ,

,

, , .

Min W bv b v b v

s t

DGL a v a v a v c

a v a v a v c

v v v

1 1 2 2 3 3

11 1 21 2 31 3 1

12 1 22 2 32 3 2

1 2 3 0

 

 غَست صیش خَاٌّذ تَد: ضذُ هسالِ دٍگاى خاكستشی تِسیضی خغي سفيذ ٍهيي هسالِ تشًاهِاٍليي ٍ د

                               
. .

( ) ,

,

, , .

Min W v v v

s t

FD v v v

v v v

v v v

1 2 3

1 2 3

1 2 3

1 2 3

200 150 30

2 6 3 1

10 3 4

0

. .

( ) ,

 ,

, , .

Min W v v v

s t

SD v v v

v v v

v v v

1 2 3

1 2 3

1 2 3

1 2 3

240 200 40

4 7

4 12

0

 

 

).تشاتش است تا ضذُ اٍليِسیضی خغي سفيذ ٍليي هسالِ تشًاهِاجَاب تْيٌِ ( 3هش،لِ , ) ( , )x x1 2

112 152
3 3

جتَاب   

) غَست تِ ضذُ دٍگاىسیضی خغي سفيذ ٍهيي هسالِ تشًاهِدتْيٌِ  , , ) ( , , )v v v1 2 3

41 16
0

15 15
همتذاس تْيٌتِ    استت.  

Zّشدٍ هسالِ  W ِ سیضی خغي سفيذ ٍهيي هسالِ تشًاهِداست. اص عشف دیگش جَاب تْيٌِ  869  ضذُ اٍليت

)تشاتش است تا  , ) ( , )x x1 2

25 135
7 7 

ِ  اٍ ّوچٌيي جَاب تْيٌِ   ضتذُ دٍگتاى  سیتضی خغتي سفيذ   ٍليي هستالِ تشًاهت

) غَست تِ , , ) ( , , )v v v1 2 3

11 1
0

28 14
    ِ Zاست. همذاس تْيٌتِ ّتشدٍ هستال W تٌتاتشایي همتذاس    استت؛  81

]سیضی خغي خاكستشی دس تاصُ  هسالِ تشًاهِ تْيٌِ , ]81  است. 869

ٍهتيي  ددٍگتاى   ضتذُ هستالِ دٍگتاى،   سیضی خغي سفيذ ٍليي هسالِ تشًاهِاخَاّين داضت كِ  هسایلتا ،ل ایي 

ٍلتيي  ادٍگتاى   ضتذُ دٍگتاى،  سیتضی خغتي سفيذ   ٍهيي هسالِ تشًاهِداست ٍ  ضذُ اٍليِسیضی خغي سفيذ تشًاهِهسالِ 

 است. ضذُ اٍليِسیضی خغي سفيذ هسالِ تشًاهِ

 غَست صیش خَاّذ تَد: هذل پاساهتشی هسالِ تِ
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( ) ( )

. .

( ) ( ) ,
( )

( ) ( )  ,

( ) (  ) ,

, , .

Max Z x x

s t

x x
p

x x

x x

x x x

1 2

1 2

1 2

1 2

1 2 3

1 6 4 8

2 10 6 200 40

6 2 3 2 150 50

3 2 1 2 30 10

0

 

)دس ،ميمت )P )ٍ ضذُ اٍليِسیضی خغي سفيذ تشًاهٍِهيي هسالِ د ّواى0 )P ِ ا ّواى1 سیتضی خغتي    ٍليي هسالِ تشًاهت

)است. همذاس تْيٌِ ضذُ اٍليِسفيذ )Z 0 81ٍ( )Z 1 0/استت. ّوچٌتيي تتشای   869 جتَاب تْيٌتِ آى    8

)غَست تِ , ) ( , )x x1 2

829 12593
26 338 

)ٍ همذاس تْيٌِ هسالِ ًيض / ) [ , ]Z 0 8 556 81  خَاّذ تَد.869

 

 گیری   نتیجه 7

ای هَسدتحتث لتشاس گشفتت. تشختي اص هفتاّين ٍ       ضشایة خاكستشی تاصُ سیضی خغي تا دس ایي پژٍّص هسالِ تشًاهِ

ِ تعاسیف هَسدًيتاص، هفْتَم جتَاب ضتذًي ٍ تْيٌتِ خاكستتشی        ضتذ. تتا استتفادُ اص هفْتَم سفيذستاصی اعتذاد        اسایت

سیضی خغتي خاكستتشی ٍ    ضذُ اٍليِ ٍ دٍگاى هسالِ تشًاهِسیضی خغي سفيذ ٍهيي هسالِ تشًاهِخاكستشی، اٍليي ٍ د

ِ اّا هَسدتحث لشاس گشفت. ًتایج ًطاى دادُ است كِ  ّای آى ّوچٌيي استثاط جَاب سیتضی خغتي    ٍليي هسالِ تشًاهت

ِ   داستت ٍ   ضذُ اٍليِسیضی خغي سفيذ ٍهيي هسالِ تشًاهِددٍگاى  ضذُ هسالِ دٍگاى،سفيذ سیتضی   ٍهتيي هستالِ تشًاهت

ِ  سیضی خغي سفيذ ٍليي هسالِ تشًاهِادٍگاى  ضذُ دٍگاى،خغي سفيذ تتایج همایستِ هتذل    استت. تشسستي ً   ضتذُ اٍليت

سیضی خغي خاكستشی ًطاى داد كِ دس هذل پاساهتشی، هسالِ تا اصای ضذُ هذل تشًاهِپاساهتشی ٍ سفيذ 0 دٍهتيي 

ٍ تشای اٍليِ سفيذضذُ خغي سیضی تشًاهِ هسالِ 1 تتا  .استت  اٍليِ سفيذضذُ خغي سیضی تشًاهِ هسالِ اٍليي ّواى 

 فتشاّن  ًيتض  خاكستتشی سا  لغعيت عذم ضشایظ دس هذل پاساهتشّای ،ساسيت تحليل اهکاى تَاى هي اخيش ًتایج تَسعِ

ِ تشی اصجولِ ضشایظ هکول لٌگي ٍ لضتایای ضتعيف ٍ لتَی دٍگتاًي دس      ًتایج تيص .كشد سیتضی خاكستتشی    تشًاهت

 تَسظ ًَیسٌذُ دس دست تشسسي است.
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