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چکیده
در اين مقاله برخي اصلاحات روش کلاسيک نيوتن با همگرايي مكعبي را به همراه روش هالي در نظر گرفته و به کمک قاعده مشتق‌گيري عددي گاوس و قواعد انتگرال‌گيري عددي روش هايي ترکيبي به دست مي‌آوريم. تحليل همگرايي نشان مي‌دهد که روش هاي ارايه شده داراي مراتب همگرايي پنج يا شش مي‌باشند و آزمون هاي عددي مويد کارايي بيشتر و بهتر اين روش ها نسبت به ساير روش هاي موجود هستند. 
کلمات کلیدی:  ريشه‌يابي، روش نيوتن، روش هاي تکراري، انتگرال گيري عددي و مشتقگيري عددي.
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1  مقدمه 
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روش کلاسيک نيوتن براي يافتن ريشه معادله
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  عبارت است از:
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با قرار دادن 
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 در محل  در فرمول نيوتن، روش تکراري شرودر با فرمول 
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حاصل می‌شود. 
بسط تيلور مرتبه دوم تابع
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 (به ازاي ) به صورت 
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 EMBED Equation.3  [image: image17.wmf]
است که با قرار دادن
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 از فرمول نيوتن به جاي عبارت [image: image23.wmf]1
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  در داخل کروشه و حل معادله حاصل نسبت به فرمول روش هالي به صورت 
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حاصل می‌شود. 
روش هاي کلاسيک نيوتن و شرودر دارای مرتبه همگرايي دو بوده و روش هالي مرتبه همگرايي سه دارد. 
روش هاي مرتبه سومي که با اصلاحاتي از روش نيوتن در [1 ، 2،6  ، 7 و8] ارايه شده‌اند، با در نظر گرفتن فرمول هاي درجه دوم متفاوت براي محاسبه انتگرال
(5)
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به دست مي‌آيند که با رعايت نامگذاري هاي همان مراجع به ترتيب آن ها را توضيح مي‌دهيم:

الف  روش ميانگين حسابي نيوتن 
از فرمول (5) به ازاي
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 و  نتيجه مي‌شود:
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(6) 
که با استفاده از قاعده انتگرال گيري ذوزنقه‌اي به فرمول 
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مي‌رسيم که مشكل معلوم بودن 
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 در سمت راست اين رابطه (براي محاسبه خودش) را مي‌توان با اعمال تكرار ام  نيوتن در طرف راست برطرف نمود. به اين ترتيب روش نيوتن اصلاح شده با نام روش ميانگين حسابي نيوتن به صورت زير به دست مي‌آيد: 
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(7)

که
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ب  روش نقطه مياني نيوتن
با به کارگيري قاعده نقطه مياني براي انتگرال موجود در (6)  به روش ديگري به صورت 
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(8)
دست مي‌يابيم که همانند روش قبل 
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  محاسبه مي‌شود. 
 از رابطه(*) 
 پ  روش واسطه موزون نيوتن 
با در نظر گرفتن بسط تيلور درجه اول 
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  و  داريم:
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در اين عبارات به جاي
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 به ترتيب 
 و [image: image52.wmf]n
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 را نوشته و تقريبها را به تساوي در نظر مي‌گيريم. سپس با حل هر يک از اين معادلات نسبت به 
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  و محاسبه ميانگين آن ها روشي به صورت 
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(9)

حاصل مي‌شود که هومير ]3[ نيز آن را به دست آورده است.

2  روش هاي نو و تحليل همگرايي 
تقريب ريشه توابعي نظير 
[image: image56.wmf])
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 با روش هاي شرودر و هالي به دليل نياز به تعيين  با محاسبات فراواني همراه است. براي سهولت مي‌توان با استفاده از قاعده مشتق‌گيري عددي گاوس به جاي 
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 عباراتي بر حسب 
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  يا  را قرار داد. 
قاعده مشتق‌گيري عددي گاوس سه نقطه‌اي به صورت 
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فرمول مرتبه سوم 
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را نتيجه مي‌دهد که آن را فرمول نيوتن-گاوس مي‌ناميم. در اين فرمول نيز
[image: image65.wmf]*

1

+

n

x

  محاسبه مي‌شود.  از رابطه (*) 
در ادامه برخي اصلاحات جديد روش نيوتن را با يك يا دو ارزيابي اضافي از تابع در يك نقطة تكراری ديگر به وسيله روش هاي مرتبه سوم ارايه مي‌كنيم. اين روش ها داراي مرتبه همگرايي پنج يا شش هستند. 
به اين منظور انتگرال (5) [image: image69.wmf]]
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 را روي بازه  
با قاعده مستطيلي تقريب  مي‌زنيم که با حل معادله نسبت به  نتيجه مي‌شود:
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براي بدست آوردن روش هاي نيوتن اصلاح شده ترکيبي و همچنين براي کاستن از تعداد ارزيابي هاي توابع، 
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 را با 
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 برآورد مي‌کنيم که  محاسبه مي‌شود. بنابر‌اين يک رده از روش هاي جديد  از رابطه (*)
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حاصل مي‌شود که
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  يکي از روش هاي قبلي است.
علاوه بر اين با استفاده از بسط تيلور داريم: 
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از اين دو رابطه مي‌توانيم تقريب 
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را به دست آوريم که با به كارگيري اين تقريب در رابطه (11) گروه ديگري از روش هاي جديد به صورت
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حاصل مي‌شوند. 
در ادامه در قضاياي 1 و 2 ثابت مي‌کنيم که ترکيب روش هاي مرتبه سه با روابط (12) روش هايي از مرتبه شش را توليد مي‌کند. برخي از ترکيبات روش ها که داراي کارايي بهتر و تعداد اعمال کمتري مي‌باشند، عبارتند از: (13) روش هايي از مرتبه پنج و با رابطه (11) يا 
الف  ترکيب (7) را روش ميانگين حسابی اصلاح شده نيوتن مي‌ناميم: با (12) 
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(14)
ب  ترکيب (8)  را  روش نقطه ميانی اصلاح شده نيوتن نامگذاري مي‌کنيم: با (13)
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پ  ترکيب (9) با نام روش واسطه موزون اصلاح شده نيوتن عبارت است از: با (12) 
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(16)

ت  ترکيب روش هالي همچون ساير روش هاي از مرتبه سه با (12) 
   و با نام روش هالی اصلاح شده ترکيب کنيم که مرتبه همگرايي آن با استناد به قضيه2، شش مي‌باشد. در فرمول هالي  روشي با مرتبه همگرايي پنج مي‌باشد، ولي براي کاستن از تعداد اعمال  بهتر است آن را با (11)يا (13) حضور ندارد و بنابراين نيازي به استفاده از رابطه   (*) نيست. 
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3  محاسبه مرتبه همگرايي روش ها
با استفاده از بسط تيلور تابع
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 و مشتقات اول و دوم آن حول  (ريشه تابع
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 ) فرمول هاي خطاي
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به ترتيب براي روش هاي نيوتن و شرودر حاصل مي‌شود که در آن ها
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 به ازاي  است. اين روابط نشان مي‌دهند که مرتبه همگرايي اين روش ها حد اقل دو مي‌باشد.
در مورد روش هاي مرتبه سوم روابط خطای زير را داريم:
· روش ميانگين حسابي نيوتن                              

· روش نقطه مياني نيوتن                                   

· روش واسطه موزون نيوتن                                         

· روش هالي                                                     

· روش نيوتن-گاوس                                  

براي تعيين مرتبه همگرايي روش هاي از مراتب بالا، روش هاي مرتبه سوم بيان شده را به فرم كلي
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در نظر گرفته و اولين قضيه را مي‌آوريم.
قضيه1  فرض مي كنيم تابع
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 در بازه باز  داراي يك ريشه ساده 
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، كه در آن ها  و(13) است و در اين بازه مشتقات اول، دوم وسوم را داراست. در اين صورت روش هاي تعريف شده با (12) معرفي شده و در فرمول در (18)
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براي برخي
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 و   صدق مي‌كنند، داراي مرتبه همگرايي پنج هستند. 
اثبات  چون
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 حول نقطه   را به صورت 
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در نظر مي‌گيريم و همچنين با استفاده از تقسيم چند جمله‌اي ها مي‌توان نوشت:
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اکنون با کمک اين روابط فرمول (12) را به صورت 
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مي‌نويسيم و به طريق مشابه مرتبه همگرايي (13)  به صورت زير محاسبه مي‌شود:

[image: image149.wmf]).
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در واقع با تركيب هر پنج روش مرتبه سوم معرفي شده با فرمول هاي (12) به محاسبه مازاد از مشتق اول نياز دارند و بنابراين كارايي كمتري دارند.  تا (16)  مي‌توان ده روش مرتبه پنجم به دست آورد. به هر حال هفت روش ذكر نشده در مقايسه با روش هاي تعريف شده توسط(14)  يا (13)
با به كارگيري فرمول هاي خطا و  قضيه1 نتيجه مي‌شود كه براي روش هاي  (14) تا (16) معادلات خطاي زير برقرارند: 
· روش معرفي شده بوسيله (14)
:                                        
· روش تعريف شده با (15)
:                                 
· روش توصيف شده به وسيله (16)
:                                                     
قضيه2  با مفروضات قضيه1، ترکيب روش هاي از مرتبه سه با رابطه  (11) روش هايي با مرتبه همگرايي شش توليد مي‌کند. 
اثبات   براي رابطه (11) با جايگزين نمودن 
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 به جاي  در فرمول خطاي نيوتن خواهيم داشت:
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که استفاده از (19) [image: image171.wmf])
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 نتيجه مطلوب را به صورت   به دست مي‌دهد.
تركيب هر يک از روش هاي مرتبه سوم با (11)[image: image175.wmf])
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 را به دليل كارايي بهترش در نظر مي‌گيريم. فرمول خطاي اين روش  روشي از مرتبه شش را توليد مي‌کند که از بين اين ها  فقط ترکيب(17)  است. 

1 آزمون ها و مقايسه روش ها
روش هاي معرفي شده در تعداد ارزيابي هاي توابع و همينطور در تعداد اعمال حسابي در هر تکرار با هم متفاوتند. برای مقايسه روش ها به اختصار روش هاي نيوتن، شرودر و هالی را به ترتيب با نمادهاي  CN نشان مي‌دهيم.  را با HL6 و روش مرتبه شش (17) و HN5، MN5 را به ترتيب با نمادهایAN5  تا (16)  و روش هاي مرتبه پنجم (14)  وNG ،HN ،MN  تا (10) را به ترتيب با نمادهای AN و روش هاي مرتبه سوم (7) وHL ،SCH 
با استفاده از [4][image: image193.wmf]w
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 شاخص‌کارايي را به صورت[image: image195.wmf]p

  تعريف مي‌کنيم كه [image: image197.wmf]w

 مرتبه روش و  تعداد ارزيابي هاي توابع در هر تكرار از يک روش است. شاخص‌کارايي روش ها را در جدول1 می‌آوريم. 
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جدول1. مقايسه شاخص کارايي روش ها
در ادامه هريک از اين روش ها را براي تقريب ريشه
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  توابع انتخابی
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به کار گرفته و نتايج را در جدول های 2 تا 4 می‌آوريم. اين جدول ها شامل تعداد تکرارها 
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 برحسب ثانيه و مقدار تقريبی ريشه 
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  برای دستيابی به ريشه مورد نظر هستند. 
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جدول2. اطلاعات مربوط به تابع
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جدول3. اطلاعات مربوط به تابع [image: image241.wmf]0
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 با تقريب اوليه 
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جدول4. اطلاعات مربوط به تابع [image: image260.wmf]0
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 با تقريب اوليه 
نتيجه گيري
اصلاحاتی از روش نيوتن با مراتب همگرايي  بالا را معرفي نموديم که روش هاي مرتبه پنج دارای شاخص کارايي بهتری هستند. روش هاي معرفی شده در مقايسه با روش هاي شرودر و هالی به دليل عدم نياز به محاسبه مشتق دوم به مجموعه وسيع‌تری از توابع قابل استفاده هستند. 
روش NG با اين که نسبت به ساير روش هاي جديد مدت زمان اجرای زيادی لازم دارد ولی در حل          دستگاه های معادلات به دليل نياز به محاسبه تنها يک ماتريس ژاکوبين بر روش هايي همچون AN از لحاظ تعداد محاسبات کمتر ارجحيت خواهد داشت.  و HN5، AN5،HN 
آزمون های عددی نشان می‌دهند که روش هاي جديد از لحاظ تعداد تکرارها (برای رسيدن به دقت يکسان) مقرون به صرفه‌اند. از بين کليه روش هاي مورد بحث زمآن های انجام محاسبات برای روش HN5 نسبت به بقيه روش ها کمتر است و لذا اين روش بر ديگر روش ها ارجحيت دارد.
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