         مجله ریاضیات کاربردی واحد لاهیجان ،  سال هفتم،  شماره  2(پياپي 25)،   تابستان 89، ص ص90-79  

         شاپا     6083-2008
نيكوئي  و همکار،    يك روش براي حل دستگاه معادلات خطي منفرد
مجله ریاضیات کاربردی واحد لاهیجان        25   (1389)     89-79  

يك روش براي حل دستگاه معادلات خطي منفرد
محرم نيكوئي*1، مير كمال ميرنيا2 
1عضو باشگاه پژوهشگران جوان، دانشگاه آزاد اسلامي، واحد تبريز
2گروه رياضي، دانشگاه آزاد اسلامي،  واحد تبريز
رسيد مقاله: 1/12/88

پذيرش مقاله: 1/5/89

چكيده    

 در اين مقاله، حل دستگاه معادلات خطي منفرد
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  مورد بررسي قرار گرفته است. ما نشان داده‏ايم هر دستگاه معادلات خطي منفرد با يك دستگاه معادلات خطي فرومعين هم ارز است. با ارايه مثال هاي عددي، نيز نشان داده شده است كه جواب مينيمال به دست آمده براي دستگاه معادلات خطي فرومعين در دستگاه معادلات خطي منفرد هم ارز با آن نيز صدق مي‏كند.   
كلمات كليدي: دستگاه معادلات منفرد، دستگاه معادلات فرومعين، شاخص، معكوس درازين، دستگاه هاي هم ارز.  
1  مقدمه 
دستگاه معادلات خطي در علوم مختلف مهندسي و اجتماعي كاربردهاي فراواني دارد. حل عددي بيشتر مسايل محاسباتي در علوم ومهندسي منجر به حل دستگاه معادلات خطي منفرد مي‏شود كه از آن جمله مي‏توان به معادله Navier-Stokes در مهندسي سيالات و Markov chain modelling در متغيرهاي تصادفي اشاره كرد[4,6]. 
 جالب است بدانيد، براي هر ماتريس
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، حتي ماتريس هاي منفرد، معكوس منحصر بفردي به نام معكوس درازين وجود دارد. در سال هاي اخير، جواب دستگاه معادلات خطي منفرد را با معكوس درازين به دست مي‏آورند. در [6] يك الگوريتم دو مرحله‏اي براي به دست آوردن معكوس درازين در حل دستگاه معادلات خطي منفرد با شاخص يك ارايه شده است. همچنين روش كرامر براي يافتن معكوس درازين را در [5] ببينيد. در اين مقاله، ما براي به دست آوردن معكوس درازين از قضيه‏اي كه مربوط به موجود و منحصر بفرد بودن آن براي هر ماتريس دلخواه است استفاده مي‏كنيم.  
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يك دستگاه معادلات خطي منفرد سازگار داراي بي شمار جواب است. تاكنون روش هاي متعددي براي حل دستگاه معادلات خطي منفرد ارايه شده است[2,4,6]. مجموعه جواب ها يك دستگاه معادلات خطي فرومعين نيز نامتناهي است.  با اين حال يك دستگاه معادلات خطي فرومعين داراي يك جواب منحصر بفرد بنام جواب مينيمال است. در صورتي كه يك دستگاه فرومعين داراي رتبه كامل سطري باشد، جواب مينيمال آن را با شبه‏معكوس به دست مي‏آورند. اين جواب داراي كمترين نرم اقليدسي است[2].
هدف ما از نگارش اين مقاله، معرفي معكوس درازين،‌ اشاره به تفاوت آن با شبه‏معكوس و بيان كاربرد آن ها در حل دستگاه معادلات خطي است. همچنين جواب به دست آمده براي دستگاه معادلات خطي منفرد با معكوس درازين را با جواب به دست آمده با شبه‏معكوس براي دستگاه معادلات خطي فرومعين هم ارز با آن،‌ مقايسه نموده‏ايم.
بخش بعدي اين مقاله شامل تعاريف و قضاياي مقدماتي درباره دستگاه معادلات خطي است. چند تعريف و قضيه درباره دستگاه معادلات خطي فرومعين و دستگاه هاي معادلات خطي هم ارز نيز ارايه شده است. مهمترين آن ها قضيه‏اي درباره دستگاه معادلات خطي منفرد ناسازگار است. در سومين بخش به نقش معكوس درازين و شبه معكوس در حل دستگاه معادلات خطي اشاره شده و يك روش براي به دست آوردن جواب مينيمال در دستگاه معادلات خطي منفرد ارايه شده‏است. همچنين در اين بخش با طرح چند سوال و پاسخگويي به آن ها به شرح روش جديد پرداخته‏ايم. سه مثال عددي براي بررسي درستي مباحث ارايه شده در بخش‏هاي قبلي در بخش 4 ارايه شده ‏است.
2 تعاريف اوليه و قضاياي مقدماتي 
تعریف1 ماتریس
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 را در نظر بگیرید. گوييم عدد صحیح نامنفی
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 شاخص ماتریس
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 است و با
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 نمایش می‏دهيم، اگر
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 کوچکترین عدد صحیح نامنفی باشد به طوریکه
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كه معادل با اينكه شاخص ماتريس اندازه بزرگترين بلوك ژوردان متناظر با مقدار وي‍ژه صفر ماتريس
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 است[7]. 
   براي هر ماتريس 
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 شاخص ماتريس موجود و منحصر بفرد است[8]. براي آشنايي بيشتر با شاخص ماتريس و نحوه‏ي به دست آوردن شاخص هر ماتريس دلخواه به [8] مراجعه نمائيد. در بخش چهارم،‌ نحوه‏ي به دست آوردن شاخص ماتريس شرح داده‏ شده‏است. 
قضيه 1 [8] ماتريس 
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 را در نظر بگيريد. داريم
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تعریف2 [7]  ماتریس
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  را بطوریکه
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 در نظر بگیرید. ماتريس
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 معكوس درازين ماتریس
[image: image16.wmf]A

 با
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 نمايش داده می‏شود، هرگاه
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 در روابط زير صدق مي‏كند

(2)                                                                                          
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اگر
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 باشد،
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 معکوس گروه ماتریس
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 نامیده می‏شود و با
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A

 نمایش داده می‏شود. اگر
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 باشد 
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 يك ماتريس نامنفرد است و 
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 معکوس ماتریس 
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 نامیده می‏شود و با
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 نمایش داده می‏شود[8]. با توجه به قضيه‏ي زير براي هر ماتريس دلخواه
[image: image29.wmf]n

n

C

A

´

Î

 معكوس درازين
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 موجود و منحصر بفرد است.

تاكنون براي به دست آوردن معكوس درازين يك ماتريس روش هاي متعددي ارايه شده‏است. اكثر اين روش ها درباره ماتريس هاي بلوكي است. يك الگوريتم در [7] براي به دست آوردن معكوس درازين ارايه شده‏است كه از جامعيت لازم براي به دست آوردن معكوس درازين تمام ماتريس هاي منفرد برخوردار نيست. در زير قضيه‏اي ارايه شده‎است كه ضمن اينكه بيانگر وجود و منحصر بفرد بودن معكوس درازين براي همه ماتريس هاي منفرد است يك روش جامع براي به دست آوردن معكوس درازين ماتريس هاي منفرد است. در بخش چهارم،‌ نحوه‏ي به دست آوردن معكوس درازين شرح داده‏ شده‏است. 
قضيه2 براي هر ماتريس دلخواه
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، اگر 
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 و 
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 و فرم نرمال ژوردان ماتريس
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 بفرم زير باشد 
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كه در آن
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 يك ماتريس مربع از مرتبه
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 است و
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 است. آنگاه معكوس درازين ماتريس
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 بفرم زير است 

اثبات. [7]  را ببينيد.   
براي به دست آوردن فرم نرمال ژوردان يك ماتريس بايد مقادير ويژه،‌ عدد آن ها و حداكثر تعداد بردارهاي ويژه مستقل خطي متناظر با مقادير ويژه را به دست آورد. و آن را بفرم 
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 نوشت. براي مطالعه بيشتر به [8] مراجعه نمائيد.    
تعريف 3   [2] دستگاه معادلات خطی
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 را در نظر بگیرید. که در آن 
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 یک ماتریس 
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 یک بردار 
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 و 
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 یک بردار
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 می‏باشد. اگر 
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 باشد، در این صورت دستگاه فوق را فرومعین می‏گویند. 
تعريف 4 [2] ماتريس
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، شبه معكوس ماتريس
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 ناميده مي‏شود در صورتي كه
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 يك ماتريس 
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 با رتبه
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 باشد. شبه معكوس ماتریس
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 را معمولا با
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 نمایش می‏دهند.  
قضيه 3 فرض كنيد دستگاه معادلات خطی
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 يك دستگاه سازگار يا ناسازگار باشد. اگر
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 باشد در اينصورت دستگاه 
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 سازگار است.
اثبات دستگاه معادلات خطي
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  داراي جواب است اگر و فقط اگر
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  [2] . با توجه با آنچه كه در تعريف 2-1 درباره شاخص ماتريس بيان شد واضح است كه 
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 بنابراين دستگاه
[image: image62.wmf]b

A

Ax

A

k

k

=

 سازگار است. 
براي حل دستگاه معادلات خطي منفرد سازگار يا ناسازگار 
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 در صورتيكه  
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باشد. با توجه به خواص معكوس درازين مي‏توانيم جواب هاي دستگاه معادلات خطي منفرد سازگار 
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 را         به دست آوريم[6].   
تعريف 5 [3]  دو دستگاه معادلات خطي را هم ارز ناميم، هرگاه هر معادله يك دستگاه تركيبي خطي از معادلات دستگاه ديگر باشد.
قضيه 4 [3]  جواب هاي دستگاه هاي معادلات خطي هم ارز يكي هستند. 
 بهتر است بدانيم براي حل يك دستگاه از معادلات، مي‏توانيم هر دستگاه هم ارز آن را به جاي آن دستگاه حل كنيم‏، هيچ جوابي كم نمي‏شود و هيچ جواب جديدي ظاهر نمي‏شود.
قضيه 5 [3]  هر ماتريس
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 مانند
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 با يك ماتريس تحويل شده سطري پلكاني هم ارز سطري است. و در صورتي كه 
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 ماتريس تحويل شده سطري پلكاني 
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 باشد. دستگاه هاي
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 هم ارزند. 
3  يك روش براي حل دستگاه معادلات خطي منفرد 
در اين بخش، قضيه‏اي را درباره رسيدن به يك دستگاه معادلات خطي فرومعين، هم ارز با يك دستگاه معادلات خطي منفرد ثابت مي‏كنيم. اين قضيه اساس ارايه روش جديد براي حل دستگاه معادلات خطي منفرد است. ابتدا نگاهي گذرا به نقش معكوس درازين و شبه معكوس در حل دستگاه معادلات خطي خواهيم داشت. 
3-1 نقش معكوس درازين و شبه معكوس در حل دستگاه معادلات خطي 
قضيه6[1]   فرض كنيد 
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 باشد.  
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جواب دستگاه معادلات خطي
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 است و با
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 نشان داده مي‏شود،‌ اگر و فقط اگر
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قضيه7 دستگاه معادلات خطی فرومعين
 (4)                                                                                                          
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را در نظر بگیرید. براي حل چنين دستگاهي اغلب لازم است
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ای را بیابیم که
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 کمترین مقدار ممکن را داشته باشد. بنابراین جواب مينيمال دستگاه فرومعین فوق معادل است با حل مساله
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. در صورتی که 
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 باشد جواب مينيمال دستگاه فرومعین (4) عبارت است از
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 . بنابراين جواب مينيمال  هر دستگاه فرومعين كه داراي رتبه كامل سطري باشد را  با
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 نشان مي‏دهيم.
اثبات. [2]    را ببينيد.   
3-2 دستگاه معادلات خطي فرومعين، هم ارز با دستگاه معادلات خطي منفرد
بيان و اثبات قضيه زير پايه اصلي ارايه روش  جديد براي حل دستگاه معادلات خطي منفرد است.
قضيه 8   هر دستگاه معادلات خطي منفرد سازگار با يك دستگاه فرومعين با رتبه كامل سطري، هم ارز است. 
اثبات دستگاه معادلات خطي منفرد
(5)                                                                                                                                                     
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را در نظر بگيريد. فرض كنيد
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، ماتريس افزوده دستگاه (5) را به شكل زير نمايش مي‏دهيم.  
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اگر
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 ماتريس تحويل شده سطري پلكاني ماتريس افزوده (6) باشد، داراي سطر صفر خواهد بود زيرا (5) يك دستگاه منفرد است و سطرهاي 
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 وابسته خطي هستند. 
[image: image91.wmf][

]

c

R

¢

¢

 را به صورت زير نشان مي‏دهيم. 
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(7)
فرض كنيم (7) ماتريس افزوده دستگاه
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 باشد. با توجه به اينكه (5) يك دستگاه سازگار است،‌ ماتريس افزوده (7) داراي 
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سطر غير صفر است و  تعداد سطرهاي صفر آن برابر است با
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. دقت داشته باشيد كه تعداد سطرهاي غير صفر ماتريس افزوده (7) برابر با رتبه ماتريس ضرائب دستگاه (5) است.  طبق    قضيه 5 دستگاه هاي معادلات خطي 
[image: image95.wmf]b

Ax

=

 و
[image: image96.wmf]c

x

R

¢

=

¢

 هم ارزند. حال با حذف كردن سطرهاي صفر دستگاه
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اجازه بدهيد دستگاه (8) را با 
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 نمايش دهيم. بديهي است كه دستگاه هاي معادلات خطي
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 هم ارزند. چون هر يك از 
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 معادله دستگاه 
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  تركيبي خطي از معادلات دستگاه 
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 مي‏باشد و برعكس. 
 با توجه به آنچه كه در بالا بحث شد داريم، دستگاه 
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 با دستگاه 
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 هم ارز است و دستگاه
[image: image107.wmf]c

x

R

¢

=

¢

 با 
[image: image108.wmf]c

Rx

=

 هم ارز است. هم ارزي سطري يك رابطه هم ارزي است[3]. پس دستگاه هاي معادلات خطي
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 هم ارزند. 
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 يك دستگاه
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 فرومعين است و رتبه ماتريس ضرائب آن برابر است با
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 .  
پس
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يك دستگاه معادلات خطي فرومعين با رتبه كامل سطري است كه هم ارز با دستگاه معادلات خطي منفرد (5) مي‏باشد. در حالت كلي، هر دستگاه فرومعين داراي رتبه كامل سطري كامل نيست.    
با توجه به ويژگي دستگاه هاي معادلات خطي هم ارز داريم:
نتيجه 1 جواب به دست آمده با معكوس درازين براي دستگاه معادلات خطي منفرد در دستگاه معادلات خطي فرومعين با رتبه كامل سطري، هم ارز با آن نيز صدق مي‏كند.      
نتيجه 2 جواب مينيمال به دست آمده با شبه معكوس براي دستگاه معادلات خطي فرومعين با رتبه كامل سطري، در دستگاه معادلات خطي منفرد هم ارز با آن نيز صدق مي‏كند.      
4  يك روش براي حل دستگاه معادلات خطي منفرد
با توجه به قضيه 8، يك روش براي حل دستگاه معادلات خطي منفرد 
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 به دست آوردن يك دستگاه معادلات خطي فرومعين با رتبه كامل سطري است كه با آن هم ارز باشد. جواب مينيمال دستگاه معادلات خطي فرومعين با رتبه كامل سطري را با شبه معكوس مي‏توان به دست ‏آورد. بنا به نتيجه 2 اين جواب، جواب مينيمال دستگاه معادلات خطي منفرد 
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 نيز هست. 
طرح و پاسخگويي سوالات زير به تبيين قضيه 8 كه پايه و اساس روش فوق است كمك مي‏كند.  
1. آيا هر دستگاه معادلات خطي منفرد دلخواه، با يك دستگاه فرومعين با رتبه كامل سطري، هم ارز است؟ 
بلي، ماتريس افزوده يك دستگاه معادلات خطي منفرد
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 ، ماتريسي از مرتبه
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 است. و بر اساس قضيه 5 با يك ماتريس تحويل شده سطري پلكاني هم ارز سطري است. اين خود دليلي بر جامع بودن روش فوق است، يعني رتبه، شاخص و ساير ويژگي هاي ماتريس ضرائب دستگاه منفرد محدويت در اجراي روش ايجاد نمي‏كند. 
2. آيا هر دستگاه معادلات خطي منفرد ناسازگار دلخواه، هم ارز با يك دستگاه فرومعين با رتبه كامل سطري است ؟
بلي، اگر در دستگاه معادلات خطي منفرد
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، دستگاه ناسازگار است و طبق قضيه2-3 مي‏توانيم روش فوق را براي دستگاه منفرد سازگار 
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 اجرا كنيم.
3. آيا جواب دستگاه هاي فرومعين را فقط با شبه معكوس مي‏توان به دست آورد؟
خير، روش هاي متعددي براي به دست آوردن جواب دستگاه هاي معادلات خطي فرومعين وجود دارد[2]. اما جواب مينيمال آن دسته از دستگاه معادلات فرومعين كه داراي رتبه كامل سطري هستند را مي‏توان با شبه معكوس به دست آورد.  ما در اينجا چون
[image: image123.wmf]d

x

 و
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 را با هم مقايسه مي‏كنيم به دستگاه هاي فرومعين با رتبه كامل سطري نياز داريم. 
4. چرا در اين روش از ماتريس تحويل شده سطري پلكاني استفاده مي‏كنيم؟ 
ما با روش هاي متعددي مي‏توانيم براي هر دستگاه معادلات خطي منفرد يك دستگاه فرومعين هم ارز به دست آوريم] مثال 2 را ببينيد[. اما آنچه كه براي ما مهم است، اين است كه به يك ماتريس فرومعين با رتبه كامل سطري برسيم تا بتوانيم جواب مينيمال آن را با شبه معكوس به دست آوريم. در ماتريس تحويل شده سطري پلكاني سطرهاي صفر زير همه سطوري كه داراي درايه‏هاي غير صفرند واقع مي‏شوند. به همين دليل مي‏توان بدون انجام عمليات اضافي آن ها را حذف كرد. چون سطرهاي ماتريس افزوده هر دستگاه معادلات خطي منفرد وابسته خطي هستند پس ماتريس تحويل شده سطري پلكاني آن داراي سطر صفر خواهد بود. 
5. معكوس درازين با شبه معكوس چه تفاوتي دارد؟ 

معكوس درازين و شبه معكوس دو مفهوم كاملا مجزا از هم هستند. جواب مينيمال هر دستگاه معادلات خطي فرومعين كه داراي رتبه كامل سطري باشد و جواب كمترين مربعات هر دستگاه معادلات خطي فرامعين كه داراي رتبه كامل ستوني باشد را مي‏توان با شبه معكوس به دست آورد[2]. معكوسي كه براي ماتريس هاي نامنفرد تعريف شده است نوع خاصي از معكوس درازين است. بنابراين جواب يك دستگاه معادلات خطي منفرد يا نامنفرد را بدون توجه به استقلال خطي سطرها و ستونهاي ماتريس ضرايب آن، مي‏توان با معكوس درازين به دست آورد.  
5  نتايج عددي
   فرض كنيد
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 يك دستگاه معادلات خطي منفرد سازگار باشد. در اينصورت 
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 داراي يك مجموعه جواب است و بايد جواب مينيمال آن را به دست آورد. در اين بخش،‌ با ارايه مثال هاي عددي نشان ‏داده‏ايم جواب به دست آمده با معكوس درازين براي 
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 همواره جواب مينيمال نيست.
    اهيمت استفاده از معكوس درازين در اين است كه استفاده از روش الگوريتم دومرحله‏اي براي به دست آوردن معكوس درازين دستگاه معادلات خطي منفرد  از ساير روش هاي تكراري مانند
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PCG

,

  بهتر و موفق عمل مي‏كند[8].      
مثال 1  دستگاه معادلات خطي منفرد زير را در نظر بگيريد. 
(9)                                                                                                                          
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ماتريس ضرايب دستگاه (9) به صورت زير مي‏باشد
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همچنين با انجام محاسبات لازم داريم. 
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 بنابراين شاخص ماتريس
[image: image132.wmf]A

 برابر يك است. پس (9) يك دستگاه معادلات خطي منفرد با شاخص يك است. پس ماتريس
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 داراي معكوس گروه است. با توجه به اينكه 
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 پس (9) يك دستگاه ناسازگار است.  طبق قضيه 3 دستگاه 
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 را به دست مي‏آوريم. 
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 يك ماتريس خودتوان است. پس
 (10)                                                                                                                       
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بر اساس قضيه 2  براي به دست آوردن معكوس گروه داريم
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بنابراين
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ملاحظه مي‏كنيم كه
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. براي مطالعه بيشتر در اين زمينه به [8] مراجعه نمائيد. حال طبق قضيه 3  براي دستگاه (10)  
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به صورت زير محاسبه مي‏شود

[image: image143.wmf]ú

ú

ú

û

ù

ê

ê

ê

ë

é

-

-

=

ú

ú

ú

û

ù

ê

ê

ê

ë

é

-

-

ú

ú

ú

û

ù

ê

ê

ê

ë

é

-

-

-

-

-

=

=

9

12

9

9

12

9

4

3

1

5

4

1

5

3

2

b

A

x

g

d


بنا بر قضيه 8  دستگاه معادلات خطي منفرد (10) با دستگاه فرومعين زير هم ارز است.
(11)                                                                                                                                           
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دستگاه فرومعين (11) داراي رتبه كامل سطري است، پس:
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طبق خاصيت دستگاه هاي هم ارز، 
[image: image146.wmf]d

x

 و
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 در (10) و (11) صدق مي‏كنند. واضح است كه
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مثال 2  دستگاه معادلات خطي منفرد ناسازگار زير را در نظر بگيريد
 (12)                                                                                                                    
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ماتريس ضرائب دستگاه (12) به صورت زير مي‏باشد
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از قضيه 1  براي به دست آوردن معكوس درازين ماتريس
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[image: image156.wmf]ú

ú

ú

ú

û

ù

ê

ê

ê

ê

ë

é

-

-

-

-

-

-

-

-

=

ú

ú

ú

ú

û

ù

ê

ê

ê

ê

ë

é

ú

û

ù

ê

ë

é

ú

û

ù

ê

ë

é

=

-

5

5

4

1

5

5

4

1

9

9

7

2

14

14

11

3

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

1

0

1

1

1

P

P

B

   كه در آن 
[image: image157.wmf]ú

ú

ú

ú

ú

ú

û

ù

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ë

é

=

27

41

27

14

27

11

27

11

27

217

27

163

27

76

27

76

9

9

9

0

5

5

2

3

P

 
طبق قضيه 1 معكوس درازين ماتريس فوق به صورت زير خواهد بود
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 براي (13) به صورت زير محاسبه مي‏شود
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 قضيه 8  دستگاه فرومعين زير را كه هم ارز سطري دستگاه منفرد (13) است به دست مي‏دهد: 
	(14)                   
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دستگاه (13) را با 
[image: image162.wmf]c

Rx

=

 نشان مي‏دهيم. 
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 يك دستگاه فرومعين با رتبه كامل سطري است و مي‏توان جواب مينيمال آن را با شبه معكوس به دست آورد. با توجه به قضيه 7  داريم
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[image: image167.wmf]d

x

 و
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 در دستگاه معادلات (13) و (14) صدق مي‏كنند. 
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 جواب مينيمال دستگاه منفرد (12) است.
 با حذف سطر سوم دستگاه معادلات خطي منفرد (13) ما به يك دستگاه معادلات خطي فرومعين مي‏رسيم كه با آن هم ارز سطري است، ولي داراي رتبه كامل سطري نيست.
مثال 3  دستگاه معادلات خطي منفرد سازگار زير را در نظر بگيريد
(15)                                                                                                                         
[image: image170.wmf]1

2

3

1

1

3

2

1

3

2

1

3

2

1

=

-

-

-

=

-

+

-

=

-

-

-

x

x

x

x

x

x

x

x

x


شاخص ماتريس ضرائب دستگاه برابر با يك مي‏باشد. از قضيه 1 براي به دست آوردن معكوس درازين ماتريس
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 استفاده مي‏كنيم.
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طبق قضيه 1 معكوس درازين ماتريس فوق به صورت زير خواهد بود:
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 براي (15) به صورت زير محاسبه مي‏شود
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 قضيه 8  دستگاه فرومعين زير را كه هم ارز سطري دستگاه منفرد (15) است به دست مي‏دهد: 
	(16)                   
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(13) يك دستگاه فرومعين با رتبه كامل سطري است. براي به دست آوردن جواب مينيمال آن را شبه‏معكوس داريم
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 در دستگاه معادلات (15) و (16) صدق مي‏كنند. 
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 جواب مينيمال دستگاه منفرد (12) است.
6  نتيجه‏گيري 
در اين مقاله، روش به دست آوردن دستگاه معادلات خطي فرومعين هم ارز با دستگاه معادلات خطي منفرد ارايه شده است. با اين روش مي‏توان جواب مينيمال را براي دستگاه معادلات خطي منفرد به دست آورد.  
سپاسگزاري
اين مقاله نتيجه حاصل از طرح پژوهشي با شماره‏ي 88724  است كه با استفاده از اعتبارات پژوهشي باشگاه پژوهشگران جوان، دانشگاه آزاد اسلامي–  واحد تبريز به انجام رسيده است. نويسندگان از باشگاه پژوهشگران جوان،‌ دانشگاه آزاد اسلامي – واحد تبريز به خاطر حمايتش از طرح پژوهشي مذكور، از هيئت محترم داوران به خاطر ارايه پيشنهادات و نظرات گرانسنگ و دكتر سهراب كرد رستمي به خاطر زحماتشان ممنون و سپاسگزارند. 
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