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چکیده
مدل​های تحلیل​پوششی​داده​ها (DEA) در انتخاب بهترین وزن​ها آزاد هستند. برای رفع مشکلات حاصل از آزادی وزن روی وزن​های ورودی و خروجی محدودیت​هایی قرار داده می​شود. یکی از انواع محدودیت​های وزنی که تا​کنون معرفي شده، محدودیت​های وزنی متقارن است. محدودیت​های وزنی متقارن نخستین بار توسط دیمیترو و ساتون در سال 2009 [3] مطرح شد. آنها با استفاده از محدودیت​های وزنی جدیدی که به مدل ماهیت ورودی و خروجی CCR اضافه نمودند، مبادرت به حذف وزن​های صفر از وزن​های ورودی و خروجیDMU ی تحت ارزیابی کردند. تکنیک تخصیص وزن متقارن (SWAT) پیشنهادي دیمیترو و ساتون روی ناحیه شدنی مدل تأثیر نمی​گذارد و در نتیجه همیشه شدنی است. همچنین به DMU ها اجازه می​دهد که وزن​ها را متقارن انتخاب کنند.

کلمات کلیدی:  تحليل​پوششي​داده​ها، تقارن، محدودیت​های وزنی متقارن، اندازه SWAT ، وزن​های مجازی.

1 مقدمه

دیمیترو و ساتون در [3] محدودیت وزنی جدیدی بنام محدودیت وزنی متقارن که بر مدل CCR اعمال   می​شود را مطرح کردند. در این روش، محدودیت وزنی اضافه شده بر مدل ماهیت خروجی CCR تنها بر روی وزن​های خروجی و محدودیت وزنی اضافه شده بر مدل ماهیت ورودی CCR تنها بر روی وزن​های ورودی اعمال می​شود. این نوع اعمال محدودیت​های وزنی بر مدل CCR ممکن است موجب غیرصفر نشدن وزن​های ورودی و خروجی به ترتیب در مدل​های ماهیت خروجی و ورودی CCR شود.

در این مقاله ابتدا مثالی را مطرح می​کنیم که نشان می​دهد با اعمال محدودیت​های وزنی پیشنهادی دیمیترو و ساتون بر مدل ماهیت خروجی CCR وزن​های ورودی همچنان صفر باقی می​مانند. سپس محدودیت​های وزنی متقارن را به صورتی تعمیم می​دهیم که در این مدل به طور همزمان وزن​های ورودی و خروجی DMU ي تحت ارزیابی غیرصفر شوند. همچنين برتري روش ماهیت خروجی پیشنهادي بر روش معرفي شده توسط ديميترو و ساتون اين است كه روش ماهيت خروجي ديميترو و ساتون تنها در وزن​هاي خروجي  DMUی تحت ارزیابی تقارن ايجاد مي​كند اما روشي كه در اين مقاله پیشنهاد مي​شود به ایجاد تقارن همزمان در وزن​های ورودی و خروجی  DMUی تحت ارزیابی می​پردازد.

2  ضعف محدودیت​های وزنی متقارن دیمیترو و ساتون 

دیمیترو و ساتون در سال 2009 [3] محدودیت های وزنی متقارن را برای مدل ماهیت خروجی CCR به صورت:  
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معرفی کردند. برای اینکه ضعف محدودیت​های وزنی (1) را نشان دهیم ابتدا مثال (6-2-2) از مرجع [2] را     در​نظر می​گیریم. چهارده DMU ذکر شده در اين مثال را با مدل ماهيت خروجي CCR ارزيابي مي​كنيم.  ازميان DMU​هايي كه در این ماهيت وزن​هاي صفر دارند به دلخواه DMU1 ، DMU5 و DMU13 را در نظر         مي​گيريم. نتایج حاصل از ارزیابی این DMU​ها را با اعمال و بدون اعمال محدودیت های وزنی متقارن (1) ، در بخش 2-1 بررسی می​کنیم. 

2- 1  اعمال محدودیت های وزنی متقارن بر مدل ماهیت خروجی CCR 

محدودیت​های وزنی (1) را بر مدل ماهیت خروجی مضربی  DMUهای ذکر شده در بالا اعمال می​کنیم. سپس نتایج حاصل از ارزیابی این DMU ها که با نرم افزار WINQSB به دست آمده است را در جداول زیر بیان  می​کنیم:
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جدول 1: نتایج ارزیابی 
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 از مدل ماهیت خروجیCCR  با اعمال و بدون اعمال محدودیت​های وزنی متقارن

	با اعمال محدوديت​هاي وزني 
	بدون محدودیت وزنی
	
[image: image14.wmf]5

DMU



	0.01
=   
[image: image15.wmf]b


	0.002  =  
[image: image16.wmf]b


	
	

	0
	0
	0
	
[image: image17.wmf]1

v



	0.000003
	0.000030
	0.000030
	
[image: image18.wmf]2

v



	0.00003
	0.000003
	0
	
[image: image19.wmf]1

u



	0.000002
	0.000002
	0.000005
	
[image: image20.wmf]2

u



	0
	0
	-
	
[image: image21.wmf]21

12

Z

Z

=



	1.211648
	1.211648
	1.209242
	مقدار بهینه


جدول 2: نتایج ارزیابی 
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 از مدل ماهیت خروجی CCR با اعمال و بدون اعمال محدودیت​های وزنی متقارن
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جدول 3: نتایج ارزیابی 
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 از مدل ماهیت خروجی CCR با اعمال و بدون اعمال محدودیت​های وزنی متقارن

با بررسی جداول بالا مشاهده می​کنیم وزن 
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 بدون اعمال محدودیت​های وزنی یعنی با بکارگیری مدل ماهيت خروجي مضربي CCR صفر به دست آمده است. با اعمال محدودیت​های وزنی پیشنهادی دیمیترو و ساتون بر مدل ماهیت خروجی مضربی این DMU ، با افزایش 
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 در نقطه 
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 می​شود. بنابراین با توجه به محدوديت​هاي (1) پيشنهادي ديميترو و ساتون      وزن​های خروجی متقارن و غیرصفر می​شوند اما وزن 
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 همچنان صفر باقی می​ماند. با افزایش بیشتر 
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 تغییری در مقدار 
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 حاصل نمی​شود. از طرفی با وجود اینکه با به کارگیری محدودیت​های وزنی متقارن برای 
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 وزن​های ورودی غیرصفر می​شوند اما در ارزیابی 
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 برای وزن
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 این نتیجه به دست نمی​آید. با اعمال محدودیت​های وزنی متقارن (1) بر مدل ماهیت خروجی این DMU ، وزن 
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 همچنان صفر باقی می​ماند       (با وجود اینکه برای این DMU در 
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 شده است). در واقع با اعمال    محدودیت​های وزنی پیشنهادی دیمیترو و ساتون در ماهیت خروجی هیچ تضمینی وجود ندارد که وزن​های ورودی غیرصفر شوند و این محدودیت​هاي وزنی تنها برای وزن​های خروجی غیرصفر شدن را تضمین می​کنند. بنابراین هدف از اعمال محدودیت​های وزنی بر یک سیستم که همان غیرصفر کردن همه وزن​های ورودی و خروجی است، در اینجا برآورده نمی​شود. برای رفع ضعف محدودیت​های وزنی خروجی پیشنهادی دیمیترو و ساتون در زیر مدل ماهیت خروجی جدیدی پیشنهاد می​شود. 
3  روش پیشنهادی 

هدف از اعمال محدودیت​های وزنی بر یک سیستم غیرصفر کردن همه وزن​های ورودی و خروجی این سیستم است. با اعمال محدودیت​های وزنی متقارن دیمیترو و ساتون در مدل مضربی ماهیت خروجی به خواسته مورد انتظار نمی​رسیم. برای برطرف کردن این ضعف در اینجا روشی را پیشنهاد می​کنیم و به بررسی درستی آن      می​پردازیم. روش پیشنهادی علاوه بر غیرصفر کردن همه وزن​های ورودی و خروجی، به طور همزمان در     وزن​های ورودی و خروجی تقارن ایجاد می​کند.

3-1  فرمول بندی ماهیت خروجی پیشنهادی 

ابتدا مدل ماهیت خروجی مضربی CCR معرفی شده توسط چارنز و همكاران 1978 [1] را در نظر بگیرید. فرض کنید: 
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 اندیس ورودی ها و 
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 اندیس خروجی​ها باشند. 
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 به ترتیب بردارهای ورودی و خروجی برای DMU تحت ارزیابی و
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 و 
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 به ترتیب ماتریس مقدار​های ورودی و خروجی باشند. همچنین
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 و
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 به ترتیب بردار وزن​های خروجی و ورودی برای DMU تحت ارزیابی باشند. یادآوری می​کنیم مدل ماهیت خروجی مضربی CCR به صورت زیر است:
	                                                                                                                                                                (2)
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سپس محدودیت وزنی (1) که محدودیت وزنی پیشنهادی دیمیترو و ساتون برای مدل ماهیت خروجی است را به مدل بالا اضافه می کنیم. بنابراین مدل (2) به صورت زیر بازنویسی می​شود:

	 (3)                 
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حال پیشنهاد می​شود برای برطرف کردن ضعف مدل ماهیت خروجی دیمیترو و ساتون قیود:
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كه محدودیت وزنی پیشنهادی دیمیترو و ساتون برای مدل ماهیت ورودی با تغیر متغير 
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 است[3]، به مدل (3) اضافه شود. بنابراین مدل بالا به صورت زیر بازنویسی می​شود:

	(4)              
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دیمیترو و ساتون در مدلشان برای ایجاد تقارن در وزن های خروجی پیشنهاد کردند مجموع همه مقدارهای 
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 مینیمم شود و تأثیر تقارن با یک ضریب مقیاس تقارن 
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در اینجا برای ایجاد تقارن همزمان در وزن​های ورودی و خروجی پیشنهاد می​کنیم مجموع همه مقدارهای 
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 مینیمم شود. حال تأثیر تقارن را با یک ضریب مقیاس تقارن 
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، بررسي می​کنیم. بنابراین مدل (4) به صورت زیر بازنویسی می​شود که درآن 
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با توجه به اینکه مدل (5) مدل غیرخطی است، به صورت مدل خطی زیر بازنویسی می​شود:

	          (6)     
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مقدار تابع هدف مدل (6) اندازه SWAT نامیده می​شود.

مدل (6) دو هدف مورد انتظار زیر را برآورده می​کند:

1 ) وزن های ورودی و خروجی DMU تحت ارزیابی با افزایش مقدار
[image: image83.wmf]b

، غیرصفر می​شوند.

2) با افزایش مقدار
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، DMU تحت ارزیابی به تقارن همزمان در وزن​های ورودی و خروجی دست می​یابد.

برای نشان دادن درستی گزینه های بالا قضایای زیر را بیان می​کنیم:
قضیه1  ناحیه شدنی مدل (6) و مدل (2) مشابه است.
برهان  ابتدا فرض می​شود 
[image: image85.wmf])
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 جواب شدنی مدل (2) باشد پس در قیود مدل (2) صدق می​کند. یعنی: 
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حال اگر ثابت شود 
[image: image89.wmf])

ˆ

,

ˆ

(

v

u

 در قیود زير صدق مي​كند، در نتيجه ثابت شده 
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 جواب شدني مدل (6) است. بنابراين باید ثابت شود: 
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 جواب شدنی مدل (6) است.

برعکس: فرض می​شود 
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 جواب شدنی مدل (6) باشد، پس در قیود مدل (6) صدق می​کند. بوضوح 
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 درقیود مدل (2) نيز صدق می​کند. بنابراین 
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 جواب شدنی مدل (2) نیز است. چون هر جواب شدنی مدل (2) جواب شدنی مدل (6) و هر جواب شدنی مدل (6) جواب شدنی مدل (2) است پس ناحیه شدنی مسائل (2) و (6) مشابه است.
قضیه 1  نشان می​دهد که اگر چه چهار دسته محدودیت به مدل ماهیت خروجی مضربی CCR اضافه شده است، مدل حاصل همچنان شدنی است. یعنی این چهار دسته محدودیت هیچ تأثیری در شدنی بودن مدل (2)         نمي​گذارند و هر جواب شدنی مدل (6) جواب شدنی مدل (2) نیز است و بر عکس.
قضیه 2   اندازه SWAT (مقدار تابع هدف مدل (6) ) بزرگتر مساوی یک است.

برهان   بنا به قضیه 1 ناحیه شدنی مدل​هاي (2) و (6)  مشابه است. از طرفی از مدل (2) یعنی مدل ماهیت خروجی مضربی CCR نتیجه مي​شود که 
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 است. یعنی اندازه SWAT بزرگتر مساوی 1 است. 
قضیه 3   هرگاه در مدل (6) ،
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برهان   با استفاده از برهان خلف قضیه را اثبات می​کنیم. یعنی فرض می​کنیم در جواب بهینه 
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اين جواب در تمام قيود مدل (6) صدق مي​كند پس جواب شدني مدل (6) است. برای این جواب شدنی مقدار تابع هدف برابر است با: 
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و چون 
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قضیه 4   هرگاه در مدل (6)
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 آنگاه برای هر dmU تحت ارزیابی، وزن​های مجازی برای تمام خروجی​ها با يكديگر و تمام ورودی​ها با يكديگر متناسب است. 

برهان   بنا به قضیه 3 هرگاه 
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در نتيجه:
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یعنی:
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بنابراين برای هر dmU تحت ارزیابی، وزن​های مجازی برای تمام خروجی​ها با يكديگر و تمام ورودی​ها با يكديگر متناسب است.
نتیجه 5 

 قضیه 4 نتیجه می​دهد DMU تحت ارزیابی به تقارن همزمان در انتخاب وزن​های ورودی و خروجی رسیده است.

برهان  بنا به قضیه 4
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است. در نتیجه: 
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و اين يعني DMU تحت ارزیابی به تقارن همزمان در انتخاب وزن​های ورودی و خروجی رسیده است. يعني همه خروجي​ها و ورودي​ها، وزن هاي متناسبي به دست آورده اند.
نتیجه 6  قضیه 4 نتیجه می​دهد وزن​های ورودی و خروجی برای هر DMU تحت ارزیابی غیرصفر می​شوند.

4  مثال عددی 

مجدداً مثال (6-2-2) از مرجع [2] را در نظر می​گیریم. نتایج ارزیابی DMU هاي ذکر شده در بخش 2 را با مدل​ پیشنهادی (6) بررسی می​کنیم.

4-1 نتایج ارزیابی DMU ها با بکارگیری فرمول بندی ماهیت خروجی پیشنهادی

مجدداً 
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 و 
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را با مدل (6) ارزیابی می​کنیم. نتایج حاصل از ارزیابی این سه DMU که با نرم افزار WINQSB به دست آمده است را در جداول زیر بیان می​کنیم:
	با بکارگیری مدل (6)
	بدون بکارگیری مدل (6)
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جدول4: نتایج ارزیابی 
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 از مدل ماهیت خروجی CCR با بکارگیری و بدون بکارگیری مدل (6)
	با بکارگیری مدل (6)
	بدون بکارگیری مدل (6)
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جدول5: نتایج ارزیابی 
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 از مدل ماهیت خروجی CCR با بکارگیری و بدون بکارگیری مدل (6)
	با بکارگیری مدل (6)
	بدون بکارگیری مدل (6)
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جدول 6: نتایج ارزیابی 
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 از مدل ماهیت خروجی CCR با بکارگیری و بدون بکارگیری مدل (6)

با بررسی جداول بالا مشاهده می​کنیم وزن 
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 و 
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که در بخش 2-1 با اعمال محدودیت​های وزنی پیشنهادی دیمیترو و ساتون بر مدل ماهیت خروجي مضربی این DMU ها صفر باقی ماند، با بکارگیری مدل (6) به ترتيب در 
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 غیرصفر می​شود. علاوه بر این براي هر سه DMU ذكر شده در بالا، با محاسبه 
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 است. همچنين با محاسبه 
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 نيز مشاهده مي​كنيم كه 
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 است. یعنی هر کدام از این DMU ها به تقارن همزمان در وزن​های ورودی و خروجی شان دست یافته​اند. براي مثال براي 
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 داريم: 
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 ( این نتیجه تقریبی حاصل از گرد کردن مقادیر
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 ، 
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 و 
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 به دست آمده بوسيله نرم افزارWINQSB  است ). بنابراين با بكارگيري مدل (6) هر سه DMU تحت ارزیابی به تقارن همزمان در وزن​های ورودی و خروجی دست یافته اند. یعنی دو هدف مورد انتظار بخش 3-1 برآورده شده است. 
5  نتیجه گیری

با در نظر گرفتن قضایای بیان شده در بخش 3-1 همچنین با توجه به نتایج مثال بالا مشاهده می​کنیم که روش پیشنهادی در این مقاله علاوه بر اینکه ضعف روش مطرح شده توسط دیمیترو و ساتون را برطرف می​کند، در وزن های ورودی و خروجی هر DMU تحت ارزیابی تقارن همزمان ایجاد می​کند. 
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