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  معادلات غيرخطيبراي حل دستگاه  فيلتردارنايكنواي روش يك 

  

  *1،2محمدرضا پيغامي، 1،2فرشيد ارزاني

  ، دانشگاه صنعتي خواجه نصيرالدين طوسي، تهران،  ايرانهاسامانهسازي و مهندسي مركز پژوهشي محاسبات علمي در بهينهدانشجوي دكتري،  -1

  الدين طوسي، گروه رياضي كاربردي، تهران، ايران دانشيار، دانشگاه صنعتي خواجه نصير -2

  

   1394 آبان 8: مقاله ديرس

  1395 فروردين 24: مقاله رشيپذ

  

  چكيده

كنـيم كـه در آن از يـك اسـتراتژي نـايكنوا       در اين مقاله يك روش جديد براي حل دستگاه معادلات غيرخطي معرفي مـي 

با استفاده از اين مفهـوم،  . سازي شده است استفاده از تكنيك فيلتر پياده چنين، اين روش باهم. مشتق آزاد استفاده شده است

، ذخيـره   شـدند  هـاي جسـتجوي خطـي حـذف مـي      دست آمده در تكرارها كه توسـط الگـوريتم  بسياري از نقاط آزمايشي به

برد و باعث افزايش  ميدست آوردن نقاط بعدي بهره الگوريتم جديد از اطلاعات نقاط موجود در فيلتر براي به. خواهند شد

خاص استفاده شده است كه به الگوريتم اجـازه   در اين روش از يك تكنيك نايكنواي. شود سرعت همگرايي الگوريتم مي

همگرايي سراسري الگوريتم تحت برخي شرايط استاندارد . مند شود بهره  از همان اولين تكرار ييدهد از خاصيت نايكنوا مي

دست آمده از روش جديـد روي مجموعـه مسـايل آزمـوني بيـانگر كـارايي روش پيشـنهادي        دي بهنتايج عد. شود اثبات مي

  .هاي موجود در ادبيات موضوع است نسبت به برخي روش

  

  .دستگاه معادلات غيرخطي، تكنيك فيلتر، روش جستجوي خطي نايكنوا، همگرايي سراسري :كلمات كليدي

  

  

  مقدمه 1

  : گيريم در نظر ميدستگاه معادلات غيرخطي زير را 

)1                          (                                           ( ) ,F x = �  

:كه در آن  n nF →ℝ ℝ يك دسـتگاه  ) 1(  كنيم دستگاه  فرض مي. يك نگاشت به طور پيوسته مشتق پذير است

  :گيريم در نظر ميرا زير ، تابع نرم )1(  دستگاه براي  .استآن متقارن  ژاكوبييعني ماتريس  ،متقارن است

)2                                 (                                    ( ) ( ) .f x F x= 2

2
1
‖ ‖  

 به نيـوتن ، ش ـ هـاي نيـوتن   توان بـه روش  كه مي است هاي بسياري پيشنهاد شده روش )1(  براي حل دستگاه معادلات 

 ايـن  مهم در هر يك ازي  نكته  .اشاره كرد  ، گراديان مزدوج و گراديان طيفي  اعتماد ي ، ناحيه نيوتن-، گاوس ]2و1[

                                                           

  دار مكاتباتعهده* 

  peyghami@kntu.ac.ir :آدرس الكترونيكي
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هـاي گراديـان طيفـي و گراديـان      روش نمونـه، بـه عنـوان   . اسـت بـزرگ   مقياسمسايل برخورد با ي  ، نحوه ها روش

  .  ]4و3[ دارند بزرگ اس مقيحل دستگاه معادلات  عملكرد مناسبي درمزدوج 

ه به يك هاي تكراري مجهز شد نتايج عددي گواه اين حقيقت است كه روشبا مروري بر ادبيات موضوع، 

ريپو و همكاران اولين گ .]6و5[ هاي مشابه دارند ، رفتار همگرايي بهتري نسبت به روشاستراتژي مناسب نايكنوا

در  . ]5[ندسازي بسط دادرا براي حل مسايل مختلف بهينه آنو  دنيه كرداروش نيوتن ار برايي را يروش نايكنوا

kxفعلي  ي در نقطهها، آنروش  ,و  M عدد صحيح مثبت براي ،    ( )γ ∈ � , مقدار  ،داده شده 1  ( ]λ ∈ � 1 

  شود كه طوري تعيين مي

)3                          (          
min{ , }

( ) max ( ) .( )T
k k k j k k

j k M
f x d f x f x dλ γλ−≤ ≤

+ ≤ + ∇
� 

براي رفع اين . اندآمده  ]7[در ها  برخي از آنتكنيك نايكنواي گريپو داراي مشكلاتي است كه  ،وجوداين با 

  :به صورت زير ارايه دادند نايكنوا ي جمله] 8[در مشكلات، آهوخوش و همكاران 

)4                 (                                            ( )  ( ,) k k k k kR f f= + −ℓε ε1  
  كه در آن

)5                                               (                  ( )
min( , )
max ,k

j k M
k jff

≤ −≤
=ℓ
�  
( )k kf f x= , min max[ , ] [ , ]k ∈ ⊂ �ε ε ε 1 . 

كـه در نقـاط دور از   شـود   حاصـل مـي  يج همگرايي بهتر براي يك الگوريتم زمـاني  ثابت شده است كه نتا] 16[در 

اين رفتـار  و در نزديكي جواب ) نايكنوا قوي(نقش بيشتري نسبت به يكنوا داشته باشند هاي نايكنوا تكنيك ،جواب

قوي و ضعيف به خوبي  هاي نايكنواستراتژيها از اkεبا انتخاب مناسب ) 4(رابطه ). نايكنوا ضعيف(برعكس شود 

نزديـك صـفر خاصـيت     kεنزديك يك خاصيت نـايكنوا قـوي را داريـم و بـراي      kεدر واقع، براي . بردبهره مي

  . نايكنوا ضعيف برقرار است

 بـر و نيـاز بـه   آن هزينـه ي  ود نباشد و يـا محاسـبه  ممكن است موج )1( دستگاه ژاكوبيكه ماتريس به دليل آن

بـراي   ]9[همكـاران در    و  كـروز      .نـد ا هـاي مشـتق آزاد معرفـي شـده     روشسازي باشد، بالايي براي ذخيره ي حافظه

، روش  و نايكنواي گريپـو ] 10[ هاي جستجوي خطي لي و فوكوشيما   هاي مربعي با استفاده از تركيب روش دستگاه

فقـط و فقـط از يكـي از     kαطول گـام   ،ها در روش آن.  ندارايه داد   DFSANE با نام  آزاد مشتقطيفي  ي دهباقيمان

  آيد دست ميه شرايط زير ب

)6                                        (                         ( ) ( ,) ( )k k k k k kf x d f k F xα η γα− ≤ + −ℓ

2
‖ ‖  

)7               (                                                  ( ) ( ,) ( )k k k k k kf x d f k F xα η γα+ ≤ + −ℓ

2
‖ ‖  

:كه در آن ( )k k kd F xσ= وkσ 11[ است به صورت زير بروين- ضريب طيفي برزيلاي[:  

)8                                             (                    ,
T
k k

k T
k k

s s

y s
σ =  

k در آن كه k ks x x+= )و  1− ) ( )k k ky F x F x+= −1.  
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كه  استه سازي شد طراحي و پيادهدر ادبيات موضوع    DFSANE  روش ساختار بر اساس زيادي هاي  روش

هاي مربعي يك روش  دستگاهبراي  ]15[چن و لي در  ،براي نمونه. ديد ]14و13و12[ها را در  توان برخي از آن مي

)نايكنوايي  جمله ،در اين روش. ارايه دادند   NDFSANE  مشتق آزاد با نام طيفي ي  گراديان باقيمانده )kf ℓ  با

با استفاده از يك تقريب از روش تندترين    DFSANE بعدها روش . جايگزين شده بود ]16[جمله تعريف شده در 

  .معرفي شد SDFSANEبهبود يافت و با نام  ]17[كاهش در 

اين ايده بر اساس بهينه سـازي توابـع چنـد هدفـه     . ارايه شد ]18[ تكنيك فيلتر اولين بار توسط فلچر و ليفر در

شـود   رفتـه مـي  ييك نقطـه در فيلتـر پذ  . شود مي شپذيررد يا آن هر نقطه در مجموعه فيلتر در شكل گرفته است و 

كه يك نقطه در فيلتر پذيرفتـه شـد، كليـه نقـاطي     هنگامي. از نقاط داخل فيلتر مغلوب نشود هرگاه توسط هيچ يك

  .مراجعه كنيد ]18[ تر به  براي اطلاعات بيش. دنگرد د از فيلتر حذف مينشو جديد مغلوب ميي  كه توسط نقطه

 ي  روش ما نسـخه  .نايكنواست كه به فيلتر مجهز شده استDFSANE هدف ما در اين مقاله ارايه يك روش 

جديد، عملكرد بهتـر و سـرعت همگرايـي     استفاده از فيلتر و شرط نايكنواكه با  استDFSANE جديدي از روش

بررسـي  همگرايي سراسري اين روش تحت شرايط استاندارد  ،چنينهم .هاي مشابه دارد نسبت به روش تريمناسب

اجـرا  مـوني  روي مجموعه مسايل آزادبيات موضوع  هاي موجود دربه همراه برخي روشروش پيشنهادي . شود مي

در هاي  نتايج عددي حاصل از اين روش، بيانگر عملكرد بهتر آن نسبت به روش. گيردو مورد مقايسه قرار ميشده 

  . نظر گرفته شده است

همگرايـي  . خـواهيم پرداخـت  فيلتـر اسـتفاده شـده و الگـوريتم پيشـنهادي      اين مقاله بـه معرفـي   در بخش دوم 

در ادامه، در بخش چهارم نتـايج عـددي و در بخـش    . گيردمورد بررسي قرار ميراسري الگوريتم در بخش سوم س

   .شودمي گيري كلي بيان پنجم نتيجه

  

  جديد الگوريتمساختار  2

بيـان   متنـاهي مجهـز شـده اسـت،     فيلتـر يـك   هكه ب ـرا DFSANE    ي جديد بر اساس روش در اين بخش، الگوريتم

براي ايـن منظـور،   . استهاي مربعي با بعدهاي بزرگ  حل دستگاهده تمركز در طراحي اين الگوريتم، عم. كنيم مي

  .كنيم ابتدا فيلتر استفاده شده را به همراه يك گام كامل از الگوريتم معرفي مي

در . نـد فيلتر را كنترل ك ي تواند اندازه مي ،كه با داشتن شرط پذيرش خاصشده است فيلتري معرفي   ]19[ در 

kx ي نقطهاين فيلتر،  }انديسشود، هرگاه  در فيلتر پذيرفته مي lx نسبت به    ,..., }j n∈  بـه وجـود داشـته باشـد     1

  كهطوري

)9                               (   ( ) ( ) ( ) ( ) ,j k k j l lg x g x g x g x
µ µµ µθ θ+ ≤ +2 21 1

2 1  
)كه در آن  ) ( )g x f x= ∇،µ1  وµ2 هاي مثبت و  ثابتθ1  وθ2 كنند زير صدق مي ي در رابطه:  

)10                                        (                                    .
n

θ θ≤ < <� 1 2
1
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kx  ي بنابراين نقطه Fدر فيلتر    kx شود، هرگاه پذيرفته مي   lxنسبت به هر    )كه    )lg x ∈F    در فيلتـر پذيرفتـه

)يجه در نت. شود )kg x )شود و هر  به فيلتر افزوده مي   )lg x ∈F   :شود زير از فيلتر حذف مي با شرط  

)11        (           ( ) ( ) ( ) ( ) , { ,..., }.j k k j l lg x g x g x g x j n
µ µµ µθ θ+ ≤ + ∀ ∈2 21 1

2 1 1  
  

kxي نقطه ام، k فرض كنيد در گام :دهيم از الگوريتم را شرح ميمرحله كامل حال يك  دست آمده با استفاده ه ب       

kاز جهت كاهشي  k kd Fσ= αمقادير . در شرط خروج صدق نكند − α+ −= نقـاط  . گيـريم  را در نظر مـي  1=

kآزمايشي  k kx x dα+
+ += kو  1+ k kx x dα−

+ −= kxاولويت با 1− +
. شـود  در شرط پذيرش فيلتر بررسي مـي  1+

اگـر   ،در غيـر ايـن صـورت   .  دست آمـده اسـت  ه جديد ب ي ، نقطه كه يكي از نقاط در فيلتر پذيرفته شوددر صورتي

خطـي   ، نقاط آزمايشي بـا همـان اولويـت در شـرط جسـتجوي      هيچ يك از نقاط توليد شده در فيلتر پذيرفته نشوند

دسـت  ه جديـد ب ـ  ي ، نقطـه  ستجوي خطـي را ارضـا كنـد   جكه يكي از نقاط شرط در صورتي .شود نايكنوا چك مي

  حال فرض كنيد نقاط آزمايشي توليد شده نه در فيلتـر پذيرفتـه شـود و نـه در شـرط جسـتجوي خطـي       . آمده است

ره تكـرار  شود و عمليات فوق دوبا انجام مي −αو  +αبر رويپيمايش معكوس عمليات  حالتدر اين  ،صدق كند

صـدق كنـد،   شرط جستجوي خطـي  در يا  پذيرفته و فيلتردر آزمايشي  يكي از نقاط اين روند تا زماني كه. شود مي

 .ه شده استتري اراي بيش جزيياتبا فرآيند فوق با ساختار الگوريتم ، 1در الگوريتم . ابدي ادامه مي

  

  جستجوي خطي مشتق آزاد فيلتردار نايكنوا براي حل دستگاه معادلات غيرخطي الگوريتم .1 الگوريتم

  

ــام  ــادير : 0گــــ nxمقــــ ∈� ℝ ،supf > �، M ≥ �،> �ε،min maxσ σ< < < ∞�،
n

θ θ≤ < <� 1 2
1

،

min maxτ τ≤ < <� >γو 1 <� =k,قرار ده .نداداده شده  1 ∅ =� �F .  
  

)اگر  : 1 گام )kF x ≤ εتوقف كن.  
  

min ارا بkσضريب طيفي : 2 گام max[ , ]kσ σ σ∈ عيين كن و مقدار ت( )kf ℓ  محاسـبه كـن   )5(با اسـتفاده از  را .

)قرار ده  )k k kd F xσ= αو  − α+ −= =1.  
  

k بردارهاي آزمايشي:  3گام  k kx x dα+
+ += kو  1+ k kx x dα−

+ −=   .را محاسبه كن 1−

kxاگر  +
k، قرار ده  توسط فيلتر پذيرفته شد 1+ kx x +

+ +=1 kx ي و نقطـه  1 . اضـافه كـن   kFرا بـه فيلتـر    1+

k هنگام كن تافيلتر را به  +F kαقرار ده . تشكيل شود 1 α+= ،:k k= +   .برو 1و به گام  1

kxاگر  ،در غير اين صورت   −
k، قرار ده  توسط فيلتر پذيرفته شد 1+ kx x −

+ +=1 kx ي و نقطه 1 را به فيلتر  1+

kF و هنگام كن فيلتر را به . اضافه كنk +F kαقرار ده . را بساز 1 α−=،:k k= +   .برو 1و به گام  1

  اگر ،در غير اين صورت

)12              (                           ( ) ( ),k k kf x R f xγα+
+ +≤ − 2

1  
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kαقرار ده  α+= ،:k k= + 1 ،k kx x +
+ +=1   .برو 1و به گام  1

  اگر ،در غير اين صورت

)13                    (                     ( ) ( ),k k kf x R f xγα−
−

+ ≤ − 2
1  

kαقرار ده  α−= ،:k k= + 1 ،k kx x +
−

+ =1   .برو 1و به گام  1
  

minمقادير   : 4گام  max[ , ]α τ α τ α+ + minو  ∋+ max[ , ]α τ α τ α− −    .برو  3را انتخاب كن و به گام  ∋−
  

  

تـوان نتيجـه گرفـت كـه پـس از تعـداد متنـاهي         به سـادگي مـي  ، ]8[ در 3.2و  2.2هاي  لماستدلالي مشابه با  1نكته

ايـن نشـان   . دهـد  الاخره رخ مـي ب ـ   )13(و  )12(، يكـي از شـرايط    1 الگـوريتم  4در گـام   −αيـا   +αكاهش روي 

  .   تعريف استخوش 1 وريتمگدهد كه ال مي

  

  همگرايي سراسري -3

را بـه   P2 و  P1 هـاي   ابتـدا مجموعـه  . دهيم بررسي قرار مي را مورد  1 در اين بخش، همگرايي سراسري الگوريتم 

  :كنيم صورت زير تعريف مي

)14                 (                                             { | }k kP k x= ∈F1  
)15               (                             { | }.kP k x satisfies or=   (12)   (13)2  

Pبه سادگي مشخص است كه  ،وريتمبا توجه به ساختار الگ P∩ = ∅1  مسـاله فرضيات زيـر را روي   ،چنينهم. 2

  :گيريم در نظر مي

A1 : تابعF وير nℝ پذير است به طوري پيوسته مشتق .  

A2 :تراز  ي مجموعه{ | ( ) ( )}nL x f x f x= ∈ ≤�

�ℝ بسته و كراندار است.  

A } ي جملات دنباله: 3 }kx  داربسته و كراني  در مجموعه 1توليد شده توسط الگوريتمnΩ ⊂ ℝ دنقرار دار. 

رفتـار   بايـد  فرضيات موجود، براي اثبات همگرايي سراسري الگـوريتم  چنين بر اساس ساختار الگوريتم و هم

}نقاط  }kx        ي فـرض كنيـد دنبالـه   . توليـد شـده از تكرارهـاي اصـلي الگـوريتم را در نظـر گرفـت { }kx   توسـط

k مشخص تكرار يك اين الگوريتم يا در .توليد شده است 1الگوريتم  شـود كـه در ايـن صـورت بـه       متوقف مي �

در حالت دوم، نشـان خـواهيم داد كـه    . كند مي نامتناهي از نقاط توليد ي  يا يك دنبالهو رسيم،  ايستا ميي  يك نقطه

فـرض   ،بنـابراين  .است fايستا تابع ي همگرا به نقطه يدست آمده حداقل داراي يك زيردنبالهه نامتناهي بي  دنباله

|كنيم  مي |P P∪ = ∞1 P: دو حالت ممكن داريمحال . 2 = P يا 1∞ = ∞2 .  

  .دهيم ر ادامه اين دو حالت را مورد بررسي قرار ميد
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Pبررسي همگرايي در حالت 3-1 = ∞1  

بر اساس . در نظر بگيريد) 9(و شرط پذيرش آن را به صورت  kFفيلتر  ي ام از الگوريتم، مجموعهkدر تكرار 

اند تعداد نامتناهي تكرار را تو فيلتر مي اين ،وجوداين با . متناهي است kFفيلتر  ي دانيم كه اندازه مي ،]19[در  4لم 

كنيم كه فيلتر تعداد  در لم زير همگرايي را در حالتي بررسي مي. متناهي باشد ي چنان داراي اندازهبپذيرد و هم

  .پذيرد نامتناهي تكرار را در خود مي

Aفرضيات  .1لم  A−1 Pاگر . را در نظر بگيريد 3 =   گاهآن ،1∞

)16                                    (                       
,

lim ( ) .k
k k P

F x +→∞ ∈
= �11  

)جايگذاري با  ]20[ در 5.4شبيه اثبات لم  لماثبات اين  .برهان ) ( )x F xθ با لازم به ذكر است كه . است =

αتوجه به مقادير اوليه براي α+ −= ، شرط 1الگوريتم  2در گام  ،1=
n

θ θ< <�� 1 2
  ■. برقرار است 1

Pبيان مي كند كه در حالت  1لم  = }، دنباله 1∞ }kx ايستاي ي  نقطهحدي است كه  ي حداقل داراي يك نقطه

  است، يعني fتابع

)17  (                                                         
,

lim inf ( ) .k
k k P

F x
→∞ ∈

= �
1  

  

Pبررسي همگرايي در حالت 3-2 = ∞2  

Pفرض كنيد  = . متنـاهي اسـت   P1 ي توان فرض كرد كـه مجموعـه   مي ،مسالهبدون از دست دادن كليت  .2∞

}نامتناهي  ي دهيم براي دنباله در اين حالت نشان مي }k k Px ∈ ايسـتاي   ي نقطـه حدي وجود دارد كـه  ي  ، يك نقطه2

   :يعني ؛است �تابع 

)18                                              (             
,

lim inf ( ) .k
k k P

F x
→∞ ∈

= �
2  

Mمتناهي است عدد صحيح مثبتي مانند P1با توجه به اينكه  kبراي هر  ،كهوجود دارد به طوري � M≥ � 

k:داريم P∈ Mكنيم ميفرض سادگي تحليل هاي بعدي، و  مسالهبدون از دست دادن كليت بنابراين،  .2 =� � .

  :در نتيجه

)19                                             (              { , , , }.P = …�2 1 2  
  

} ي فرض كنيد دنباله .2لم  }k k Px ∈   :در اين صورت داريم. توليد شده باشد 1توسط الگوريتم  2

)20                            (                               ,k kf f ω+ ≤ −�1  
)در آن كه )k k kf xω γα= 2.  

iφبا جايگذاري .برهان =    ■. ، به راحتي حكم اين لم به طور مشابه نتيجه مي شود]21[در  3اثبات لم در  �
  

} ي براي دنباله .3لم  }k k Px ∈ } :داريم 1توليد شده توسط الگوريتم  2 }kx L⊆ �.  

  ■. شوداست و بنابراين در اينجا بيان نمي] 21[در  4اثبات اين لم شبيه اثبات لم  .برهان
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} ي دنباله. 4نكته  }k k Px ∈ اي عدد صـحيح و  ، بر)19(با توجه به . را در نظر بگيريد 1توسط الگوريتم توليد شده  2

  :توان به صورت زير بازنويسي كرد را مي P2 ي ، مجموعهMمثبت

)21                            (               {  | { }, }.P LM r L r M= + ∈ ≤ ≤ −� �ℕ∪2 1  

  

}فرض كنيد  .5لم  }k k Px ∈  ي باشـد كـه در  مثبت ـ ثابت Mوبوده  1توسط الگوريتم د شده نامتناهي تولي ي دنباله 2

kبـراي هـر   در اين صورت، . تعريف شده است )5( P∈ rو  L، عـدد صـحيح نـامنفي   2 M≤ ≤ −� وجـود   1

kكهد، به طوريندار LM r=   و +

)22          (                        ( )| | , , , , ,
L

k LM r s i
i

f f f Lω+ + +
=

= ≤ − = …∑� �1 1
0

1 2  

)كه در آن )
( )

mins i j
iM j i M

ω ω
≤ ≤ + −

=
1 1 

  .تعريف شده است 2 در لم jωو

iφ،�براي هركه در آن است  ]21[ در  6شبيه اثبات لم  اين لم اثبات .برهان =   ■ .ستا �

  

}نامتناهي  ي براي دنباله ،A2و  A1فرضيات تحت  .6لم  }k k Px ∈   :داريم ،1توليد شده توسط الگوريتم  2

)23                (                                                    ( )lim ,s i
i

ω
→∞

= �  
)كه در آن  )s iω  تعريف شده است 5در لم.  

rبراي ،5و  3هاي با استفاده از لم .برهان M≤ LMو 1≥ r P+ ∈   :داريم 2

)24            (                                    ( ) | | | | .
L

s i LM r LM r
i

f f f fω + +
=

≤ − ≤ −∑ � �

�
  

Lطـرفين ايـن نامسـاوي، وقتـي    حـدگيري از  بـا   → گيــريم  ، نتيجـه مـي  A1اسـتفاده از فـرض   بـا  چنـين  و هــم ،∞

( )s i
i

ω
∞

=

< ∞∑
�

  :بنابراين. 

)25                                                  (           ( )lim ,s i
i

ω
→∞

= �  
  ■ .كند اثبات را تمام مي كه اين

 :كنيم را به صورت زير تعريف مي K انديس مجموعهحال، 

{ ( ) | , ,...}.K s i i= = 1 2  
  .دهد را نشان مي 1زير همگرايي سراسري الگوريتم  ي قضيه

  

}فرض كنيد .7 ي قضيه }kx فرضيات بوده و 1تم توليد شده توسط الگوري ي دنبالهA A−1 در . دنبرقـرار باش ـ  3

}از دنباله  x*حديي  براي هر نقطهاين صورت،  }k k Kx   :، داريم∋

)26                                                (                 * * *( ) ( ), ( ) ,TJ x F x F x〈 〉 = �
  

〉.,.آن، كه در    .است nℝر درضرب داخلي دو بردا 〈
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   :داريم 6از لم .برهان

, , ( )
lim lim min ( ) .k k k

k K k k K k kM j k M
F xω γα

∈ →∞ ∈ →∞ ≤ ≤ + −
= = �2 2

1 1
‖ ‖  

>γتوجه به اين كه با  ،در نتيجه <�   است، پس 1

)27                                                   (               
,

lim ( ) .k k
k K k

F xα
∈ →∞

= �2 2‖ ‖
  

}حدي ي  يك نقطه x*چون }k k Kx Kمجموعه انديس پس ، است ∋ K⊂1 كهوجود دارد به طوري   
*

,
lim .k

k K k
x x

∈ →∞
=

1  
  :داريم )27(از  ،از طرفي

)28                     (                               
,

lim ( ) .k k
k K k

F xα
∈ →∞

= �
1

2 2‖ ‖
  

  :داريمزير را ممكن دو حالت بنابراين، 

: 1حالت 
,

lim k
k k K

α
→∞ ∈

≠ �
1

  

Kنامتنــاهي ي  مجموعــهدر ايــن حالــت،  K⊂2 kهــر ، بــراي كــهد بــه طــورينــوجــود دار cو ثابــت  1 K∈ 2 ،

k cα ≥ >  دهد كه  نتيجه مي) 27( ،بنابراين .�

)29                                          (          lim ( ) .k
k K

F x
∈

= �
2

2‖ ‖
  

)*:داريم Fو پيوستگي) 29( حال با استفاده از )F x = �.  

*: 2حالت 

,
lim k

k K k
x x

∈ →∞
=

1

  

kدر اين حالت  K∈� kهـر  راي ب ـ ،كهوجود دارد به طوري 1 k K≤ ∈� 1 ،kα بـراي تعـداد    ،بنـابراين  .اسـت  1>

در   −αو  +αبار مقـادير  اقل يكو حداجرا موفق نخواهد بود  ي در اولين مرحلهنامتناهي تكرار، جستجوي خطي 

kفرض كنيد در گام . دنشو به هنگام مي 1 وريتمگال 4گام  K∈ kmبـه تعـداد    −αو  +α ، مقادير1
 

 بـار در گـام  

kαفرض كنيد . دنبه هنگام شو 1 الگوريتم 4و  3 هاي kαو  +  −αو  +α به ترتيب مقاديري باشـند كـه متغيرهـاي    −

بـه ازاي ايـن مقـادير برقـرار      )13(و  )12(هـاي   مسـاوي نا ،بـه عبـارت ديگـر   . پذيرند ناموفق مي مدر آخرين به هنگا

kهر ، براي 1 الگوريتم 4حال با توجه به گام . باشند نمي Kk≤ ∈�   :داريم ،1

)30                                  (                            min.
km

kα τ≥
  

limكه  توجه به اينبا  ،در نتيجه k
k K

α
∈

= �
1

minτو    <   :خواهيم داشت، 1

,
lim .k

k k K
m

→∞ ∈
= ∞

1  
maxدهد كه نتيجه مي 1 الگوريتم 4به بيان ديگر، گام 

km
kα τ −+ ≤ maxو  1

km
kα τ −− ≤ اين حقيقـت   با استفاده از ،بنابراين .1

maxτ كه <   :گيريم نتيجه مي، 1

lim lim .k kk K k K
α α+ −

∈ ∈
= = �

1 1
  

kαبا استفاده از تعريف ،حال kαو  + kهر  براي، − k K≤ ∈�   :داريم، 1

)31                                                  (        ( ( )) ( ) ( ),k k k k k k kf x F x R f xα σ γ α+ +− > − 2
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)32                                              (            ( ( )) ( ) ( ).k k k k k k kf x F x R f xα σ γ α− −+ > − 2

  
) :داريم ]6[در  2.2با استفاده از لم  )k kR f x> .خواهيم داشت) 31(از  ،بنابراين:  

( ( )) ( ) ( ) ( ).k k k k k k kf x F x f x f xα σ γ α+ +− − > − 2  
}كنند كه دنبالهايجاب مي A2و  A1و فرضيات  3لم طرفي،  از ( )}kf x بنابراين .از بالا كراندار است،   

( ( )) ( ) ( ) ( ),k k k k k kf x F x f x f xα σ γ α+ +− − > − �

2  
  :دهد كه نتيجه مي

( ( )) ( ) ( ) ( ),k k k k k kF x F x F x f xα σ γ α+ +− − > − �

2 2 2  

  :و در نتيجه

( ( )) ( )
( ).

k k k k k

k
k

F x F x F x
f x

α σ
γα

α

+
+

+

− −
> − �

2 2

  

]ر ميانگين، حال با استفاده از قضيه مقدا , ]kξ ∈ �   كهبه طوريوجود دارد  1

)33                    (         ( ( )), ( )) ( ) .k k k k k k kg x F x F x f xσ ξ α γα+ +〈 − − 〉 ≥ − �  
k ،kσنامتنـاهي تعـداد  اگر براي : رخ خواهد داد kσ، دو حالت براي 1با توجه به الگوريتم  > گـاه  باشـد، آن  �

 :دهد كه نتيجه مي )33(

)34                 (            
min

( ( )), ( )) ( ) ( ) .k k
k k k k k

k

g x F x F x f x f x
γα γαξ α
σ σ

+ +
+〈 − 〉 ≤ ≤� �  

'، )13(با يك استدلال مشابه براي  [ , ]kξ ∈ � 1
 

 :كهوجود دارد به طوري

)35                 (            '

min

( ( )), ( )) ( ) ( ) .k k
k k k k k

k

g x F x F x f x f x
γα γαξ α
σ σ

− −
−〈 + 〉 ≥ − ≥ −� �  

kα وجه به اين كهبا ت ،حال + → �  ،kα − → �
 

)و  )k kF xσ و  )34(دار است، با گرفتن حد از دو طـرف  كران

 :خواهيم داشت )35(

)36                                          (             * * *( ) ( ), ( ) .TJ x F x F x〈 〉 = �
  

kσداشته باشيم، kنامتناهي برايه كبراي حالتي <   ■  .رسيد )36(توان به  ، با استدلالي مشابه مي�

  :استبه صورت زير  7 ي قضيهبلافصل از  ي نتيجهيك 

} ي حدي دنباله ي يك نقطه x*فرض كنيد .8 ي نتيجه }k k Kx باشد و بـراي هـر    1توليد شده توسط الگوريتم  ∋
nv≠ ∈� ℝ ،*( ) ,J x v v〈 〉 ≠ )*در اين صورت،  .� )F x = �.  

kبراي . 9ي  نكته ∈ℕفرض كنيد ،:  

( ) ( ): ( ) ,k kM kML f x f= =ℓ ℓ  
) در آن كه ) {( ) ,..., }kM k M kM∈ − +ℓ 1 )و  1 )jf ℓ در ايـن صـورت   . تعريـف شـده اسـت    )5( به صورت

  :داريم

(( ) ): ( ) .k k M kL f x L+ += ≤ℓ1 1  
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Kانديس ي مجموعه. 10ي  نكته   :در نظر بگيريدرا به صورت زير  +

{ ( ), ( ),...}.K + = ℓ ℓ1 2  
  :نشان داد كهتوان  به سادگي مي

)37 (                                                      ( ) ( ) , , , .j j M j+ ≤ + − = …ℓ ℓ1 2 1 1 2  

وجـود   1توليـد شـده توسـط الگـوريتم      ي حدي بـراي دنبالـه   ي كه يك نقطهدهد، در صورتي زير نشان مي ي قضيه

  .هستند )1( نقاط حدي دنباله جواب دستگاهي  گاه همهداشته باشد، آن

} ي حدي دنبالـه  ي يك نقطه x*دفرض كني .11 ي قضيه }kx      بـا   1توليـد شـده توسـط الگـوريتم*( )F x = � 

Aباشد و فرضيات A−1  :در اين صورت داريم .برقرار باشند 3

lim ( ) .k
k

F x
→∞

= �  

Kفرض كنيد  .برهان   كهباشد به طوري ℕاي نامتناهي از زيرمجموعه 1
*

,
lim .k

k K k
x x

∈ →∞
=

1

  

  :دهد نتيجه مي A1اين رابطه با در نظر گرفتن فرض

)38                                          (            
,

lim ( ) .k
k K k

F x
∈ →∞

= �
1

  

)كه اينو  )38(حال با استفاده از  )k k k k kx x F xα σ+ = kو براي هر  ±1 ∈ℕ ،maxk kα σ σ< ،داريم:  

,
lim ,k k

k K k
x x+∈ →∞

− = �
1

1  

  :و در نتيجه 
*

,
lim .k

k K k
x x+∈ →∞

=
1

1  

}براي مقدار ثابتتوان ديد كه  ميبا فرآيندي مشابه و به استقرا  , ,..., }j M∈ −� 1 2   :داريم، 1

)39                                          (             *

,
lim .k j

k K k
x x+∈ →∞

=
1

  

ــتفاده از    ــا اس ــال ب ــراي)37(ح k، ب K∈ ــده، 1 )داده ش ) { , ,..., }k Mµ ∈ −� 1 2 ــود دارد  1 ــوري وج ــه ط ــه ب ك

( )k k Kµ ++ Kي چــون مجموعــه ،چنــينهــم. ∋ }نامتنــاهي اســت،  + , ,..., }i M∈ −� 1 2 بــه  وجــود دارد 1

kكه براي تعداد نامتناهي طوري K∈ ):داريم 1 )k iµ = . 

  :رض كنيدف

{ ( ) | and ( ) }.K k k k K k iµ µ= + ∈ =2 1  
Kتوان نشان داد ميبه سادگي  K   :داريم )39(با استفاده از . 2⊃+

*

,
lim .k

k K k
x x+∈ →∞

=
2

1  

  :بنابراين

,
lim ( ) .k

k K k
F x

∈ →∞
= �

2

  

Kچون  K )، زير دنباله نامتناهي مانند 2⊃+ ){ }j j Jx ∈ℓ كهوجود دارد، به طوري:  

)40          (                             *
( ) ( )lim lim ( ) li ., mj j jj J j J j J

x x f x L
∈ ∈ ∈

= = =ℓ ℓ �  
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}فرض كنيد  ،حال , , , }J j j j= …1 2 jبا  3 j j< < <…1 2  :خواهيم داشت) 40(از . 3

)41                            (                                           lim .
ij

i
L

→∞
= �  

  :داريم 9 ي نكته ه ازاستفادبا 

 , .
ip j iL L p p j≤ ∀ ∈ >ℕ  

 : بنابراين

)42                      (                                         sup .
i

i

p j
p j

L L
≥

≤  

 :توان نتيجه گرفت مي )42(و  )41(با استفاده از حال، 

limsup ,
i

p
i p j

L
→∞ ≥

= �  

  :دهد نتيجه ميبه نوبه خود كه 

lim .j
j

L
→∞

= �  

  :اريمد jLبا استفاده از تعريف در نهايت، 

lim ( ) lim ( ) .k k
k k

f x F x
→∞ →∞

= = �1
2

 

  ■    .كند اين عبارت اثبات را تمام مي

  

 نتايج عددي 5

رد بررسـي و  هـاي زيـر مـو   به همراه الگوريتمرا  ،DF-DFSANEبا نماد  ،1عددي الگوريتم عملكرد در اين بخش 

  :دهيممقايسه قرار مي

• DFSANE : 9[ در 1الگوريتم[. 

• NF-DFSANE : مقاله بدون مفهوم فيلتراين در  1الگوريتم. 

. ي نسـخه  MATLABها در محـيط   تمامي الگوريتم .� �7  2.33اينتـل   ي بـر روي كـامپيوتري بـا پردازنـده     1

GHz Quad ابعـاد   .انـد  گرفتـه شـده  ] 23و22[ مراجـع  ازآزمـوني  مسـايل   وسـازي  ادهگيگابايت پي 4رم  ي و حافظه

 .متغير است ����1تا  2بين  آزموني مسايل

)ها  شرط خروج براي كليه الگوريتم  )kF x −≤� � � حـداكثر تعـداد    ،چنـين هـم . در نظر گرفته شده است 61

بهتـر كـارايي   ي  بـراي مقايسـه  . در نظـر گـرفتيم   ����5و  ����1مقدار تـابع را بـه ترتيـب     ي ا و محاسبهتكراره

 در نظـر گرفتـه  هـا  پارامترهاي الگـوريتم مقادير زير براي . ايم استفاده كرده] 24[موره -ها از نمودار دولان الگوريتم

  :ستشده ا

min max, / , / , , , ,Mµ µ σ σ− −= = = = = =� � � � � �6 6 6
1 21 25 75 1 1 2ε

 

min max, / , / , , .
( )k k

k
γ τ τ η−= = = = ≥

+
� � � �4

2

1
1 1 5

1  
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به ترتيب مشخص كننده، نـام   fnو Problem،n،in،در اين جدول .نداگزارش شده 1عددي در جدول نتايج 

هـاي  بر اساس اطلاعـات ايـن جـدول، نمودار   . هستندمقدار تابع  ي كرارها و تعداد محاسبه، تعداد تمساله، بعد مساله

 . نداترسيم شده 2و  1هاي  در شكل به ترتيب fnوinعملكرد بر اساس 

كنـد در   موفقيت حل مـي  درصد مسايل را با 93حدود  DF-DFSANEتوان ديد كه الگوريتم  مي 1در شكل 

 ،چنـين هـم . درصـد اسـت   �9از  تـر  كـم  DFSANEو  NF-DFSANEهـاي   الگوريتم كه اين درصد برايصورتي

كه اين درصد كند، در صورتي حل مي inمقدارين تر كمدرصد مسايل را در  62حدود  DF-DFSANEالگوريتم 

دهـد كـه    نشـان مـي   2شـكل   .اسـت درصد  �1و  �4به ترتيب   DFSANEو  NF-DFSANEهاي  ريتمبراي الگو

درصـد   49حـدود   DF-DFSANEشـود، الگـوريتم    وقتي هر سه الگوريتم روي مجموعه مسايل آزمايشي اجرا مي

-NFهـاي    كه اين درصد براي الگـوريتم در صورتي ،كند حل مي تابعمقدار  ي ين ميزان محاسبهتر كممسايل را در 

DFSANE  وDFSANE   الگـوريتم   ،علاوه بـر ايـن  . استدرصد  �1و  38به ترتيبDF-DFSANE   �9حـدود 

  DF-DFSANEكـه الگـوريتم   در مسـايلي  لازم بـه ذكـر اسـت كـه     . كنـد  درصد مسايل را بدون شكست حل مـي 

  . استبهترين الگوريتم براي حل نيست، نتايج حاكي از آن است كه كارايي آن نزديك به بهترين الگوريتم 
  

 آزمون مسايلها بر روي عددي اجراي الگوريتم نتايج .1 جدول

Problem  n  
DFSANE 

/i fn n  

NF-DFSANE 

/i fn n  

DF-DFSANE 

/i fn n  

Extended Beale [22] 1000 38/52 33/46 29/39 

Extended Beale [22] 5000 53/79 47/57 38/52 

Extended Beale [22] 10000 62/90 48/72 38/64 

Extended penalty[22] 1000 17/39 13/35 10/24 

Extended penalty[22] 5000 21/49 17/45 21/47 

Extended penalty[22] 10000 23/49 21/51 22/50 

Extended Three Exponential [22] 1000 18/32 16/24 15/19 

Extended Three Exponential [22] 5000 29/43 18/32 14/30 

Extended Three Exponential [22] 10000 30/62 20/34 20/32 

Generalized Tridiagonal-2 [22] 1000 58/68 58/72 58/72 

Generalized Tridiagonal-2 [22] 5000 Failed 193/296 126/258 

Generalized Tridiagonal-2 [22] 10000 Failed 789/3299 440/1083 

Extended PSC1 Function [22] 1000 18/26 14/21 14/20 

Extended PSC1 Function [22] 5000 22/42 18/26 17/23 

Extended PSC1 Function [22] 10000 36/42 22/34 17/23 

Extended Block Diagonal BD1 [22] 1000 17/23 17/23 15/23 

Extended Block Diagonal BD1 [22] 5000 19/25 15/23 20/24 

Extended Block Diagonal BD1 [22] 10000 99/131 114/213 105/285 

DQDRTIC (CUTE) [22] 1000 64/116 52/74 50/70 

DQDRTIC (CUTE) [22] 5000 89/209 60/90 35/61 

DQDRTIC (CUTE) [22] 10000 126/301 44/66 33/47 

LIARWHD function [22] 1000 1/1 1/1 1/1 

LIARWHD function [22] 5000 18/90 18/90 16/74 

LIARWHD function [22] 10000 87/233 111/401 105/341 

Extended DENSCHNF [22] 1000 1/1 1/1 1/1 

Extended DENSCHNF [22] 5000 25/41 21/49 21/49 

Extended DENSCHNF [22] 10000 52/76 25/41 22/40 

Generalized Quartic [22] 1000 17/23 10/12 10/10 

Generalized Quartic [22] 5000 20/28 10/12 2/4 

Generalized Quartic [22] 10000 50/98 21/29 12/16 

Diagonal 8 [22] 1000 8/9 6/7 5/6 

Diagonal 8 [22] 5000 20/37 16/17 7/9 

Diagonal 8 [22] 10000 38/95 5/38 7/9 
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Problem  n  
DFSANE 

/i fn n  

NF-DFSANE 

/i fn n  

DF-DFSANE 

/i fn n  

Full Hessian FH3 [22] 1000 4/24 4/24 4/22 

Full Hessian FH3 [22] 5000 5/31 4/30 4/28 

Full Hessian FH3 [22] 10000 Failed Failed Failed 

SINCOS [22] 1000 18/26 14/21 11/16 

SINCOS [22] 5000 27/33 18/26 17/23 

SINCOS [22] 10000 36/42 30/36 17/23 

HIMMELH (CUTE) [22] 1000 1/1 1/1 1/1 

HIMMELH (CUTE) [22] 5000 14/18 14/18 8/10 

HIMMELH (CUTE) [22] 10000 Failed Failed Failed 

Power [22] 1000 75/91 74/90 54/62 

Power [22] 5000 152/176 123/142 120/134 

Power [22] 10000 224/345 210/311 129/135 

FLETCHCR function (CUTE) [22] 1000 750/1404 712/1201 425/689 

FLETCHCR function (CUTE) [22] 5000 Failed 1012/4865 994/4752 

FLETCHCR function (CUTE) [22] 10000 Failed Failed Failed 

Problem 2 [23] 2 46/49 25/31 2/6 

problem 4 [23] 5 1/2 1/2 1/2 

Problem 6 [32] 2 3/7 4/15 3/6 

Problem 7 [23] 5 268/271 62/74 33/42 

Problem 8 [23] 10 15/18 19/25 14/16 

Problem 26 [23] 5 149/157 21/21 21/21 

Problem 27 [23] 2 1/1 1/1 1/1 

Problem 39 [23] 5 1383/2100 24/28 20/34 

Problem 40 [23] 5 Failed Failed Failed 

Problem 42 [23] 2 1/1 1/1 1/1 

Problem 46 [23] 5 Failed Failed Failed 

Problem 47 [23] 10 324/841 260/642 222/423 

Problem 48 [23] 5 423/1108 112/504 53/71 

Problem 53 [23] 5 1/1 1/1 1/1 

Problem 56 [23] 10 22/24 3/5 3/3 

Problem 61 [23] 10 394/5784 357/5650 357/5650 

Problem 63 [23] 5 22/26 47/66 21/38 

Problem 77 [23] 10 149/219 51/126 17/24 

Problem 78 [23] 2 Failed Failed Failed 

Problem 79 [23] 5 970/4130 952/4025 844/3441 

Problem 81 [23] 5 Failed Failed Failed 

Problem 81 [23] 10 Failed 843/4344 432/3456 

problem 111 [23] 5 344/1815 310/1012 72/770 

problem 111 [23] 10 Failed 572/4567 424/3245 

  

  
  1ره براي تعداد تكرارها  از جدول مو-نمودار دولان. 1شكل 
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  1موره براي تعداد محاسبه مقدار تابع از جدول -نمودار دولان .2شكل 

  

  گيري نتيجه 6

بـزرگ معرفـي    مقيـاس فيلتردار براي حل دسـتگاه معـادلات غيرخطـي بـا       DFSANEدر اين مقاله يك الگوريتم 

بـا اسـتفاده از ايـن    . ه اسـت سـازي شـد   هوم فيلتـر پيـاده  مف  DFSANEدر اين الگوريتم بر توسيعي از روش . كرديم

كـرد، ذخيـره   ها را حذف مي آن  DFSANEدست آمده در تكرارها كه روش ه مفهوم بسياري از نقاط آزمايشي ب

بـرد و ايـن    دسـت آوردن نقـاط بعـدي بهـره مـي     هالگوريتم جديد از اطلاعات نقاط موجود در فيلتر بـراي ب ـ . شدند

جديـدي   نـايكنواي علاوه بر اين، الگوريتم جديـد مجهـز بـه شـرط     . دهد ريتم را افزايش ميسرعت همگرايي الگو

ثابـت  ا الگوريتم پيشنهادي رتحت شرايط استاندارد، همگرايي سراسري  ،در ادامه. استارايه شده  ]8[است كه در 

هـاي موجـود در    الگـوريتم سازي الگوريتم پيشنهادي به همراه برخـي ديگـر از    حاصل از پيادهنتايج عددي . كرديم

هـاي در نظـر گرفتـه     الگـوريتم  ي روي مسايل آزموني در مقايسه با بقيهكارايي اين روش ادبيات موضوع حاكي از 

 . شده است

  

  سپاسگزاري

واجه نصيرالدين طوسي و مركـز پژوهشـي اسـكوپ بـراي     خنويسندگان اين مقاله از امور پژوهشي دانشگاه صنعتي 

 . نمايندميير و قدرداني حمايت اين پژوهش تقد

   

 منابع
نيوتن براي حـل   هاي تكراري نيوتن، بريدن و شبهمقايسه روش). 1385( ،ن ،، سهرابي گيلاني.س ،، كردرستمي.ه ،صابري نجفي   ]1[

 .37-23، )8(3،مجله تحقيق در عمليات دركاربردهاي آن. يها دستگاه
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