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 چکیده

پاسأتشٞایي ٔا٘ٙذ ٔسافت اص ٞش ٌشٜ ػشضٝ تٝ ٞش ٌشٜ تماضا یا  وٝ ضٛد ٔي فشؼ ٕٞٛاسٜ ولاسيه ٘مُ ٚ حُٕ ٞای ٔذَ دس

أاا   تماضا ٔمادیشی لغؼي ٚ ٔؼيٗ ٞستٙذ؛ٞضیٙٝ ا٘تماَ والا اص یه ٌشٜ تٝ ٌشٜ دیٍش ٚ ٕٞچٙيٗ ٔٛاسدی ٔا٘ٙذ ٔيضاٖ ػشضٝ ٚ 

سیاضي یاه ٔسااِٝ    ساصی دس ٔذَ ٕٔىٗ است ٘يست. اص سٛی دیٍش، تيٙا٘ٝ ٚالغٞا  ٚالؼي، دس٘ظش ٌشفتٗ ایٗ فشؼ ٔسایُدس 

. دس ایٗ ٔماِٝ یاه ٔسااِٝ حٕاُ ٚ    ذٙحتي اص یه خٙس ٘ثاض ؛وٝ صٔاٖ ٔٛاخٝ تاضيٓ عٛس ٞٓٝ ٞا ت ٚالؼي تا ا٘ٛاع اتٟاْ دس دادٜ

. دس ٔاذَ ٔاٛسد   ضاٛد  عٛس ٕٞضٔاٖ ظااٞش ٔاي  ٝ فاصی ٚ خاوستشی ت اص خٙساتٟاْ ٌيشیٓ وٝ دس آٖ دٚ ٘ٛع  ٘ظش ٔي ٘مُ سا دس

وٙيٓ وٝ  . دس ایٗ ٔماِٝ ثاتت ٔيدس ٘ظش ٌشفتٝ ضذٜ استفاصی  ٔمادیش ػشضٝ ٚ تماضاضشایة تاتغ ٞذف خاوستشی ٚ  ،ٔغاِؼٝ

یه ٔساِٝ حُٕ ٚ  تا حُٔساِٝ ٔٛسد ٔغاِؼٝ سا  خٛاب تٛاٖ ٔي ،ساصی اػذاد فاصی تا سفيذساصی اػذاد خاوستشی ٚ غيشفاصی

 .ضذٜ است اسایٝػذدی،  تطشیح فشایٙذ حُ یه ٔثاَ ایشت .تٝ دست آٚسد ٚاتستٝ ٘مُ لغؼي

 

 .ساصی، ػذْ لغؼيت، سفيذساصی ٔذَ اػذاد فاصی، اػذاد خاوستشی، ،ٔساِٝ حُٕ ٚ ٘مُکلوات کلیدی: 

 

 

 هقدهه 1

تاضاذ،   لغؼاي  ٚ دليكٔغاِؼٝ ساصی سیاضي، تا فشؼ ایٙىٝ اعلاػات ٔشتٛط تٝ ٔساِٝ ٔٛسد  ولاسيه تٟيٙٝ ٔسایُدس 

 ٕٔىاٗ اسات   ،دس ٞاش غاٛست  . دست آٚسدٖ ٘تایح دليك حُ ٕ٘ٛدٝ سا تا ت آٖ ٔؼِٕٛي ٞای سٚش تٛاٖ تٝ وٕه ٔي

ٝ . ٘يساتٙذ  تيٙاي  پيص لاتُ وٝ آیذ ٚخٛدٝ ت ٚالؼي یه ٔساِٝ دس فشاٚا٘ي ٚ ضشایظ ٞا ٔٛلؼيت ٜ ٚ تا ُ  ٔاٛسد  دس یاه  ٔساای

 ٌياشی  تػٕيٓ لغؼيت ػذْ ضشایظ دس است ٔدثٛس ٌيش٘ذٜ تػٕيٓ ،ػّٕيات دس تحميك ٔختّف ٞای ضاخٝ یا ٟٔٙذسي

 یاا  ٘ادسسات  پاسأتشٞاای  تؼشیاف  ایشتا  . ضاٛ٘ذ  ٔاي   ٔذَ ٚاسد ٘ادسست یا ٘ادليك ػٙاغش تشخي عٛس عثيؼيٝ ت ٚ وٙذ

تشای . ضٛد ٔي استفادٜ ٌٛ٘اٌٛ٘ي سٚیىشدٞایاص  ٔذیشیت، ٚ ػّٕيات دس تحميك ٔسایُ دس ضذٜ ظاٞش ٚ ٔثٟٓ ٘ادليك

                                                           
 ػٟذٜ داس ٔىاتثات *

 nasseri@umz.ac.irآدسس اِىتشٚ٘يىي: 
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ٝ ، ٘اادليك  پاسأتشٞاای  تػادفي، سٚیىشد دسٔثاَ  َ  ٞاای  تٛصیاغ  تشخاي  ٔغااتك  تػاادفي  ٔتغيشٞاای  غاٛست  تا  احتٕاا

ٝ  یاه  ٔا٘ٙذ سا لغؼيت ػذْ فاصی، سٚیىشدٞای دس دیٍش، عشف اص. [1] ضٛ٘ذ ٔي ٌشفتٝ ٘ظش دس ضذٜ ضٙاختٝ  ٔدٕٛػا

ٝ  تاشای  سٚیىشد دٚ ٞش ٔٛاسد، اص تشخي دس ٕٞچٙيٗ،. دٞٙذ ٔي ٘طاٖ فاصی ػذد یا ٔٙاسة ػضٛیت تاتغ تا فاصی  ٔماتّا

ْ  ٔؼشفاي  تاا  ساسس  ٚ ،[2] صادٜ تٛسظ فاصی ٔدٕٛػٝ ٘ظشیٝپس اص ٔؼشفي  .ضٛ٘ذ ٔي تشدٜ واسٝ ت تٛدٖ ٘ادليك تا  ٔفٟاٛ

ٝ  دس ٚیهٜٝ ت ای، ٌستشدٜ عٛسٝ ت ،1970 ساَ دس[ 3] صادٜ ٚ  تّٕٗ تٛسظ فاصی ٌيشی تػٕيٓ ٝ  ٔاٛسد  سااصی  تٟيٙا  ٔغاِؼا

َ  ٞای تٛصیغ تاتغ ا٘تخاب وٝ است ایٗ ضٛد ٔغشح ٔي وٝ سؤاِي سٚیىشدٞا، ایٗ دساساسا . [4] ٌشفت لشاس  یاا  احتٕاا

ٞاای   اسات ٚ پيچياذٌي  ٕٞاشاٜ  ٕٞٛاسٜ تا چااِص   ٘ادليك ٔحيظ دس حميمت دس ضٛد؟ ٔي ا٘داْ چٍٛ٘ٝ ػضٛیت تاتغ

ً  ٔطىلات، ایٗ تش غّثٝ تشای. داسدخاظ خٛد سا  ٝ ٚ ساسس تا   ضاذ ٔؼشفاي   [5] ٔفْٟٛ اػذاد خاوستشی تٛسظ د٘ا

ٝ   عٛس ٌستشدٜ دس صٔيٙٝ  ػاذد  حميمات،  دس) [.10-6سااصی ٔاٛسد تٛخاٝ لاشاس ٌشفات ]      ٞای ٌٛ٘اٌٖٛ اص خّٕاٝ تٟيٙا

ٝ . وٙاذ  ٔي اتخار اػذاد اص ای ٔدٕٛػٝ یا تاصٜ یه اص سا خٛد ٕٔىٗ ٔمذاس وٝ است غيشلغؼي ػذدی خاوستشی  دأٙا

وااستشدی  ٚ تساياس ٟٔآ    ٔسایُیىي اص  .(تاضذ اػذاد ٔدٕٛػٝ یه یا ٚ تاصٜ یه است ٕٔىٗ خاوستشی ػذد یه

ٓ عٛس وّي دس یه ٔساِٝ حُٕ ٚ ٘مُ، ٝ . تٔساِٝ حُٕ ٚ ٘مُ است ساصی ٔشتثظ تا تٟيٙٝ تاشیٗ   ٞذف ٔا پيذا وشدٖ وا

  ٜ فشٚضااٖ( اسات.    ٞضیٙٝ ٕٔىٗ تشای ا٘تماَ یه والا اص تؼذادی ٔٙثغ )ٔا٘ٙذ واسخا٘ٝ( تٝ تؼذادی ٔمػذ )ٔا٘ٙاذ ػٕاذ

اعلاػاتي وٝ دس اختياس داسیٓ، ضأُ سغح ٔٛخٛدی ٔٙثغ ٚ سغح تماضاای ٔمػاذ ٚ ٕٞچٙايٗ ٞضیٙاٝ      ٔسایُدس ایٗ 

وٙيٓ تشای ا٘تماَ والا یه ٘ٛع ٚسايّٝ   فشؼ ٔيایٗ ٔماِٝ والا اص ٞش ٔٙثغ تٝ ٞش ٔمػذ است. دس ا٘تماَ یه ٚاحذ اص 

یاه   تٛا٘ذ والای خٛد سا اص تايص اص  ٌشدد. ٚاضح است یه ٌشٜ تماضا ٔي ٘مّيٝ ٚخٛد داسد ٚ یه والا ٔٙتمُ ٔي

ِزا ٞذف ٔا ایٗ است وٝ ٔطخع ٕ٘ایيٓ چٝ ٔمذاس واالا تایاذ اص ٞاش ٔٙثاغ تاٝ ٞاش        وٙٙذٜ دسیافت ٕ٘ایذ؛ ٌشٜ ػشضٝ

ٌاشٜ   nٌشٜ ػشضاٝ ٚ   mفشؼ وٙيذ دس یه ضثىٝ خشیاٖ،  سساَ ٌشدد تا ٞضیٙٝ ا٘تماَ وُ سا وٕيٙٝ وٙيٓ.تماضا ا

٘طاٖ دادٜ ضذٜ ٚ ٔماذاس دسخٛاسات    iaاْ تا iٔمذاس ٔٛخٛدی دس ٌشٜ ػشضٝ ٚخٛد داضتٝ تاضذ. فشؼ وٙيذ  تماضا

اْ سا تا jدس ٌشٜ تماضای 
jb ٞضیٙٝ ا٘تماَ یه ٚاحذ واالا تايٗ ٌاشٜ ػشضاٝ     ٕٞچٙيٗ فشؼ وٙيذ يٓ. ٞ٘طاٖ دi  ٚ

تشاتاش تاا    jٌشٜ تماضاای  
ijc  اسات ٚ 

ijx  ٖ تاضاذ. دس  jتاٝ تماضاای    iدٞٙاذٜ ٔماذاس ٔٙتماُ ضاذٜ اص ػشضاٝ       ٘طاا

 غٛست صیش است:ٝ ت ولاسيه غٛست، ٔذَ حُٕ ٚ ٘مُ ایٗ
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تاش اص   تيص تٛا٘ذ ضذٜ وُ اص یه ٌشٜ ػشضٝ ٕ٘ي ٔدٕٛع خشیاٖ ٔٙتمُ وٝ وٙذ تياٖ ٔي ٞا ٔحذٚدیت دستٝ اَٚ

دٞذ وٝ ٔمذاس خشیاٖ  ٚسٚدی تٝ یه ٌشٜ ػشضٝ ٘ثایاذ اص   ٘طاٖ ٔي ٞا ٔحذٚدیتاص  ٔٛخٛدی آٖ تاضذ ٚ دستٝ دْٚ

ٝ    ٛخٛدی وُ ٌشٜٔ سٚ اص ایٗتش تاضذ.  ٔمذاس تماضا وٓ یؼٙاي  ،ٞاای ػشضا
m

i

i

a



1

تاش یاا ٔسااٚی ٔماذاس واُ       تاضسي   

یؼٙي  ؛تماضاٞا
n

j

j

b



1

یؼٙاي   ػشضٝ وُ تشاتش تا تماضاای واُ تاضاذ؛   است. ٍٞٙأي وٝ  
m n

i j

i j

a b
 

 
1 1

ٌاٛیيٓ   ٔاي  

 سا ٘أتؼادَ ٌٛیيٓ. غٛست آٖ ایَٗ حُٕ ٚ ٘مُ ٔتؼادَ است ٚ دس غيشٔذ

ٖ  ا٘تماَ ٞضیٙٝ یا ٌشٜ تماضا تٝ ٔثذا یه ٌشٜ اص ٔسافت  ضٛد ٔي فشؼ ٕٞٛاسٜ ٘مُ ٚ حُٕ ٞای ٔذَ دس  خشیاا

 دیٍاش، دس تشخاي اص   ساٛی  اص. ٘ثاضاذ  ٔٙغماي  فشؼ ایٗ است ٕٔىٗ ػّٕي ٞای ٔٛلؼيت دس أا است؛ ٔؼيٗ ٔمذاسی

ضٛد. فشؼ ٚخٛد چٙذ ٘ٛع ٕٞضٔاٖ ػذْ لغؼيت است ٘ٛػي اص اتٟاْ ظاٞش  ٕٔىٗ ٚالؼي خٟاٖ دس سیاضي ٞای ٔذَ

ٔغاِثي  ایٗ وٝ دس ایٗ ٔٛسد پيص اص پاسأتشٞا ضأُ خاوستشی، فاصی یا تػادفي اخيشا ٔٛسد تٛخٝ لشاس ٌشفتٝ است

ٌياشیٓ واٝ دس آٖ ٕٔىاٗ اسات ػاذْ لغؼيات دس        یه ٔساِٝ حُٕ ٚ ٘ماُ سا دس٘ظاش ٔاي    ٔماِٝتياٖ ٌشدیذ. دس ایٗ 

 [12]ٚ سااؼذ ٚ ساإيش  [11] سخ دٞااذ. چا٘اااس ٚ وٛچتااا ٚ اص دٚ ٘ااٛع فاااصی ٚ خاوسااتشی آٖ پاسأتشٞااای ٔختّااف

تا دس٘ظش ٌشفتٗ یاه ٔسااِٝ    [13]داد٘ذ. ٌائٛ ٚ ِيٛ اسایٝٞایي تشای حُ ٔساِٝ حُٕ ٚ ٘مُ دس ٔحيظ فاصی  اٍِٛسیتٓ

چٙذٞذفٝ حُٕ ٚ ٘مُ دس ٔحيظ فاصی یه اٍِٛسیتٓ دٚ فاصی تشای حاُ آٖ پيطاٟٙاد داد٘اذ. ایاٗ ٔسااِٝ دس ٔحايظ       

ٔٛسد ٔغاِؼاٝ لاشاس ٌشفتاٝ اسات. دس ایٙداا فاشؼ ٔاا تاش ایاٗ اسات واٝ             [17-14]خاوستشی دس  دٚ/یا تا اػذافاصی 

ٓ  ٘طااٖ ٔاي  دٞاذ. دس ایاٗ تخاص     ٞا سخ ٔي ة ٞضیٙٝ ٚ فاصی تٛدٖ دس ٔحذٚدیتخاوستشی تٛدٖ دس ضشای واٝ   دٞاي

ساصی  ساصی اػذاد خاوستشی ٚ غيشفاصی تا سفيذ تٛٔا یا دس دٚ ٔشحّٝ تٛاٖ ٔساِٝ حُٕ ٚ ٘مُ خاوستشی فاصی سا ٔي

 اػذاد فاصی حُ وشد. 

ػذْ لغؼيت تاش پایاٝ ٘ظشیاٝ سيساتٓ      یه ٔذَ ٔٙاسة تشای ٔساِٝ حُٕ ٚ ٘مُ دس فضای [14]ٕٞىاساٖ تای ٚ 

ٗ         داد٘ذ. دس ٔذَ آٖ اسایٝخاوستشی  ٝ  ٞا، فشؼ تش ایٗ اسات واٝ فماظ ضاشایة ٞضیٙاٝ ٘اأؼيٗ ٞساتٙذ. دس ایا ، ٔماِا

ضشایة تااتغ ٞاذف    تٝ عٛسی وٝ ٞای ٚالؼي ساصٌاستش است. خٛاٞيٓ داد وٝ تا ٔٛلؼيت اسایٝٞا  تؼٕيٕي اص ٔذَ آٖ

ٚ سسس سٚضي تشای حُ ایٗ ٔذَ پيطٟٙاد  فاصی ٞستٙذضأُ پاسأتشٞای  ٚ تماضا ٔمادیش ػشضٝخاوستشی ٚ اص ٘ٛع 

 وٙيٓ. ٔي

ساصی  ٔفاٞيٓ پایٝ دس استثاط تا اػذاد خاوستشی، سفيذساصی، اػذاد فاصی، غيشفاصی 2دس ادأٝ، اتتذا دس تخص 

ضذٜ ٚ سسس یاه  ؼشفي ٔذَ حُٕ ٚ ٘مُ خاوستشی فاصی ٔاتتذا یه  3تياٖ خٛاٞذ ضذ. دس تخص  ٔفاٞيٓ ٔشتثظٚ 

فااصی اص  سااصی اػاذاد    تٙاذی ٚ غيشفااصی   ٞای ٔتذاَٚ ستثٝضٛد وٝ تش اساس سٚیىشد تشای حُ آٖ پيطٟٙاد ٔي سٚش

تطاشیح   4ایٗ سٚش تا یه ٔثاَ ػذدی دس تخص  .وٙذ یه سٛ ٚ ٘يض سٚیىشد سفيذساصی اػذاد خاوستشی ػُٕ ٔي

ٗ     ٘ياض ٘تاایح   5دس تخاص   تا سادٌي ٚ ٔغّٛتيت فشایٙذ ٕ٘ایاٖ ضٛد.ضٛد  ٔي ٔماِاٝ تيااٖ    ٔغاِؼاات ا٘دااْ ضاذٜ دس ایا

 خٛاٞذ ضذ.
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 پیشنیاسها 2

خاوستشی ٚ فاصی  ٞای ٞای سيستٓ ٘ظشیٝدس استثاط تا  ٚ پيطٙياصٞای اساسي دس ایٗ تخص، تشخي اص ٔفاٞيٓ پایٝ   

 تياٖ خٛاٞذ ضذ.

 ٌشدد. غٛست صیش تؼشیف ٔيٝ ضٛد ٚ ت ٘طاٖ دادٜ ٔي xٚسيّٝ ٕ٘اد ٝ یه ػذد خاوستشی ٔؼٕٛلا ت    

أا ٔمذاس آٖ دس ٔياٖ تاصٜ  ؛ػذد خاوستشی، ػذدی است وٝ وشاٖ تالا ٚ پایيٗ آٖ ٔطخع است 1-2تعزیف 

 تٛاٖ تٝ غٛست صیش ٘طاٖ داد: ػذد خاوستشی سا تٝ غٛست سیاضي ٔئطخع ٘يست. یه 

[ , ] { : }x x x t x t x     
 تاضٙذ. ٖ پایيٗ ٚ وشاٖ تالای اعلاػات ٔيوشا x ٚxاعلاػات،  tػذد خاوستشی،  xوٝ دس آٖ

اػذاد  وٝ دس ایٙدا [18] خاوستشی تؼشیف ٌشدیذٜ استدس ادتيات ٔٛضٛع، ا٘ٛاع ٌٛ٘اٌٛ٘ي اص اػذاد     

 ای ٔٛسد استفادٜ ٔا ٞستٙذ. خاوستشی تاصٜ

 : xٚ حذ تالای  xای، ػذدی است تا حذ پایيٗ  ػذد خاوستشی تاصٜ 2-2تعزیف 

,x x x    

]ٚلتي  3-2تعزیف  , ]   ا ی[ , ]x  1 تاضذ، تذیٗ ٔؼٙي وٝ حذ تالا ٚ پایيٗ ٚخٛد ٘ذاضتٝ تاضذ،  2

]ٚلتي ٕٞچٙيٗ  .٘أٙذ ئآٖ سا ػذد سياٜ  , ]a a  ٚa a  ٜضٛد. ئتاضذ ػذد سفيذ ٘أيذ 

ٚ دس ٚالغ  ضٙاسيٓ ٔيػذد خاوستشی ٔتٙاظش تا آٖ تٝ ػٙٛاٖ سا  a ٕ٘اد ،aتشای ٞش ػذد حميمي  1-2تذکز

 ,a a a وٙيٓ ، تذٖٚ خُّ دس وّيت، فشؼ ٔيتٙاتشایٗ ٙي ٞش ػذد حميمي یه ػذد سفيذ است؛یؼ ؛ 

 , 0  ػذد خاوستشی غفش است. 00

)ٔدٕٛػٝ ٕٞٝ اػذاد خاوستشی سا تا       )R  یه ػضٛدٞيٓ. ٕٞچٙيٗ،  ٕ٘ایص ٔي( )R یؼٙي  ؛

 ,x x x   سا تا ,
G

x x دٞيٓ. ٕ٘ایص ٔي 

]فشؼ وٙيذ 4-2تعزیف  , ],a b a b  1 ٚ[ , ],c d c d  2.  ٔدٕٛع1  ٚ2  تٝ غٛست

 1 ]تٝ غٛست ٚ ضٛد  ئ٘ٛضتٝ  2 , ]a c b d    1 تٝ  1ٕٞچٙيٗ لشیٙٝ ضٛد.  ئتؼشیف  2

]ضٛد ٚ تٝ غٛست  ئ٘ٛضتٝ   1ت غٛس , ]b a   1  ضٛد.  ئتؼشیف 

x، تالاتٝ تؼشیف  تا تٛخٝ     x  0. 

]فشؼ وٙيذ   5-2تعزیف  , ],a b a b  1  ٚ. [ , ],c d c d  2  ضشب1  ٚ2   تٝ غٛست صیش

 :                                      دضٛ ئتؼشیف 

    . , , , , , , ,min ac ad bc bd max ac ad bc bd    1 2 

]فشؼ وٙيذ  6-2تعزیف  , ],a b a b   ٚk  یه ػذد حميمي ٔثثت تاضذ. ضشب اسىاِشk س د  ٝت

 ضٛد: ئغٛست صیش تؼشیف 

. [ , ].k ka kb 
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غٛست یه ػذد لغؼي ٝ ت دٞيٓ ٚ ٕ٘ایص ٔي xتا  سا xٔمذاس سفيذضذٜ یه ػذد خاوستشی  7-2تعزیف 

  :یؼٙي است؛ x ٞای تالا ٚ پایيٗ ضٛد وٝ ٔمذاس آٖ تيٗ وشاٖ تؼشیف ٔي

x x x  

]ی ا تاصٜدس ٚالغ تشای ػذد خاوستشی  , ]a bضذٜ ، ٔمذاس سفيذ تٝ غٛست: 

( ) , [ , ]a b     1 01 
 .خٛاٞذ تٛد

] خاوستشیتشای ػذد  8-2تعزیف  , ]x x x ٝدس آٖ ، و x x ٔمذاس ،ˆ ( )x x x  
1
2

سا ٞستٝ ػذد  

 ٌٛیيٓ. xخاوستشی 

ٞای ٌٛ٘اٌٛ٘ي  . تاوٖٙٛ سٚشتاضذ ٞا ٔي تٙذی آٖ استثاط تا اػذاد خاوستشی، تحث ستثٝیىي اص ٔفاٞيٓ ٟٔٓ دس     

ٚسيّٝ ٔمادیش ٝ ٔمایسٝ اػذاد خاوستشی تٞا  ٔمایسٝ دٚ ػذد خاوستشی پيطٟٙاد ٌشدیذٜ است وٝ یىي اص آٖ تشای

ساصی اػضای  تشای ٔشتةٔٙاسة ٚ ػّٕي . یه سٚیىشد [19]ٞا است  سفيذساصی ٔتٙاظش آٖ R ،  تخػيع

یه ٔمذاس سفيذساصی تٝ ٞش ػذد خاوستشی است. دس ٚالغ تاتغ سفيذساصی  :GR R R   تٝ ٞش ػذد

تٛاٖ تٝ  تا تٛخٝ تٝ تشتية عثيؼي سٚی اػذادحميمي ٔي سٚ اص ایٗدٞذ ٚ  خاوستشی یه ٔمذاس حميمي ٘سثت ٔي

سا ٔمایسٝ وشد. دس ٚالغ تشای ٞش وٕه تاتغ ٔزوٛس، اػذاد خاوستشی x R  ٓداسی  ˆGR x x ؛ 

تٙاتشایٗ تشتية صیش سا سٚی  R  :خٛاٞيٓ داضت 

 
Gx y  ˆ ˆx y  

 
Gx y     ˆ ˆx y  

 
Gx y    ˆ ˆx y   

,وٝ دس آٖ  ( )x y R    تشتية تشای .Gx y   ٌشدد. عٛس ٔطاتٝ تؼشیف ٔيٝ ت 

تشخي ٔفاٞيٓ  ٔؼشفيتٝ ٞای فاصی دس ادأٝ تحث، دس ایٙدا  تٝ واسٌيشی ٔفاٞيٓ ٘ظشیٝ ٔدٕٛػٝ تا تٛخٝ تٝ ِضْٚ    

 دس استثاط تا اػذاد فاصی خٛاٞيٓ پشداخت.

یه  Aٌٛیيٓ ٞشٌاٜ  Xیه ٔدٕٛػٝ فاصی دس  سا Aتاضذ.  ٔشخغٔدٕٛػٝ  Xفشؼ وٙيذ  9-2تعزیف 

ٞای ٔشتة  ٔدٕٛػٝ اص صٚج   ,
A

A x x x X  ٝدس آٖ تاضذ و  
A

x تاتغ ػضٛیتx  دسA 

 ٍ٘اسد. ٔي 1ٚ  0سا تٝ یه ٔمذاس ػضٛیت تيٗ  Xتاتغ ػضٛیت، ٞش ػضٛ اص  است.

Xوٙيٓ  دس ایٗ ٔماِٝ ٕٞٛاسٜ فشؼ ٔي     . 

x,سا ٔحذب ٌٛیيٓ ٞشٌاٜ تشای ٞش  Aٔدٕٛػٝ فاصی  11-2تعزیف  y  ٞش ٚ ,  ، داضتٝ تاضيٓ:01

        min , .
A A A

x y x y      1 

 

 یه ػذد فاصی است اٌش دس ضشایظ صیش غذق وٙذ: Aیه ٔدٕٛػٝ فاصی ٔحذب  11-2تعزیف 

0x( حذالُ یه 1   ٝٚخٛد داضتٝ تاضذ تٝ عٛسی و 
A

x 1، 
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2 ) 
A

x .لغؼٝ لغؼٝ پيٛستٝ تاضذ 

) چٟاستایيیه  12-2تعزیف  , , , )L UA a a   ٝتاتغ ػضٛیت  ای ٌٛیيٓ ٞشٌاٜ سا یه ػذد فاصی رٚص٘م

 تاضذ:آٖ تٝ غٛست صیش 

 

 

,

,
( )

,

,

L

L L

L U

A U

U U

x a
a x a

a x a
x

a x
a x a

else












  
   

  

 
 

  



1

0

 

سا تا  سٚی ای  ٔدٕٛػٝ ٕٞٝ اػذاد فاصی رٚص٘مٝدس ایٗ ٔماِٝ   دٞيٓ. ٕ٘اتص ٔي 

تٙذی  ، استفادٜ اص یه تاتغ ستثٝٞای ٔمایسٝ اػذاد فاصی یىي اص سٚش     :R  ست وٝ دس ایٗ ٔماِٝ ا

 ضٛد: تٝ غٛست صیش تؼشیف ٔي ٚوٙيٓ  استفادٜ ٔي [20تٙذی یاٌش ] اص تاتغ ستثٝ

( ) ( ).
L Ua a

R A  


  
1

2 4
 

)تا تٛخٝ تٝ ایٗ تاتغ، تشای دٚ ػذد فاصی  , , , )L Ua a a    ٚ( , , , ),L Ub b b    ٓداسیa b  ٚ اٌش

)تٟٙا اٌش  ) ( )L U L Ua a b b         
1 1
2 2

. 

 

 هدل حول و نقل خاکستزی فاسی 3

 A1 ،... ،mAٌشٜ ػشضٝ  mفشؼ وٙيذ دس ضثىٝ ٔٛسد تشسسي، وٙيٓ.  دس ایٗ تخص ٔذَ ٔٛسد ٘ظش سا ٔؼشفي ٔي

 ٚn  ٌشٜ تماضایB1 ،... ،nB  ٚخٛد داسد. فشؼ وٙيذia ٔٛخٛدیiA ،
jb ٔمذاس تماضای

jB  َٞضیٙٝ ا٘تما ٚ

تٝ  iAاص 
jB  ػذد خاوستشی

ijc  وٝتٝ عٛسی تاضذ,  ,i m 1ٚ,  , j n 1ٗغٛست، ٔساِٝ  . دسای

  غٛست صیش است:ٝ ( تFTPGCC) 1سیضی ا٘تماَ فاصی تا ضشایة ٞضیٙٝ خاوستشی تش٘أٝ

(1) 

                        

. . , , , ,..., ,

, , ,..., ,

, , , ,..., , , . ,..., .

m n

G ij ij

i j

n

ij i

j

m

ij j

i

ij

Min Z c x

s t x a i m

x b j n

x i m j n

 





  

 

 

  







1 1

1

1

1 2 3

1 2 3

0 1 2 3 1 2 3

 

وٝ دس آٖ 
ijx R ، ijc R    ٚ ,i ja b F R ٚia 0  ٚ,jb 0. 

                                                           
1 Fuzzy Transportation Programming with Grey Cost Coefficients 
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 ٞش ٔدٕٛػٝ اص       ijx وٙذ یه خٛاب ضذ٘ي ٔساِٝ ٌٛیيٓ.  غذق ٔي (1)ٞای  وٝ دس ٔدٕٛػٝ ٔحذٚدیتسا ٞا

Qفشؼ وٙيذ  R تاضذ. ٌٛیيٓ  (1)ٞای ضذ٘ي  ٔدٕٛػٝ ٕٞٝ خٛاب*x Q است  (1)یه خٛاب تٟيٙٝ تشای

xاٌش تٝ اصای ٞش خٛاب ضذ٘ي دیٍش  Q:ٓداضتٝ تاضي ، 

* .
m n m n

ij ij G ij ij

i j i j

c x c x
   

   
1 1 1 1

 

 سا تٝ یه ٔساِٝ حُٕ ٚ ٘مُ خاوستشی تمّيُ  داد. (1)تٛاٖ ٔساِٝ  دٞذ وٝ ٔي ِٓ صیش ٘طاٖ ٔي    

 ، ٔؼادِٙذ:است( GTحُٕ ٚ ٘مُ خاوستشی )ٔساِٝ یه ٚ ٔساِٝ صیش وٝ  (1)ٔساِٝ  1-3لن 

(2) 

 

 

 

 

. . , , , ,..., ,

, , ,..., ,

, , , ,..., , , . ,..., .

m n

G ij ij

i j

n
R

ij i

j

m
R

ij j

i

ij

Min Z c x

s t x a i m

x b j n

x i m j n

 





  

 

 

  







1 1

1

1

1 2 3

1 2 3

0 1 2 3 1 2 3

 

R دس آٖ وٝ

ia  ٚR

jb  اػذاد حميمي ٞستٙذ وٝ تٝ تشتية ٔتٙاظش تا اػذاد فاصیia  ٚ
jb تاضٙذ. ٕٞچٙيٗ،  ٔي

 ijc R    تشای ٞش, , ,..., , , , ,...,i m j n 1 2 3 1 2 3.  

xغٛست،  تاضٙذ. دسایٗ( 2ٚ ) (1)ٞای  تشتية ٔدٕٛػٝ ٕٞٝ خٛابٝ ت Q1  ٚQ2فشؼ وٙيذ  بزهاى. Q اٌش ٚ  1

  :تٟٙا اٌش

(3) 
 , , ,..., ,

n

ij i

j

x R a i m


 
1

1 2
                                 

 

 
 , , ,..., ,

m

ij j

i

x R b j n


 
1

1 2 

 :تشلشاس است اٌش ٚ تٟٙا اٌش (1)تٙذی خغي تشای اػذاد فاصی است. پس ساتغٝ  تاتغ ستثٝ Rوٝ دس آٖ 

, , ,..., ,

, , ,..., ,

n
R

ij i

j

m
R

ij j

i

x a i m

x b j n





 

 





1

1

1 2

1 2

 

دس آٖوٝ  R

i ia R a  ٚ R

j jb R b .ٗتشلشاس است اٌش ٚ تٟٙا اٌش  اخيشساتغٝ  سٚ اص ایx Q  دس ٘تيدٝ. 2

Q Q1 xتاضذ. آٍ٘اٜ تشای ٞش  (1یه خٛاب ضذ٘ي تٟيٙٝ تشای ) x*. اوٖٙٛ فشؼ وٙيذ 2 Q  داسیٓ: 1

* .
m n m n

ij ij G ij ij

i j i j

c x c x
   

   
1 1 1 1

 

 [
 D

O
R

: 2
0.

10
01

.1
.2

25
17

28
6.

20
19

.1
6.

3.
1.

4 
] 

 [
 D

ow
nl

oa
de

d 
fr

om
 ja

m
lu

.li
au

.a
c.

ir
 o

n 
20

25
-0

7-
01

 ]
 

                             7 / 12

https://dor.isc.ac/dor/20.1001.1.22517286.2019.16.3.1.4
https://jamlu.liau.ac.ir/article-1-1371-fa.html


 فاصیدس ٔحيظ خاوستشی یه ٔساِٝ حُٕ ٚ ٘مُ ، خثيشی ٘اغشی ٚ

118 

* تٙاتشایٗ، چٖٛ
m n m n

ij ij G ij ij

i j i j

c x c x
   

   
1 1 1 1

،*x ِٝ٘يض ٞست. لسٕت  (2)یه خٛاب تٟيٙٝ تشای ٔسا

                                                                                تٛاٖ اثثات وشد.         عٛس ٔطاتٝ ٔيٝ ػىس سا ت

ٝ دست آٚسد. حاَ تٝ ت (2)تٛاٖ تا حُ ٔساِٝ  سا دسغٛست ٚخٛد ٔي (1)، خٛاب تٟيٙٝ ٔساِٝ تالاتا تٛخٝ تٝ ِٓ     

اص لغؼي ٞستٙذ،  (2)ٞای ٔساِٝ  پيذا وٙيٓ. چٖٛ ٔحذٚدیت (2)د٘ثاَ سٚضي ٞستيٓ وٝ یه ٘مغٝ ضذ٘ي تشای 

، ٞای ٔشسْٛ دس ٔحيظ لغؼي ٔا٘ٙذ سٚش ٌٛضٝ ضٕاَ غشتي، سٚش ٔاتشیس وٕيٙٝ تٛاٖ تٝ وٕه سٚش ٔي سٚ ایٗ

اسصیاتي ٘مغٝ ضذ٘ي پيذا ضذٜ، تٝ  تشایپيص اص تياٖ ضشایظ تٟيٍٙي  تمشیة ٌُٚ ٚ غيشٜ یه ٘مغٝ آغاصیٗ پيذا وشد.

 .پشداصیٓ ٔئؼشفي ٔسيش تستٝ 

تشٌطت تٝ سَّٛ اِٚيٝ اص عشیك  تشایاستفادٜ ٘طذٜ ضشٚع وٙيذ، یه ٔسيش تستٝ یا دٚس سا  اص یه سَّٛ خاِي    

ٞا دس خذَٚ حُٕ  ای اص سَّٛ دٚس، د٘ثاِٝٞایي وٝ دس حاَ استفادٜ/ٔطغَٛ ٞستٙذ تسيٕایيذ. یه ٔسيش تستٝ یا  سَّٛ

ٞای دیٍش استفادٜ ضذٜ/ٔطغَٛ ٞستٙذ ٚ داسای  ٚ ٘مُ است وٝ اِٚيٗ سَّٛ خاِي/استفادٜ ٘طذٜ است ٚ ٕٞٝ سَّٛ

 ضشایظ صیش است:

 داس٘ذ یا دس یه ستٖٛ ٔطتشن.ٔداٚس یا دس یه سغش ٔطتشن لشاس  ٞای استفادٜ ضذٜ/ٔطغَٛ ( ٞش صٚج اص س1َّٛ

 ٌيش٘ذ. ٝ سَّٛ استفادٜ ضذٜ/ٔطغَٛ ٔداٚس دس یه سغش ٔطتشن یا ستٖٛ ٔطتشن لشاس ٕ٘ي( ٞيچ س2

 ٌيش٘ذ. ( اِٚيٗ ٚ آخشیٗ سَّٛ اص یه د٘ثاِٝ دس سغش یا ستٖٛ یىساٖ لشاس ٔي3

 ضٛد. ( ٞيچ سِّٛي تيص اص یه ٔشتثٝ دس د٘ثاِٝ ظاٞش ٕ٘ي4

ٞای استفادٜ ضذٜ/ ٔطغَٛ  ٞا سا دس سَّٛ ٟتتٛاٖ خ ٞای افمي ٚ ػٕٛدی ٔداص ٞستٙذ ٚ فمظ ٔي ( فمظ حشوت5

 تغييش داد.

ای آغاصیٗ ٞستٓ وٝ تٛسظ یىي اص  ٔؼيٗ وشدٖ تٟيٍٙي یه خٛاب ضذ٘ي پایٝ تشاید٘ثاَ یافتٗ سٚضي ٝ حاَ ت    

ٞای اغّي تشای اسصیاتي تٟيٍٙي ٚ/یا تٟثٛد خٛاب ضذ٘ي  دست آٔذٜ است. دس ادأٝ ٌاْٝ ٞای ٌفتٝ ضذٜ ت سٚش

 دٞيٓ. ٔي اسایٝخاسی سا 

 ای سا تشای اسصیاتي ا٘تخاب وٙيذ. ٔشتغ استفادٜ ٘طذٜ -1

ٔشتغ اغّي اص عشیك ٔشتؼاتي وٝ دس حاَ استفادٜ يذ. یه ٔسيش تستٝ تشای تشٌطت تٝ اص ایٗ ٔشتغ آغاص ٕ٘ای -2

 ٞستٙذ سا تسيٕایيذ )فمظ حشوات افمي ٚ ػٕٛدی ٔداص است(.

( ٚ ٔثثت سٚی -ٞای ٔٙفي ) استفادٜ ٘طذٜ ضشٚع وٙيذ ٚ یه دس ٔياٖ ػلأتتا یه ػلأت ٔثثت )+( دس ٔشتغ  -3

 ای اص ٔسيش تستٝ عي ضذٜ لشاس دٞيذ. ٞش ٔشتغ ٌٛضٝ

یه ا٘ذیس تٟثٛد سا تا خٕغ صدٖ ٞضیٙٝ ٚاحذ سٚی ٔشتؼاتي وٝ ػلأت ٔثثت داس٘ذ ٚ سسس وٓ وشدٖ ٞضیٙٝ  -4

 ٚاحذ ٔشتؼات ضأُ ػلأت ٔٙفي، ٔحاسثٝ وٙيذ.

 دست آٚسیذ.ٝ سا تا صٔا٘ي وٝ یه ا٘ذیس تٟثٛد تشای ٞش ٔشتغ استفادٜ ٘طذٜ ٔحاسثٝ ٌشدد ت 4تا  1ٞای  ٌاْ -5

 دست آٔذٜ است.ٝ تش یا ٔساٚی غفش تاضٙذ، یه خٛاب تٟيٙٝ ت ٞای ٔحاسثٝ ضذٜ تضسي اٌش ٕٞٝ ا٘ذیس-  

 اٞص داد.تٛاٖ خٛاب خاسی سا تٟثٛد ٚ ٞضیٙٝ وُ ا٘تماَ سا و غٛست، ٔي دس غيش ایٗ -   
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تٛاٖ اص عشیك اٍِٛسیتٓ صیش  یافتٝ سا ٔي ، ٔساِٝ حُٕ ٚ ٘مُ خاوستشی تمّيُحاَ تا تٛخٝ تٝ ِٕي وٝ تياٖ وشدیٓ    

 حُ وشد:

ٞا  دادٜ ورودی: ,i ja b F R  ٚ ijc R    ِٝوٝ( 1)دس ٔسا,  ,i m 1  ٚ,  ,j n 1 ٕٗٞچٙي .

 تٙذی سٚی اػذاد فاصی ٚخٛد داسد. فشؼ وٙيذ یه تاتغ ستثٝ

 دست آٚسیذ.ٝ سا ت (2)ٔساِٝ حُٕ ٚ ٘مُ خاوستشی ٔؼادَ  .1گام 

 دست آٚسیذ.ٝ ت 1یه خٛاب ضذ٘ي آغاصیٗ تشای ٔساِٝ ٌاْ  .2گام 

اسصیاتي وٙيذ. اٌش خٛاب خاسی تٟيٙٝ تٛد،  یذساصيضشایظ تٟيٍٙي خٛاب ضذ٘ي خاسی سا تا تاتغ سف .3گام 

 غٛست خٛاب ضذ٘ي خاسی سا تٝ ٍٞٙاْ وٙيذ. ٔتٛلف ضٛیذ، دس غيش ایٗ

 تشٚیذ. 3تٝ ٌاْ  .4گام 

 .(1)تشای ٔساِٝ  x*یه خٛاب تٟيٙٝ خزوجی.

 ٌشدد. تخص تؼذ تا ٔثاَ تطشیح ٔيواسوشد ػّٕي فشایٙذ حُ اٍِٛسیتٓ دادٜ ضذٜ دس 

 هثال عددی 4

 ٔسایُدست آٔذٜ است. تٝ دِيُ تشخي ٝ ٚالؼي ت ٔذَٔساِٝ حُٕ ٚ ٘مُ صیش سا دس٘ظش تٍيشیذ وٝ تش اساس یه 

ٕٞچٙيٗ دس ایٗ خذَٚ اػذاد خاوستشی  ٞای ٔٛسد تشسسي، اختٙاب ضذٜ است. التػادی اص تياٖ ٘اْ دليك واسخا٘ٝ

 ا٘ذ. ، غيشفاصی ضذٜتٙذی تاتغ ستثٝ هسفيذساصی ٚ اػذاد فاصی، تٝ وٕ

 
 حُٕ ٚ ٘مُ خاوستشی فاصیٞای ٔساِٝ  دادٜ .1 جدول

 
 

تا ٔمادیش ػشضٝ ٚ تماضای ٔساِٝ حُٕ ٚ ٘مُ خاوستشی  تشایٞضیٙٝ خاوستشی تشیٗ ٔمذاس  وٓٞذف ٔا پيذا وشدٖ 

وٙيٓ. ایٗ خٛاب دس  ٔاتشیسي وٕيٙٝ پيذا ٔياتتذا، یه خٛاب ضذ٘ي پایٝ آغاصیٗ تا سٚش  فاصی دادٜ ضذٜ است.

 خذَٚ صیش ٘طاٖ دادٜ ضذٜ است:
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 خٛاب ضذ٘ي پایٝ آغاصیٗ تا سٚش ٔاتشیس وٕيٙٝ  .2 جدول

 
 

mدس ایٙدا،  n  1  سٚ اص ایٗای ٔثثت ٞستٙذ،  ای است. چٖٛ ٕٞٝ ٔمادیش ٔتغيشٞای پایٝ تؼذاد ٔتغيشٞای پایٝ 5

دست آٔذٜ ٝ خٛاب خاسی تثاٞيذٜ ٘يست. ٕٞچٙيٗ ٔمذاس خاوستشی تاتغ ٞذف دس خٛاب ضذ٘ي پایٝ آغاصیٗ ت

 غٛست صیش است:ٝ ت

 Z G G          1 10 7 13 3 12 6 2 3 18 203 
سَّٛ  AD ضٛد. اوٖٙٛ یه ٔسيش تستٝ حاغُ  یه ٚاحذ تٝ آٖ تخػيع دادٜ ٔي سٚ ٚ اص ایٗخاِي است  2

 ضٛد. ٔي

 
 ADٔسيش تستٝ تشای سَّٛ   .3 جدول

 

 

 یا واٞص ٔمذاس خاوستشی دس ٞضیٙٝ حُٕ ٚ ٘مُ دس ٚاحذ وٕيت تخػيع ٔدذد ػثاست است اص: افضایص ٚ

 G     2 1 3 7 3 

 غٛست صیش است:ٝ ٞای اضغاَ ٘طذٜ ت تخػيع تشای سایش سَّٛ
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 ٘طذٜ ٞای اضغاَ تخػيع سَّٛ .4 جدول

 ٔلاحظات
افضایص ٚیا واٞص ٔمذاس خاوستشی دس ٞضیٙٝ خاوستشی حُٕ ٚ ٘مُ 

 دس ٚاحذ وٕيت تخػيع ٔدذد
 ٞای اضغاَ ٘طذٜ سَّٛ

5+ افضایص ٞضیٙٝ خاوستشی -1+ 3 - 7 + 6 - 3 G 3 AF 

5+ ٞضیٙٝ خاوستشیافضایص  - 3 + 7 - 6 G 3 CE 

4+ ٘ٝ افضایص ٚ ٘ٝ واٞص - 7 + 6 - 3 G 3   BF 

 

تٛاٖ  تشیٗ ٔمذاس وٝ ٔي ٌزس٘ذ تشای ضشوت سٛدٔٙذ خٛاٞٙذ تٛد. تيص ٔي ADٞایي وٝ اص ٔسيش ػثٛسی اص  ا٘ذیس

وٙذ.  ای ٔي سا غيشپایٝ AEاست ٚ ایٗ ٔمذاس، ٔتغيش پایٝ خاسی ٔتٙاظش تا سَّٛ  10تخػيع داد، تشاتش تا  ADتٝ 

 خذَٚ صیش ٘طاٖ دٞٙذٜ خذَٚ حُٕ ٚ ٘مُ تؼذ اص تخػيع ٔدذد است.

 
 خذَٚ تٟيٙٝ ٔساِٝ حُٕ ٚ ٘مُ خاوستشی فاصی .5 جدول

 
 

ٞضیٙٝ ٚ تٛا٘ذ ٞضیٙٝ حُٕ ٚ ٘مُ سا واٞص دٞذ،  ٘طذٜ دیٍش ٕ٘ي ٞش سَّٛ اضغاَچٖٛ تخػيع ٔدذد دس     

 خاوستشی حُٕ ٚ ٘مُ وٕيٙٝ تشاتش است تا:

 G         2 10 7 3 3 22 6 2 3 18 173 
 غٛست صیش است:ٝ ٚ دس ٟ٘ایت، خٛاب تٟيٙٝ ت

 

 * * *

AD AE AFX ,  X ,   X ,  10 0 0 

 * * *

BD BE BFX ,  X ,   X ,  3 22 0 

 * * *

CD CE CFX ,   X ,   X .  2 0 18
 

 

 گیزی نتیجه 5

ٔيضاٖ ٚ تٛأا  حُٕ ٚ ٘مُ وٝ دس آٖ ضشایة تاتغ ٞذف اػذادی خاوستشی ٘ٛع خذیذ اص ٔذَدس ایٗ ٔماِٝ یه 

، ٔٛسد ٔغاِؼٝ لشاس ٌشفت. تا تٛخٝ تٝ ٚخٛد ا٘ٛاع ٔختّف اتٟأي وٝ ٕٔىٗ است دس استػشضٝ ٚ تماضا فاصی 

تشی داسد. تشای حُ ایٗ ٔساِٝ، ٘طاٖ دادیٓ وٝ  ٚالؼي ساصٌاسی تيص ٔسایُٚالؼي سخ دٞذ، ایٗ سٚش تا  ٔسایُ
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ادَ ساصی اػذاد فاصی، تٝ یه ٔساِٝ لغؼي ٔؼ تٛاٖ تٝ وٕه سفيذساصی اػذاد خاوستشی ٚ غيشفاصی ٔي

ٞای ایٗ سٚش ایٗ است وٝ تٝ  . یىي اص ٚیهٌيدست آٚسدٝ وٝ تشاساس آٖ خٛاب ٔساِٝ اغّي سا تیافت  دست

ٚ ٔحذٚدیتي دس ایٗ  تٟشٜ تٍيش٘ذساصی  سفيذساصی ٚ غيشفاصی ٞای ٔختّف شدٞذ اص سٚ اخاصٜ ٔيٌيش٘ذٜ  تػٕيٓ

فاصی تؼٕيٓ داد. ٕٞچٙيٗ  تٛاٖ ایٗ سٚش سا تشای ا٘ٛاع اػذاد خاوستشی ٚ ٔٛسد اػٕاَ ٘طذٜ است. ٕٞچٙيٗ ٔي

خشیاٖ دس ضثىٝ تا  سایُٔٔا٘ٙذ  خغي ساصی دس تٟيٙٝ ٔتذاَٚ ٔسایُتٛاٖ تشای حُ سایش  سٚش پيطٟٙادی سا ٔي

 واس تشد.ٝ ٚ غيشٜ ت ، تخػيعوٕتشیٗ ٞضیٙٝ، ا٘تماَ خشیاٖ تيطيٙٝ
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