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  با دو قيد خطي  توسيع يافته اطمينان  ناحيه ي مسالهزير   الگوريتم كارا براييك  
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  ، رشت، ايراندانشكده علوم رياضيدانشگاه گيلان،  ،دانشيار -2

  

  

1394آذرماه  20: مقاله ديرس    

1395ارديبهشت  9 :مقاله رشيپذ  

  

  چكيده

روي يك گوي است، نقـش كليـدي در   ي دوم  درجهيك تابع سازي  ي مينيمم كه در واقع مساله (TRS)اطمينان   ي ناحيه زير مساله

متعددي براي حـل  هاي كاراي  الگوريتم، كه لزوماً محدب نيستعلي رغم اين  كند و نامقيد ايفا ميسازي غيرخطي  حل مسايل بهينه

اي بـا قيـود خطـي اضـافي      مسالهبه  اطمينان  ناحيه ي مسالهاخيراً توسيع زير .  شده است ارايهدر ابعاد بزرگ براي حل آن به ويژه  آن

درون   توسيع يافته ي مسالهكه قيود خطي  هنگاميدهد  لعات انجام شده نشان ميمطا. گرفته است مورد توجه بسياري از محققان قرار

در هر صورت . سازي مخروطي به دست آورد بهينه ي مسالهتوان از طريق حل يك  را مي  ي مساله بهينهجواب  ،گوي اشتراك ندارند

توسيع  اطمينان  ناحيه ي مسالهدر اين مقاله حل . تسازي مخروطي در ابعاد بزرگ و حتي در ابعاد متوسط عملي نيس حل مسايل بهينه

هاي موجود  جديدترين الگوريتم. يافته با دو قيد خطي بدون در نظر گرفتن هيچ شرطي روي قيود آن مورد مطالعه  قرار گرفته است

مقـدار   ي مسـاله حـل يـك    را از طريـق  مسـاله  آن كـه   غير سراسـري  مينيمم موضعي ي و محاسبه اطمينان  ناحيه ي مسالهبراي حل زير

در پايـان كـارايي الگـوريتم    . شـود  توسيع يافتـه در ابعـاد بـزرگ توسـعه داده مـي      ي مسالهكنند براي حل  يافته حل ميي تعميم  ويژه

  .شود ارزيابي ميتصادفي اي از مسايل  پيشنهادي روي دسته

  

  .سازي سراسري ي تعميم يافته، بهينه مقدار ويژهي  مساله، اطمينان توسيع يافته  ي ناحيه زير مساله: يكليدكلمات  

  

  

    مقدمه 1

  :زير را در نظر بگيريد (eTRS) ي اطمينان توسيع يافته  ناحيه ي مساله
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nكه در آن  nA ×∈ℝ ،ماتريس متقارن, nb b ∈ ℝ1 2 ،,β β ∈ℝ1 δو 2 ++∈ℝ  . ليمسادر حل ساير  ليمسااين دسته از 

 ليمسـا و همچنـين در حـل   ] 1،2[اطمينـان    ناحيـه د بـه روش  مقي ـناازي س ـ بهينـه  ليمساسازي غيرخطي به ويژه در حل  بهينه

در حـــالتي كـــه. دشـــو مـــي ظـــاهر] 3[ (SQP)متـــواليي دوم  درجـــهريـــزي  ســـازي غيرخطـــي بـــه روش برنامـــه بهينـــه

( , ) ( , ), ,i ib iβ = =� � 1 ايـن كـه لزومـاً    رغـم   كه عليمعروف است  (TRS)اطمينان   ناحيه ي مسالهبه زير  )1( ي مساله، 2

تـوان در   هـا را مـي   آن ي كـه پايـه واسـاس همـه    ] 8-4[شده اسـت   ارايهارايي براي حل آن هاي ك ، الگوريتممحدب نيست

را از طريـق حـل يـك     (TRS) ي مساله] 5[پيشنهادي در منبع الگوريتم در اين بين . شرايط بهينگي لازم و كافي آن دانست

ل يمسـا  كـاراي موجـود بـراي حـل    هاي  گيري از الگوريتم اين روش با بهره. كند يافته حل ميي تعميم  ويژهمقدار  ي مساله

بـين   ارتبـاط  ،همچنـين  .تسكارادر ابعاد بزرگ بسيار  (TRS) ي مسالهبزرگ براي حل  هاي تنك و ي ماتريس ويژه مقدار

 ي مسـاله دهـد   نشـان مـي   ،به آن پرداخته شده است] 9[منبع  دركه معين   ريزي نيمه و برنامه (TRS) ي مسالههاي حل  روش

 (TRS) ي مسـاله ي  بهينـه توان جواب  يك مي  رتبه ي دقيق است و با استفاده از تجزيه (TRS) ي مسالهسازي نيمه معين  آزاد

  .]9[ به دست آوردآن ي آزادساز ي مسالهرا از جواب 

-9[ تحقيق بسياري از مقالات قرار گرفته اسـت اي با قيود خطي اضافي موضوع  مسالهبه  (TRS) ي مساله يعتوساخيراً 

 يافتـه  توسـيع  ي مسـاله  آزادسـازي نيمـه معـين     ي مسـاله ، (TRS) ي مسالهبر خلاف دهد  نشان ميمطالعات انجام شده  ].15

آزادسـازي نيمـه    ي مسـاله  بيان شرايطي بـوده اسـت كـه تحـت آن    مطالعات انجام شده  از تعداديهدف . دقيق نيست لزوماً

انـد   پرداختـه  جديـد آزادسازي  ي مسالهيك  معرفينيز به  از مقالات تعدادي. ] 11،10[دقيق است  (TRS)هاي  معين توسيع

 .]13،12[ دآي ـ به دست مـي آزادسازي نيمه معين  ي مسالهو قيود خطي به ي دوم  درجهزودن تعدادي قيود مخروطي كه با اف

را از حـل    مسالهي  بهينهتوان جواب  ميتوسيع يافته،  ي مساله ي براساس ماهيت قيود خطي تشكيل دهندهدر برخي از موارد 

 ي مسـاله كراني بهتر از كران به دست آمده از  توان مي نيز د و در برخي از مواردآن به دست آور آزادسازي جديد ي مساله

,،توسـيع يافتـه   ي مسـاله قيـد خطـي    mكـه   هنگامي .به دست آورد ينعآزادسازي نيمه م ,...,T
i ib x i mβ≤ = درون  ،1

||گوي  ||x δ≤2 دسـت  محـدب زيـر بـه     ي مسـاله  حـل  با توان را مي توسيع يافته ي مسالهي  بهينهجواب ندارند،   اشتراك

  :]12[ آورد
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پذير است و اين بدان معناست كه حتـي تحـت    مخروطي تنها در ابعاد كوچك امكانسازي  بهينه ليمسادر هر صورت حل 

در  حتـي و يـا  در ابعاد بزرگ  (eTRS)توان از آن براي حل  نمي ،معادل است )2(ي مسالهبا  (eTRS) ي مسالهيطي كه اشر

نويسـندگان بـا    .قيد خطي اضافي مورد مطالعه قرار گرفته اسـت  mبا  (TRS) ي مساله] 11[در منبع . بهره بردمتوسط  ابعاد

، نشـان دادنـد   ]16[ (TRS) ي تكيه بر نتايج به دست آمده توسط مارتينز در خصوص مينيمم موضعي غيـر سراسـري مسـاله   
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هـاي   و جـواب  (TRS) ي مسـاله  از ميان مينيمم موضعي غير سراسـري  توان مورد مطالعه را مي ي مساله ي جواب بهينه

لازم به ذكر است كه هيچگونـه نتـايج   . كرد، تعيين زير مسايل ناحيه اطمينان ازاي  به دست آمده از حل دنباله ي بهينه

دسـتگاه  يـك  در هر تكرار بـه حـل   ه توسط مارتينز شد ارايهالگوريتم   .نويسندگان مقاله گزارش نشده استعددي توسط 

زيـر   ]14[منبـع   در. رسـد  بـر بـه نظـر مـي     بـزرگ هزينـه   در ابعاد  مسالهبراي حل از اين رو  ،معادلات خطي نامعين نياز دارد

شرط تحت مذكور  ي مقالهدر . قرار گرفته است موضوع تحقيق نويسندگان اضافي با يك قيد خطي اطمينان  ناحيه ي مساله

زي و سـا  بـا اسـتفاده از روش قطـري   حـداقل دو اسـت،    A ي مـاتريس  ويـژه ترين مقـدار   اينكه چندگانگي جبري كوچك

بـا توجـه    .شود محدب مقيد حل مي ي دومتغيره ي مسالهمورد مطالعه از طريق حل يك  ي مساله استفاده از دوگاني لاگرانژ

در   مسـاله نيازمند است، استفاده از ايـن روش بـراي حـل     A ي ماتريس ويژهمقادير  ي به تجزيهسازي  به اينكه روش قطري

در ابعاد بزرگ مورد توجه   با يك قيد خطي اضافي (TRS) ي مسالهحل ] 15[در منبع اخيراً . باشد ابعاد بزرگ مناسب نمي

را همانند مينيمم سراسري آن  (TRS) ي مسالهشود كه مينيمم موضعي  ابتدا نشان داده مي در منبع مذكور. قرار گرفته است

 اكارالگوريتمي قعيت، سپس با استفاده از اين واي تعميم يافته محاسبه كرد،  ويژهمقدار  ي مسالهتوان از طريق حل يك  مي

  .شده است ارايهاد بزرگ عدر اب همورد مطالع ي مسالهبراي حل 

گيـري از   بـا بهـره  . گرفته استبا دو قيد خطي اضافي مورد توجه قرار  اطمينان  ناحيه ي مسالهپژوهش حل زير  در اين

از طريق حل يك  توان را مي (TRS) ي مسالهدهند مينيمم موضعي و سراسري  جديدترين نتايج به دست آمده كه نشان مي

مـورد مطالعـه در ابعـاد بـزرگ پيشـنهاد       ي مسـاله بـراي حـل    اكـار الگوريتمي يافته حل كرد، ي تعميم  ويژهمقدار  ي مساله

در . كنـد  يافتـه حـل مـي   ي تعمـيم   ويـژه مقدار  ي مسالهرا از طريق حل تعدادي   مسالهدر واقع الگوريتم پيشنهادي   .شود مي

  .گيرد مورد ارزيابي قرار مي تصادفياي از مسايل  پايان كارايي روش پيشنهادي روي دسته

  

  نمادگذاري  1-1

)minايــن مقالــه، در سرتاســر  )Aλ ي مــاتريس ويــژهتــرين مقــدار  بــه كوچــكA ،( )Range A بــه بــرد مــاتريسA و

( )Null A به فضاي پوچ ماتريسA بـه صـورت   ) نيمه معين مثبـت (همچنين ماتريس معين مثبت  .كند اشاره ميA ≻ � 

)� ≽   .كند به ماتريس هماني اشاره مي Iشود و داده مينشان ) 0

  

  الگوريتم پيشنهادي  2 

 ي مسـاله در غيـر ايـن صـورت     چون ؛يستنزايد   )1( ي مسالهكنيم هيچ يك از قيود خطي  در سرتاسر اين مقاله، فرض مي

مـورد مطالعـه   ] 15[و ] 5[شـود كـه در منـابع     اضافي تبديل ميبا يك قيد خطي  (TRS) ي مسالهيا  (TRS) ي مسالهبه    )1(

 .كنـيم  آن در دو حالت جداگانه بررسي مـي  ي را براساس ماهيت قيود خطي تشكيل دهنده )1( ي مسالهحل . اند قرار گرفته

Tb ي گيــريم كـه دو ابرصـفحه   حالـت اول را حـالتي در نظــر مـي    x β=1 Tbو  1 x β=2 درون گــوي   2
 

x δ≤2  هــيچ

Tbكه  xبه عبارت ديگر به ازاي هر. ندارنداشتراكي  x β=1 Tbو  1 x β=2 ||آنگاه  2 ||x δ≥2 . حالت دوم حالتي است

Tbبـه طـوري كـه    وجـود دارد  ي xيعنـي   ؛كننـد  ي يكـديگر را قطـع مـي   كه دو ابرصـفحه مـذكور درون گـو    x β=1 1  ،
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Tb x β=2 xو 2 δ<2   .ي دو ابرصـفحه . كنيم كه هـر يـك از ايـن حـالات بـه آسـاني قابـل شناسـايي اسـت          توجه مي 
Tb x β=1 Tbو 1 x β=2 bموازي هستند اگر و فقط اگر  2 b1  ي كـه دو ابرصـفحه   را در نظر بگيريـد حال حالتي . باشد �2

  ي دوم  درجه بهينه سازي ي مسالهي  بهينهجواب  x*فرض كنيد. مذكور موازي نيستند

|| ||

,

,

T

T

Min x

b x

b x

β
β

=

=

2

1 1

2 2

  

||*اگــر . اســت ||x δ<2 درون گــوي   ، آنگــاه دو ابرصــفحهباشــدx δ≤2 دو  در غيــر ايــن صــورت. اشــتراك دارنــد

  . كنند يكديگر را قطع مي يا روي گوي گوي خارج از ابرصفحه 

Tb ي دو ابرصفحه 2-1 x β=1 Tbو  1 x β=2 x درون گوي 2 δ≤2

  اشتراكي ندارند هيچ 

  :ل زير را در نظر بگيريديمسا. شود پيشنهاد مي )1( ي مسالهبراي حل  1الگوريتم در اين حالت   

)3(  || || ,

.

T T

T

Min x Ax a x

x

b x

δ
β

+

≤
=

2

1 1

1
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  )4(  || || ,

.

T T

T

Min x Ax a x

x

b x

δ
β

+

≤
=

2

2 2

1
2

     

  .1 الگوريتم

*فرض كنيد . را حل كنيد  (TRS) ي مساله .گام اول
gx   اگـر   ي آن اسـت،  جـواب بهينـه*T

gb x β≤1 T*و  1
gb x β≤2 2

*، آنگاه باشد
gx  در غير اين صورت به گام دوم برويد. بنابراين متوقف شويد نيز است،  )1( ي مسالهي  بهينهجواب.  

،  (TRS) ي مسالهمينيمم موضعي  .گام دوم
*x
ℓ

Tb*اگر . ا در صورت وجود محاسبه كنيد، ر x β≤1 1ℓ
Tb* و  x β≤2 2ℓ

  ،
*x
ℓ

هـا را نيـز بـه     آن ي را حـل كنيـد و جـواب بهينـه     )4(و  )3(ل يمسـا . را به عنوان كانديداي جواب بهينه در نظر بگيريد  

مقـدار تـابع هـدف، جـواب      تـرين  كـم ، جـواب بـا   ي موجودها جواباز ميان . عنوان كانديداي جواب بهينه در نظر بگيريد

  .است )1( ي مسالهي  بهينه

  

Tbي   ابر صفحهدو  2-2 x β=1 Tbو  1 x β=2 xدرون گوي  2 δ≤2
  كنند يكديگر را قطع مي 

  .ل زير را در نظر بگيريديمسا .شود پيشنهاد مي )1( ي مسالهبراي حل  2در اين حالت الگوريتم 

)5                                            (                                                                          || || ,

,

,

T T

T

T

Min x Ax a x

x

b x

b x

δ
β
β

+

≤
≤

=

2

1 1

2 2

1
2
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)6                                   (                                                                          || || ,

,

.

T T

T

T

Min x Ax a x

x

b x

b x

δ
β
β

+

≤
=

≤

2

1 1

2 2

1
2

   

  .2الگوريتم

*فرض كنيد . را حل كنيد  (TRS) ي مساله .گام اول
gx   اگـر  . ي آن اسـت  جـواب بهينـه*T

gb x β≤1 T*و  1
gb x β≤2 2 

*، آنگاه باشد
gx  در غير اين صورت به گام دوم برويد ،بنابراين متوقف شويدنيز است؛   )1( ي مسالهي  بهينهجواب.  

،  (TRS) ي مسالهمينيمم موضعي  .گام دوم
*x
ℓ

Tb*اگر. را در صورت وجود محاسبه كنيد،   x β≤1 1ℓ
Tb*و  x β≤2 2ℓ

  ،
*x
ℓ

هـا را نيـز بـه     ي آن بهينـه را حـل كنيـد و جـواب    ) 6(و )  5( مسـايل  نديداي جواب بهينه در نظر بگيريد،را به عنوان كا 

مقـدار تـابع هـدف، جـواب      تـرين  كـم ، جـواب بـا   ي موجودها جواباز ميان . عنوان كانديداي جواب بهينه در نظر بگيريد

  .است )1( ي مسالهي  بهينه

  

  2و 1ل موجود در الگوريتميحل زير مسا  3

  .پردازيم مي 2و  1الگوريتم ل موجود دريحل هر يك از زير مسا ياتجزئ در اين بخش به

  

    (TRS)ي مساله  3-1

كـه پايـه و   شـده اسـت    ارايه  (TRS)ي مسالهبراي  متعدديكاراي  هاي كه در مقدمه اشاره شد تاكنون الگوريتم طور همان

]  5[شـده در منبـع    ارايـه در ايـن مقالـه الگـوريتم     . توان در شرايط بهينگي لازم و كافي آن دانسـت  ها را مي همه آناساس 

 ي مسـاله را از طريق حـل يـك    زير مقياس شده  (TRS)ي مسالهشود كه قادر است  پيشنهاد مي   (TRS)ي مسالهبراي حل 

  :يافته حل كندي تعميم  ويژهمقدار 

)7(                                                                                                 
,

T T

T

Min x Ax a x

x Bx δ

+

≤

1
2  

گيـري از   الگـوريتم مـذكور كـه بـر پايـه نتـايج زيـر اسـتوار اسـت، بـا بهـره           . يك ماتريس معين مثبت است B كه در آن

در   (TRS)ي مسـاله تنـك، بـراي حـل     هاي بزرگ و ي ماتريس ي مقدار ويژه مسالههاي كاراي موجود براي حل  الگوريتم

* .ستاكارابعاد بزرگ بسيار 
gx اگر است اگر و فقط )7( ي مسالهي  جواب بهينه*

gλ ≥   ]5[به طوري كه  وجود دارد �

)8                                (                * *( ) ,g gA B x aλ+ = −   

)9                                    (            * * ,T
g gx Bx δ≤   

)10                                  (                        * * *( ) ,T
g g gx Bxλ δ− = �   

)11                                       (                                 *  .gA Bλ+ ��                                                                                                  

λبه ازاي هر ضريب . )]5([1لم ≠ )detكند، داريم  صدق مي) 10(تا ) 8(كه در روابط  � ( ))M λ =   :كه �
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( ) .T

B A B

M aa
A B

λ
λ

λ
δ

− + 
 =
 + −
  

  

*فرض كنيد ]). 5([ 1ي  قضيه *( , )g gx λ  با  ) 7( ي مسالهي  بهينهيك جواب* *T
g gx Bx δ= در اين صورت ، باشد

*ضريب لاگرانژ بهينه،
gλ حقيقي ماتريس ي مقدار ويژه ترين بزرگ، با( )M λ و  برابر است* [ , )g nλ µ∈  nµكه  ∞

Aترين مقدار ويژه  بزرگ Bλ+ *به علاوه اگر . است  
g nλ µ> آنگاه ،*

g T
x y

a y

δ= − 1
2

كه در آن  
y

y

 
 
 

1

2

بردار   

) ي ويژه )M λ ي متناظر با مقدار ويژه*
gλ  داريماست و همچنين Ta y ≠2 �.  

  

  ) ]5[ )٧( ي مسالهحل ( 3الگوريتم 
0Axدستگاه معادلات خطي . گام اول a= 0اگر . را با استفاده از روش گراديان مزدوج حل كنيد − 0

Tx B x δ≤ ،

0x را به عنوان كانديداي جواب بهينه درنظر بگيريد.  

) ي حقيقي ويژهمقدار  ترين بزرگ . گام دوم )M λ ،*
gλ آن،  باي متناظر  ويژه، و بردار

y

y

 
 
 

1

2

را محاسبه كنيد به  

  طوري كه 

                                                                                * .n nT
g

n n

B A
y O B y

aa y B O yA
λ

δ

×

×

− 
       = −      −        

1 1

2 2

  

1yاگر  .گام سوم τ≤ ) 410به طور پيش فرضτ هاي چهارم  مگا. سخت است ي يك نمونه )7( ي مسالهآنگاه ) =−

  .در غير اين صورت به گام هفتم برويد تا ششم را اجرا كنيد،

:*ماتريس . گام چهارم
d

T
g i i

i

H A B Bv v Bλ α
=

= + + ∑
1

 يك عدد مثبت دلخواه و α را محاسبه كنيد كه در آن 

[ ,..., ]dV v v= *براي فضاي پوچ ماتريس متعامد  -Bي يك پايه 1
gA Bλ+ يعني ؛است TV BV I= .  

Hq دستگاه. گام پنجم a=   .را با استفاده از روش گراديان مزدوج حل كنيد −

)را طوري محاسبه كنيد كه  ηمقدار . گام ششم ) ( )Tq v B q vη η δ+ + محاسبه  هايبردار يكي از vكه در آن =

*. شده در گام چهارم است
gx q vη=   .است و متوقف شويد )7( ي مسالهي  بهينهجواب  +

). گام هفتم )T

T

y
x sign a y

y By
δ= − 1

1 2

1 1

  .را به عنوان كانديداي جواب بهينه در نظر بگيريد 

  .است )7( ي مسالهي  بهينهتابع هدف، جواب  ترين كمهاي موجود، جواب با  جواب از ميان .گام هشتم

    (TRS) ي مسالهمينيمم موضعي  3-2
 ي مسـاله ي  بهينهجواب  x*فرض كنيد. مينيمم موضعي غير سراسري است در سرتاسر اين مقاله، منظور از مينيمم موضعي،

ــت، )1( ــر  اس Tb*اگ x β<1 Tb*و  1 x β<2 ــد 2 ــاهباش ــعي   x*، آنگ ــيمم موض ــك مين ــري  (ي ــيمم سراس ــاً مين ــه لزوم ) ن

. اهميت است زحائ  (TRS)ي مسالهموضعي ي مينيمم  محاسبهبراي  اكارروشي  ي ارايهلذا مطالعه و  ؛است  (TRS)ي مساله
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به نتايج به دست آمـده در   سپس، ]16[ كنيم اشاره مي در اين زمينه انجام شده توسط مارتينز اوليه مطالعاتدر ادامه ابتدا به 

همانند مينيمم سراسـري آن در صـورت وجـود     (TRS) ي مسالهمينيمم موضعي  دهد كنيم كه  نشان مي اشاره مي] 15[منبع 

 (TRS) ي مسـاله بـرخلاف مينـيمم سراسـري،    . يافته محاسـبه شـود  ي تعميم  ويژهمقدار  ي مسالهتواند از طريق حل يك  مي

محـدب و لـذا فاقـد     (TRS) ي مسـاله نيمه معين مثبـت باشـد،    Aبه وضوح اگر ماتريس. تواند فاقد مينيمم موضي باشد مي

  .كند بيان ميفاقد مينيمم موضعي است،   (TRS)نامحدب  ي مسالهكه در آن را  هايي  لم زير حالت . مينيمم موضعي است

)A ،minي ماتريس ويژهترين مقدار  انگي جبري كوچكاگر چندگ]). 16([ 2لم )Aλ،  حداقل  دو يا بردارa  بر برخي

)minر با متناظ ي از بردارهاي ويژه )Aλ  ي مسالهعمود باشد، آنگاه (TRS)  فاقد مينيمم موضعي است.  

TAفرض كنيد  Q Q= Λ ي ماتريس ويژهمقادير  ي تجزيهA    باشـد كـه در آن[ , ,..., ]nQ q q q= 1 مـاتريس متعامـد و    2

( ,..., )ndiag λ λΛ = )min بــا 1 ) : ... nAλ λ λ λ= ≤ ≤ ≤1 را بيــان مم موضــعي بــراي مينــيشــرايط لازم زيــر  ي قضــيه.  2

  .كند مي

x*فرض كنيد  ]).16([ 2ي  قضيه
ℓ

*آنگاه  ،باشد   (TRS) ي مسالهمينيمم موضعي    (max{ , }, )λ λ λ∈ − −2 وجود  �1

  :دارد به طوري كه

)12                       (        * * *( ) , || || .A I x a xλ δ+ = − =
ℓ ℓ

2  

)تابع  ) || ( ) ||A I aφ λ λ −= + 1 }max) ي را روي بازه 2 , }, )λ λ− −2 مقادير  ي با استفاده از تجزيه. در نظر بگيريد �1

  داريم  Aي ماتريس  ويژه

)13 (  '

''

( )
( ) ,

( )

( )
( ) ,

( )

( )
( ) .

( )

Tn
i

i i

Tn
i

i i

Tn
i

i i

q a

q a

q a

φ λ
λ λ

φ λ
λ λ

φ λ
λ λ

=

=

=

=
+

= −
+

=
+

∑

∑

∑

2

2
1

2

3
1

2

4
1

2

6

  

  

)دهد كه تابع  نشان مي) 13(معادله  )φ λ  ي بازهروي (max{ , }, )λ λ− −2  ي اكيداً محدب است و لذا معادله �1

( )φ λ δ− = ريشه در اين بازه  ترين بزرگكند كه تنها  زير بيان مي ي  قضيه. در اين بازه حداكثر دو ريشه دارد �

  . باشد (TRS) ي مسالهتواند ضريب لاگرانژ متناظر با مينيمم موضعي  مي

' كند و صدق مي )12(در روابط ارد كه حداكثر يك مينيمم موضعي د (TRS) ي مساله ]).16([ 3 ي  قضيه *( )φ λ ≥ �.   

مينـيمم موضـعي   ضريب لاگرانژ متنـاظر بـا   دهد  نشان ميكنيم كه  اشاره مي] 15[به دست آمده در منبع  ي در ادامه به نتيجه

، (TRS) ي مساله
*λ ،  در ايـن   .آيـد  يافته بـه دسـت مـي   ي تعميم  ويژهمقدار  ي مسالهحل يك از طريق در صورت وجود

  .كنيم مقاله اثبات جديدي براي اين قضيه بيان مي

)ماتريس  ]).15([ 4 ي  قضيه  )M λ  كه در آنB I= فـرض كنيـد   .  را در نظر بگيريد*x
ℓ

مينـيمم موضـعي يكتـاي     

)مـاتريس   ي حقيقـي  ويـژه مقـدار   تـرين  بـزرگ دومين ، با λ*ضريب لاگرانژ متناظر،، آنگاه باشد (TRS) ي مساله )M λ 
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*به علاوه . برابر است
T

x y
a y

δ= − 1
2

ℓ

 در آن كه 
y

y

 
 
 

1

2

) ي بردار ويـژه   )M λ     ي متنـاظر بـا مقـدار ويـژه  *λ   واسـت 

Ta همچنين داريم y ≠2 � .  

x*كنيم چون ابتدا توجه مي .اثبات
ℓ

چنـدگانگي جبـري  ، 2با توجه به لم بنابراين  ؛است  (TRS) ي مساله  مينيمم موضعي 

λ1 برابر است با يك وTa v ≠ يـك نمونـه آسـان      (TRS)به عبارت ديگـر   .استλ1با ي متناظر  ويژهبردار  vكه در آن  �

)ي ويـژه  يـك مقـدار   λ* ،1بر اسـاس لـم    .است )M λ   ؛ يعنـي اسـت *det( ( ))M λ =  ، 1 ي  قضـيه  بنـابر بـه عـلاوه   . �

)ماتريس  ي حقيقي ويژهمقدار  ترين بزرگ )M λ    ي مسـاله كه ضريب لاگرانژ متناظر با مينـيمم سراسـري (TRS)   ،اسـت 

)منحصر به فرد معادله  ي ريشه )φ λ δ− = ) ي در بازه � , )λ−  ، ضـريب لاگرانـژ  3 ي  قضيهبا توجه به  همچنين. است 1∞

)ي معادله ي ريشه ترين بزرگ ،(TRS) ي مساله ر با مينيمم موضعيمتناظ )φ λ δ− = }max) ي بـازه  در  � , }, )λ λ− −2 1�

−λكنيم   توجه مي. است )ي مقدار ويژه 1 )M λ ؛كـه چنـين باشـد    كنـيم  اثبات اين واقعيت فـرض خلـف مـي   براي . نيست 

بنابراين بردار ناصفر 
y

y

 
 
 

1

2

  وجود دارد به طوري كه  

)14                       (                    ( ) ,A I y yλ− =1 2 1   

)15                                    (                ( ) .
Taa

A I y yλ
δ

− =1 1 2   

Taاگر  y ≠2 ) )15(بنابر ، � )a Range A Iλ∈ − . آسان است ي يك نمونه (TRS)كه متناقض است با فرض اينكه  1

Taاگر به علاوه  y =2 )شود نتيجه مي) 15( ي آنگاه از رابطه � )y Null A Iλ∈ −1 داريم ) 14(بنا بر  همچنين .1

( )y Range A Iλ∈ −1 y ؛ بنابراين1 =1 yحال اگر . است � =1 y، )14(ي  رابطهآنگاه براساس باشد،  � يك بردار  2

Taدراين صورت فرض . استλ1با ي متناظر  ويژه y =2 ؛ يك نمونه آسان است  (TRS)متناقض است با فرض اينكه �

−λ  بنابراين )ي  مقدار ويژهتواند  نمي 1 )M λ دهد كه بحث انجام شده نشان مي. باشد *λ  مقدار  ترين بزرگدومين

)ي  ويژه )M λ حال فرض كنيد  .است
y

y

 
 
 

1

2

)* ي يك بردار ويژه  )M λ ،داريم باشد:  

)16                                  (                               *( ) ,A I y yλ+ =2 1   

)17                             (                *( ) .
Taa

A I y yλ
δ

+ =1 2   

Taدهيم  نشان مي ابتدا  y ≠2 Taكنيم  فرض خلف مي. است � y =2 A*در ايـن صـورت چـون مـاتريس     باشد، � Iλ+ 

yشود  نتيجه مي)  17(و  )16( ر است از روابطيپذ وارون y= =1 2 كه متناقض است با فرض اينكه   �
y

y

 
 
 

1

2

يـك بـردار    

)* ي ويژه )M λ بنابراين  ؛استTa y ≠2 در ) 17(حال با ضرب طرفين رابطه . �
Ta y

δ−
2

 ،  

  داريم

                                      *( ) .
T

A I y a
a y

δλ −+ = −1
2
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*قرار دهيد
T

x y
a y

δ= − 1
2

ℓ

   شود نتيجه مي) 17(و ) 16(از روابط . 

                                     * * *|| || ( )( ) ,
( ) ( )

T
T T

T T

aa
x y y y A I A I y

a y a y

δ δ λ λ δ
δ

−= = + + =
2 2

2 1
1 1 2 22 2

2 2
ℓ

  

x*دهد  كه نشان مي
ℓ

*از رابطه  
T

x y
a y

δ= − 1
2

ℓ

  .شود محاسبه مي 

  

  )4(و ) 3(ل يحل زير مسا 3-3

را بـه صـورت    تسـاوي براي سادگي در بيـان مطالـب، قيـد    . پردازيم مي) 4(و ) 3(ل يبخش به جزئيات حل زير مسادر اين 
Tb x β= گيريم در نظر ميزير را  ي مسالهبنابراين  ؛دهيم نمايش مي:  

)18                                                                      (                        || || ,

.

T T

T

Min x Ax a x

x

b x

δ
β

+

≤
=

2

1
2

  

Tbبا حذف قيد تساوي x β=  بدين منظور فرض . كنيم تبديل مي )7( ي مسالهمعادلي به فرم   ي مسالهفوق را به  ي مساله

|كنيد | max{| |}ib b=
ℓ كه در آنib ي مولفهi  ام بردارb ماتريس، آنگاه است  

                                                                                                            
,

: :

,

,
n

T T
n

n n

b I O

b bW

O b I

− − −

− +

− − −

 
 − −=  
  

ℓ ℓ ℓ ℓ

ℓ ℓ

ℓ ℓ ℓ ℓ

1 1

1 1 1

1

  

)يك پايه براي  )TNull b است .:i jb  به قسمتي از بردارb هاي  كند كه شامل درايه اشاره ميi  ام تاj ام است . 

  : كنيم را به صورت زير تعريف مي x̂ي نقطه

                                                                                                                      ˆ

|| ||

if

x
b if

b

β
β β

=
=  ≠


2

� �

�
  

Tbˆكنيم كه  توجه مي x β=  ،ˆ|| ||x δ≤2  ،ˆTW x =   :و همچنين داريم  �

                                                                                ˆT nb x x x Wy for some yβ −= ⇔ = + ∈ 1
ℝ  

  :رسيم معادل زير مي ي مساله، به  )18(ي مسالهدر  xبا جايگذاري

                                                                                                                           
,

T T

T

Min y Ay a y

y By δ

+

≤

1
2

  
  در آن كه 

                                           ˆ ˆ ˆ, ( ), , .T T T TA W AW a W Ax a B W W x xδ δ= = + = = −  
  .حل كرد 3با استفاده از الگوريتم توان را  ميفوق را  ي مساله

  

 [
 D

O
R

: 2
0.

10
01

.1
.2

25
17

28
6.

20
16

.1
3.

2.
2.

2 
] 

 [
 D

ow
nl

oa
de

d 
fr

om
 ja

m
lu

.li
au

.a
c.

ir
 o

n 
20

25
-1

1-
05

 ]
 

                             9 / 15

https://dor.isc.ac/dor/20.1001.1.22517286.2016.13.2.2.2
https://jamlu.liau.ac.ir/article-1-1333-en.html


� ��را �ا� زFGHI J یD اراA  ،B@?'<�=>' و  LMرNOPا  �QRS 'T�Uا 'VW X�Y دو �Z ا^[\]�ن �  
 

28 

  )6(و ) 5(ل يمسا زير حل 3-4

را بـه صـورت    تسـاوي براي سادگي در بيـان مطالـب، قيـد    . پردازيم مي )6(و ) 5( ليزير مسا حلجزئيات در اين بخش به 
Tb x β= گيريم ر ميزير را در نظ ي مسالهبنابراين  ؛دهيم نمايش مي:  

)19                                                         (                           || || ,

,

.

T T

T

T

Min x Ax a x

x

b x

b x

δ
β
β

+

≤
=
≤

2

2 2

1
2

  

Tbبا حذف قيد تساوي x β=  كنـيم  تبـديل مـي   اضـافي  با يك قيد خطـي  اطمينان  ناحيه ي مسالهزير فوق را به  ي مساله. 

|بدين منظور فرض كنيد | max{| |}ib b=
ℓ كه در آنib ي مولفهi  ام بردارb ماتريس، آنگاه است  

                                                                                                           
,

: :

,

,
n

T T
n

n n

b I O

b bW

O b I

− − −

− +

− − −

 
 − −=  
  

ℓ ℓ ℓ ℓ

ℓ ℓ

ℓ ℓ ℓ ℓ

1 1

1 1 1

1

  

)يك پايه براي  )TNull b ي نقطه.  استx̂ كنيم را به صورت زير تعريف مي :  

                                                                                                         ˆ

|| ||

if

x
b if

b

β
β β

=
=  ≠


2

� �

�
  

Tbˆكنيم كه  توجه مي x β=  ،ˆ|| ||x δ≤2 ،ˆ 0TW x   :و همچنين داريم  =

                                                                                  ˆT nb x x x Wy for some yβ −= ⇔ = + ∈ 1
ℝ  

  :رسيم معادل زير مي ي مساله، به )19( ي مسالهدر  xبا جايگذاري

                                                                                                                             ,

,

T T

T

T

Min y Ay a y

y By

b y

δ
β

+

≤
≤

1
2

  
  كه در آن

   2 2 2ˆ ˆ ˆ ˆ, ( ), , , , .T T T T T TA W AW a W Ax a B W W x x b W b b xδ δ β β= = + = = − = = −  
Tطرفياز  T

nB W W b I bb−= = +2
1ℓ
ɶ ɶ  كه در آنbɶ از بردارb  ي با حذف مولفه b

ℓ لذا  بـا توجـه     آيد؛ به دست مي

  داريمB يك ماتريس معين مثبت  رتبه بهنگامبه ساختار 

                                                                                      .
| |

T
T

n T

b

b b b
B I bb

b b b

−

−

 
+ 

+ = − 
 
 
 

ℓ

ℓ

ℓ

ɶ ɶ
ɶ ɶ

ɶ ɶ

2

21
2

1

1
1  
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y:حال با استفاده از تغيير متغير  B y=
1
  :رسيم ميزير  ي مساله به 2

 )20   (                 ,

,

T T

T

T

Min y Ay a y

y y

b y

δ
β

+

≤

≤

1
2

⌢ ⌢

⌢
  

  كه در آن

                                                                           , , .A B AB a B a b B b
− − − −

= = =
1 1 1 1
2 2 2 2

⌢⌢ ⌢  
بـه طـور گسـترده مـورد     ] 15[با يك قيد خطي اضافي اسـت در منبـع    اطمينان  ناحيه ي مسالهكه در واقع  )20( ي مسالهحل 

   .شود فوق پيشنهاد مي ي مسالهبراي حل  4الگوريتم . مطالعه قرار گرفته است

  

  )).20( ي مسالهحل ( 4الگوريتم

*فرض كنيد . را حل كنيد متناظر  (TRS) ي مساله .گام اول
gx  اگر  است، ي آن بهينهجواب*T

gb x β≤
⌢

 آنگاه ،باشد 
*
gx  در غير اين صورت به گام دوم برويد ؛ بنابراين متوقف شويد،نيز است ) 20(  ي مسالهي  بهينهجواب.  

x* ،رمتناظ  (TRS)ي مسالهمينيمم موضعي  .گام دوم
ℓ

Tb* اگـر  . را در صورت وجـود محاسـبه كنيـد   ،   x β≤
ℓ

⌢
  ،*x
ℓ

  

را كه بـه    مسالهاين  .بگيريد با قيد خطي تساوي  را در نظر) 20( ي مساله. را به عنوان كانديداي جواب بهينه در نظر بگيريد

از ميـان  . را نيـز بـه عنـوان كانديـداي جـواب بهينـه در نظـر بگيريـد         ي آن بهينـه است حل كنيد و جـواب  ) 3( ي مسالهفرم 

  .است )20( ي مسالهي  بهينهمقدار تابع هدف، جواب  ترين كم، جواب با ي موجودها جواب

  

  محاسباتينتايج   4

 تصـادفي  لياي از مسـا  روي دسـته ) 1(ي  مسـاله از اجراي الگوريتم پيشنهادي براي حـل  حاصل در اين بخش نتايج عددي 

)كوچـك  با ابعادبراي مسايل پذير نيست، تنها  در ابعاد بزرگ امكان )2( ي مسالهاز آنجا كه حل  .شود مي ارايه )n ≤ 400 

مقايسـه و مـورد ارزيـابي قـرار     ) 2(ي  مسـاله  روش پيشـنهادي بـا  اسـت،   معادل )2( ي  مسالهبا  ) 1(ي  مسالهو در حالتي كه 

براي حل  .شود گزارش ميبا الگوريتم پيشنهادي  )1(ي  مسالهتنها نتايج حاصل از حل با ابعاد بزرگ  مسايلبراي . گيرد مي

در متلـب بـراي    A=sprandsym(n,density)از تـابع  . ]17[ اسـتفاده شـده اسـت    CVXافزاري  نرم ي از بسته )2(  مساله

اشـاره    مسـاله بـه بعـد     nبه چگالي ماتريس توليد شده و  density كه در آن  استفاده شده است Aتوليد ماتريس متقارن 

  . شده است استفاده )TRS( ي مسالهبراي توليد  نيز زير لم از .كند مي

nكنيــد فــرض  . ])8، لــم 15([ 3لــم  nA ×∈ℝ   بــا  مــاتريس متقــارنmin{ , }λ λ<1 تعريــف كنيــد   باشــد، �2

( )a A I vµ= − + v كه در آن  1 || بـا  λ1با ي متناظر  ويژهبردار  1 ||v δ=2
}max)و  1 , }, )µ λ λ∈ − −2 v ، آنگـاه  �1 1  

  .است متناظر (TRS) ي مسالهمينيمم موضعي 
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  تست مسايلاول از  ي دسته 4-1

 ، )1(ي  مسـاله از ناحيه شدني   xoptبه منظور حذف  توليد شده باشد، (TRS) ي مسالهي  بهينهجواب  xoptكنيد فرض  

ــي ــرار مـ ــيم  قـ b/دهـ xopt=1 0 9  ،b b= −2 1 ،|| ||bβ = 2
1 β/و  1 β= − +2 1 0 ــورت .  1 ــن صـ ــفحهدر ايـ  ي دو ابرصـ

Tb x β=1 Tbو  1 x β=2 عـددي بـه   نتـايج   .معادل است  )2(ي  مسالهبا  توليد شده،  )1(ي  مسالهموازي هستند و بنابراين  2

كوچـك  در ابعاد تسـت مسـايل   اول از ي روي دسـته  )2( ي مسالهو همچنين حل الگوريتم پيشنهادي  از اجراي آمده دست

هـر   دقـت . ميانگين نتايج به دست آمـده گـزارش شـده اسـت    توليد و   مسالهدر هر بعد، ده . خلاصه شده است 1در جدول 

  :ه شده استبمحاساز رابطه زير  ها يك از روش

                                                                                                                      
*| ( ) ( ) |

| ( ) |
best

best

q x q x

q x

−  

جـواب بـه   دو  مياناز مقدار تابع هدف  ترين كمجواب با  bestxو  روشبه دست آمده از هر  ي بهينه جواب x*كه در آن 

 ي  مسـاله ي  بهينـه شـود، الگـوريتم پيشـنهادي جـواب      مشاهده مي 1طور كه در جدول  همان  .است روشدست آمده از دو 

اجـراي   نتـايج حاصـل از  . كنـد  محاسـبه مـي   )2( ي  مسالهتري نسبت به  با دقت تقريباً يكسان و در مدت زمان كوتاهرا  )1(

 حـث مطـرح  از مبا .بيان شـده اسـت   3و  2ل اوجددر از مسايل تست در ابعاد بزرگ  ي اول دسته شنهادي روي الگوريتم پي

متنـاظر اسـت و يـا جـواب     (TRS)  ي  مسـاله يا مينيمم موضعي ،  x*، )1(ي  مسالهي  بهينهجواب دانيم  مي 2شده در بخش 

KKT باشد، در تمامي جـدوال  (TRS)ي  مسالهمينيمم موضعي  x*اگر. است اطمينان  ي ناحيه مسالهيك زير  ي بهينه و  1

KKT   :است تيب از روابط زير محاسبه شدهبه تر  2

                                                                                                     * *|| ( ) || ,KKT A I x aλ ∞= + +1  

                                                                                                                     * *(|| || ),KKT xλ δ= −22  
KKTباشـد،  اطمينـان   ي ناحيـه  مسـاله زيـر  جواب بهينـه يـك    x*اگر . ضريب لاگرانژ متناظر است λ*كه در آن     و   1

KKT   :است تيب از روابط زير محاسبه شدهبه تر  2

                                                                                                        * *|| ( ) || ,KKT A I x aλ ∞= + +1 ɶ ɶ  

                                                                                                             * *(|| || ),KKT xλ δ= − ɶ22  
اسـكالر    δɶخطـي تـابع هـدف و    ي ر بـا جملـه  بردار متنـاظ  aɶهسيان تابع هدف، Aɶضريب لاگرانژ متناظر، λ* آن كه در

و  2جـداول    كـه در  طـور  همان .است ي آن بهينهجواب  x*ي است كه اطمينان  ي ناحيه مسالهمثبت سمت راست قيد نرمي 

تـوان   دليل اين امر را مـي . يابد زمان اجراي الگوريتم نيز كاهش مي Aشود با كاهش ميزان چگالي ماتريس  مشاهده مي 3

هـاي موجـود بـراي     غالب در الگـوريتم  ي ضرب يك بردار در يك ماتريس دانست كه هزينه حاصل محاسباتي ي هزينهدر 

  .يابد حل مسايل مقدار ويژه است و اين نيز با كاهش ميزان چگالي ماتريس كاهش مي
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  ي اول از مسايل تست روي دسته)  2(ي  مقايسه بين الگوريتم پيشنهادي و حل مساله .1جدول 

  الگوريتم پيشنهادي    )2( ي مساله

  )ثانيه( زمان  تدق زمان دقت بعد

100  / −× 125 4780 10  65/2 / −× 116 2589 10  20/0  

200  / −× 101 6274 10  15/18  / −× 114 5136 10 38/0  

300  / −× 125 5983 10  57/72  / −× 102 0858 10  39/0  

400  / −× 104 1439 10  93/196  / −× 118 9449 10  56/0  

  

 =density 01/0ي اول از مسايل تست با  نتايج حاصل از اجراي الگوريتم پيشنهادي روي دسته. 2جدول 

KKT  )ثانيه( زمان  بعد 1 KKT 2  

1000  16/1  
/ −× 101 6338 10  / −− × 178 2321 10  

2000  36/3  
/ −× 108 3511 10  / −× 173 1453 10  

3000  81/6  / −× 105 6302 10  / −− × 165 1149 10  
4000  53/12  / −× 104 2516 10  / −− × 142 9622 10  
5000  81/21  

/ −× 102 0642 10  / −× 432 1939 10  
  

  =001/0density ي اول از مسايل تست با نتايج حاصل از اجراي الگوريتم پيشنهادي روي دسته. 3جدول 
KKT  )ثانيه( زمان  بعد 1  KKT 2 

1000  63/0  
/ −× 92 7767 10  / −− × 173 8128 10  

2000  52/1  / −× 93 3275 10  / −− × 151 1341 10  
3000  48/2  

/ −× 101 8396 10  / −− × 161 0726 10  
4000  61/4  

/ −× 92 9711 10  / −× 161 2528 10  
5000  88/3  / −× 93 4954 10  / −× 162 6681 10  

  

  تست مسايل دسته دوم از 4-2

xفرض كنيد 
ℓ  وxopt  ي  مسالهبه ترتيب مينيمم موضعي و مينيمم سراسري(TRS) دهيم  قرار مي باشد، توليد شده

b xopt x= −1 ℓ  و/ || ||Tb x bβ = + 2
1 1 10 01

ℓ
هاي آن داراي توزيع  گيريم كه درايه را برداري در نظر مي b2همچنين . 

Tb/ دهيم و قرار مي هستند 1نرمال با ميانگين صفر و واريانس  xβ = +2 2 0 1
ℓ

 )1(ي  مسالهبراي  xoptدر اين صورت .  

xنشدني و  ،حاصل
ℓ به دست  توليد و ميانگين نتايج  مسالهه از مسايل تست، در هر بعد د ي اول دستههمانند  .شدني است

زمان اجراي  A با كاهش چگالي ماتريساز مسايل تست،   ي اول دستههمانند  .شده استگزارش 5و  4 در جداول آمده 

  .يابد الگوريتم نيز كاهش مي
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   =density 01/0نتايج حاصل از اجراي الگوريتم پيشنهادي روي دسته دوم از مسايل تست با . 4 جدول

KKT  )ثانيه( زمان  بعد 1  KKT 2 

1000  46/3  
/ −× 94 7827 10  / −× 151 2125 10  

2000  23/6  
/ −× 91 1171 10  / −× 152 3843 10  

3000  91/14  
/ −× 118 0612 10  / −− × 166 4599 10  

4000  62/53  / −× 86 0281 10  / −× 141 0053 10  
5000  12/64  

/ −× 114 2163 10  / −× 141 9227 10  
  

  

  =density 001/0نتايج حاصل از اجراي الگوريتم پيشنهادي روي دسته دوم از مسايل تست با  . 5 جدول

KKT   )ثانيه( زمان  بعد 1 KKT 2 

1000  42/1  
/ −× 107 1172 10  / −× 162 3511 10  

2000  68/1  
/ −× 107 9524 10  / −× 167 5585 10  

3000  32/3  
/ −× 102 8822 10  / −× 162 8455 10  

4000  17/4  
/ −× 75 1819 10  / −× 152 3665 10  

5000  69/5  / −× 114 6716 10  / −× 151 1151 10  
  

  نتيجه گيري 5
 و اطمينان  ناحيهسازي غيرخطي مقيد به روش  قيود خطي در حل ساير مسايل بهينه هابه همر اطمينان  ي ناحيه مسالهزير 

دو قيد  ه همراهب اطمينان  ي ناحيه مسالهزير  حل در اين مقاله. شوند ظاهر ميي دوم  درجهريزي  روش برنامه همچنين به

دهد  گيري از جديدترين نتايج به دست آمده كه نشان مي با بهره  .گرفته است خطي در ابعاد بزرگ مورد مطالعه قرار

ي تعميم  ويژهمقدار ي  مسالهتوان از طريق حل يك  مينيمم موضعي آن را مي و اطمينان  ي ناحيه مسالهجواب بهينه زير 

توسيع يافته ي  مسالهاين امر حل . پرداخته شدو قيد خطي ه داه همرب اطمينان  ي ناحيه مسالهيافته محاسبه نمود، به حل زير 

مقايسه الگوريتم پيشنهادي با  .سازد ممكن مييافته ي تعميم  ويژهمقدار ي  مسالهاز طريق حل تعدادي را در ابعاد بزرگ 

را در مدت زمان   مسالهي  بهينهجواب  دهد كه روش پيشنهادي نشان مي توسيع يافتهي  مسالهبندي مخروطي  فرمول

 . كند محاسبه مييكساني و با دقت تقريباً  تري كوتاه

 
 

  سپاسگزاري

  .نمايدنشگاه واترلو كانادا  قدرداني مينويسنده دوم از حمايت مالي دانشگاه گيلان در طول دوره فرصت مطالعاتي در دا
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