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 چکیده 

اعتفادُ یه هجوَػِ اعت. ایي هفَْم ٍلتي  درٍى ًغثيعاسی هفَْم  اس هفاّين اعاعي در آًاليش هحذب ٍ تْيٌِ یىي

تزای  ریشی خيي اتتذا یه هذل تزًاهِوِ درٍى یه هجوَػِ تِ ػلت واهل ًثَدى تؼذ آى تْي اعت. در ایي همالِ،  ؽَد هي

ریشی ٌّذعي  در تزًاهِهذل ایي  وارتزدعپظ، . وٌين پيؾٌْاد هيپيذا وزدى یه ًميِ درًٍي ًغثي یه هجوَػِ چٌذٍجْي 

لِ تثاّيذگي یه هغاتَاًذ  هيها پيؾٌْادی هذل خافي اس  فزمدّين وِ  ًؾاى هيىَر هؾخـ، ها ِ وٌين. ت را تحث هي

در ًْایت، دٍ هثال ػذدی تزای  ٌذ.وذعي را تا تؼييي یه ًميِ درًٍي ًغثي ًاحيِ ؽذًي دٍگاى آى هؾخـ ریشی ٌّ تزًاهِ

 وٌين. هي ارایِتؾزیح وارتزدّای هذل پيؾٌْادی 

 

 .ریشی ٌّذعي ریشی خيي، تزًاهِ تزًاهِچٌذٍجْي، رٍیِ، درٍى ًغثي، هجوَػِ  :کلمات کلیدی

 

 

 مقدمه  1

عاسی، هفَْم ًميِ درًٍي اعت.  آًاليش هحذب ٍ تْيٌِدر خقَؿ  ِ تٍ ين در ریاميات ارتزدتزیي هفاّویىي اس پز

یه ّوغایگي اس  ،ّزگاُ ًاهٌذدر یه فنای تَپَلَصیىي، یه ًميِ اس یه هجوَػِ را یه ًميِ درًٍي آى 

جوَػِ را [. هجوَػِ توام ًماه درًٍي یه ه3تاؽذ ]ی آى هجوَػِ  سیزهجوَػِ وِ ىَری تِآى ًميِ هَجَد تاؽذ 

. اگز یه هجوَػِ دارای تؼذ واهل ًثاؽذ، آًگاُ درٍى آى تْي خَاّذ تَد. در ایي ٌذًاه آى هجوَػِ هي درٍى

تز، اگز یه هجوَػِ  دليك ىَر تِؽَد.  هي هؼزفيتؼويوي اس هفَْم درٍى  ػٌَاى تِحالت، هفَْم درٍى ًغثي 

ر آى لزار دارد( در ًظز گزفتِ ؽَد، آًگاُ درٍى آى اػ )ًِ فنایي وِ د یه سیزهجوَػِ اس پَعتِ آفيٌي ػٌَاى تِ

دارای تؼذ  یه هجوَػِاگز ایي اعت وِ  تَجِ لاتل[. ًىتِ 3ؽَد ] هي تؼزیفدرٍى ًغثي آى هجوَػِ  ػٌَاى تِ

 .اعتّواى درٍى آى هجوَػِ آى درٍى ًغثي آًگاُ ، واهل تاؽذ

                                                           
 دار هىاتثات ػْذُ* 

  mirdehghan@shirazu.ac.ir ط الىتزًٍيىي:آدر
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)هحذب تغتِ(  یفناّا نيًؽَد وِ  يتِ دٍ تخؼ تمغين ه ، فنای الليذعياتزففحِتا اعتفادُ اس ّز 

ت وِ اس اؽتزان تؼذاد هتٌاّي ای اع د. یه چٌذٍجْي، هجوَػِؽَ  تَعو ایي اتزففحِ ًاهيذُ هي ذُؽتَليذ

ّای  اؽتزان یه دعتِ اس اتزففحِ در وِیه چٌذٍجْي  ي اسی ًماى آیذ. ّوچٌيي، هجوَػِ نا تِ ٍجَد هيف ًين

خَد یه چٌذٍجْي . ّز رٍیِ یه چٌذٍجْي ؽَد ٌذٍجْي ًاهيذُ هي، یه رٍیِ آى چلزار دارًذ عاسای آى

گَیٌذ.  هي يْیتذ زيغّای  رٍیِی تْي،  خَد چٌذٍجْي ٍ هجوَػِ جش تِّای یه چٌذٍجْي اعت. تِ توام رٍیِ

 زيغّای  ، هزس چٌذٍجْي اس اجتواع توام رٍیِدرٍالغ. دعاس را هي آى، هزس یه چٌذٍجْي يْیتذ زيغّای  رٍیِ

ریشی  ریشی خيي ٍ تزًاهِ ل تزًاهِهغای اسجولِعاسی،  ل تْيٌِآیذ. در تزخي اس هغای تِ ٍجَد هي آى يْیتذ

 يْیتذ زيغّای  رٍی رٍیِ درًتيجِّای وارا تز رٍی هزس ًاحيِ ؽذًي ٍ  ّای تْيٌِ یا جَاب چٌذّذفِ خيي، جَاب

 عاسی دارًذ. ي در تْيًٌِمؼ تغيار هْو يْیتذ زيغّای  ، رٍیِتٌاتزایي ًاحيِ ؽذًي لزار دارًذ؛

ٍ در حالت خاؿ ّز هجوَػِ  درٍى ًغثي ّز هجوَػِ هحذب ًاتْي داًين وِ [، هي3اس آًاليش هحذب ]

آیذ ایي اعت  هْوي وِ پيؼ هي عؤالچٌذٍجْي ًاتْي، یه هجوَػِ هحذب ًاتْي اعت. تا تَجِ تِ ایي هيلة، 

یه رٍیِ اس یه چٌذٍجْي ًميِ درٍى ًغثي  یهًغثي یه چٌذٍجْي یا  يتَاى یه ًميِ درًٍ وِ چگًَِ هي

 عاسی اس اّويت تغشایي تزخَردار اعت: در تْيٌِ عؤالرا پيذا وزد. تِ دلایل سیز، پاعخ ایي 

 ِریشی خيي تزای تحليل پاراهتزی  تزًاهِ لِهغاتْيٌِ یه  ی هؾخـ وزدى یه ًميِ درًٍي ًغثي رٍی

 [.8هفيذ اعت ]

 ِریشی خيي یه جَاب  تزًاهِ لِهغاای تْيٌِ اٍليِ ٍ دٍگاى یه ّ ّز جفت اس ًماه درًٍي ًغثي رٍی

 [.8وٌذ ] هىول لَی را تَليذ هي

 تَاى تزای تؼييي ٍجَد هؼادلات فزیح )ليَد ًاهغاٍی وِ  یه ًميِ درًٍي ًغثي یه چٌذٍجْي را هي

 [.8فَرت تغاٍی تزلزارًذ( اعتفادُ ًوَد ]ِ عزتاعز ًاحيِ ؽذًي ت

 ریشی وغزی خيي یه  تزًاهِ لِهغاّای تْيٌِ اٍليِ ٍ دٍگاى یه  ثي رٍیِّز جفت اس ًماه درًٍي ًغ

 [.1وٌذ ] جَاب هىول لَی را تَليذ هي

  ریشی خيي  تزًاهِ لِهغاتزرعي ٍمؼيت وارایي یه ًميِ درًٍي ًغثي یه رٍیِ اس ًاحيِ ؽذًي یه

ِ درًٍي ًغثي هذوَر تز، اگز ًمي دليك ىَر تِوٌذ.  چٌذّذفِ ٍمؼيت دیگز ًماه آى رٍیِ را هؾخـ هي

 [.4] رٍیِ واراعتآى ًماه رٍی  ّوِوارا تاؽذ، آًگاُ 

 ُگيزًذُ ًاوارا تَعو یه ًميِ  یه ٍاحذ تقوين یاعزعزّا، هجوَػِ هزجغ  در تحليل پَؽؾي داد

یه چٌذٍجْي اعت( هؾخـ  تقَیز لن تٌا تزیه هجوَػِ چٌذٍجْي )وِ  ی اسدرًٍي ًغثي تقَیز

 ی گيزًذُ ًاوارا تَعو یه ًميِ درًٍي ًغثي رٍیِ ٍاحذ تقوين یهِ همياط ؽَد. ّوچٌيي، تاسدُ ت هي

 [.8ؽَد ] تؼييي هياهىاى تَليذ )چٌذٍجْي( هجوَػِ در هتٌاظز آى  الهيٌيو

 ُگيزًذُ را تا اعتفادُ اس یه ًميِ درًٍي  ٍاحذ تقوينتٌذی ّز  تَاى ولاط ّا، هي در تحليل پَؽؾي داد

 [.7آى ٍاحذ هؾخـ ًوَد ] وٌٌذُ هغلَبل ّوِ ٍاحذّای ًغثي هجوَػِ اهىاى تَليذ ؽاه
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  اس ىزیك حل  رااٍليِ  لِهغااهىاى پيذا ًوَدى جَاب تْيٌِ  ،ریشی ٌّذعي تزًاهِ لِهغاػذم تثاّيذگي یه

 وٌذ. فزاّن هي (ریشی هحذب ل تزًاهِّای هَجَد تزای حل هغای تا اعتفادُ اس رٍػ)دٍگاى آى  لِهغا

هثثت  ّای هؤلفِریشی ٌّذعي ؽاهل ػنَی تا ّوِ  تزًاهِ لِهغادٍگاى یه  ، اگز ًاحيِ ؽذًيدرٍالغ

 [. 9تَاى تا حل دٍگاى آى تِ دعت آٍرد ] ریشی ٌّذعي را هي تزًاهِ لِهغاتاؽذ، آًگاُ جَاب تْيٌِ 

هختلفي در همالات تزای پيذا وزدى یه ًميِ درٍى ًغثي یه چٌذٍجْي پيؾٌْاد  ّای رٍػ، تاوٌَى

 ارایِ[ یه الگَریتن تزای پيذا وزدى یه ًميِ درًٍي ًغثي یه چٌذٍجْي 9ى ٍ اعىات ]. جفزعَاعت ؽذُ

[ یه رٍػ تزای پيذا وزدى یه ًميِ درًٍي ًغثي یه رٍیِ اس چٌذٍجْي تا اعتفادُ اس 5ًوَدًذ. ّوچٌيي، یِ ]

ْي اس آى رٍیِ عاسی فافلِ یه ًميِ درًٍي چٌذٍج وزد وِ تاتغ ّذف آى هيٌيون ارایِعاسی  تْيٌِ لِهغایه 

ّای یه چٌذٍجْي  ریشی خيي تزای پيذا وزدى ًماه درًٍي ًغثي رٍیِ [ یه هذل تزًاه7ِ، تَ ]ػلاٍُ تِاعت. 

ریشی چٌذّذفِ خيي اعتفادُ  تزًاهِ لِهغاّای وارای هاوغيوال یه  ًوَد ٍ اس آى تزای هؾخـ وزدى رٍیِ ارایِ

پيذا وزدى یه ػنَ هاوغيوال یه هجوَػِ هحذب ًاهٌفي  [ رٍؽي تزای8، هْذیلَساد ٍ ّوىاراى ]اخيزاًًوَد. 

 تَاى در پيذا ًوَدى ًميِ درًٍي ًغثي یه چٌذٍجْي تْزُ تزد. پيؾٌْاد ًوَدًذ وِ اس آى هي

ریشی خيي تزای یافتي یه ًميِ درًٍي ًغثي یه  یه رٍػ هثتٌي تز تزًاهِ ارایِّذف افلي ایي همالِ 

ریشی ٌّذعي اعت. تزای  ٍی ٍ ًاهغاٍی( ٍ تزرعي وارتزد آى در تزًاهِچٌذٍجْي )تا ليَد اس ًَع تغاهجوَػِ 

هؼادل تا یه هجوَػِ چٌذٍجْي در یه تؼذ تالاتز ًوایؼ  ىَر تِایي هٌظَر، اتتذا، هجوَػِ چٌذٍجْي را 

تزیي تؼذاد هؤلفِ هثثت( هجوَػِ  وٌين وِ ّز ػنَ هاوغيوال )یه ػنَ تا تيؼ دّين. عپظ، ثاتت هي هي

ریشی  وٌذ. در اداهِ، یه هذل تزًاهِ را هؾخـ هي ذُؽُ دادذیذ یه ًميِ درًٍي ًغثي چٌذٍجْي جچٌذٍجْي 

یه ًميِ درًٍي ًغثي  درًتيجِوٌين وِ یه ػنَ هاوغيوال هجوَػِ چٌذٍجْي جذیذ ٍ  هي ارایِخيي 

ادی را تزای یه ًتيجِ وارتزدی، یه فزم خاؿ اس هذل پيؾٌْ ػٌَاى تِ، درًْایتیاتذ.  را هي اٍليِچٌذٍجْي 

 وٌين. هي ارایِریشی ٌّذعي  تزًاهِ لِهغاتؾخيـ تثاّيذگي یه 

در ایي  را ؽذُ اعتفادُّای  ، اتتذا ًوادگذاریدٍمتخؼ در  .عتایز س فَرت تِهِ ادادر یي همالِ ا رعاختا

وٌين. در تخؼ  يتياى ه اختقار تِریشی ٌّذعي  اس آًاليش هحذب ٍ تزًاهِ را ٍ عپظ، همذهاتي وٌين هي هؼزفي همالِ 

را تا  ؽذُ ارایِوٌين. در تخؼ چْارم، وارتزد ًتایج  هي ارایِّای هزتَىِ  تِ ّوزاُ لنيِرا عَم، رٍػ پيؾٌْادی 

درًٍي ًغثي  تزای تؼييي ًماهرا وٌين. تا هثال اٍل، وارتزد هذل پيؾٌْادی  اعتفادُ اس دٍ هثال ػذدی تؾزیح هي

تزای را اعتفادُ اس رٍػ پيؾٌْادی ًحَُ ّوچٌيي، تا هثال دٍم، دّين.  تَميح هيّای یه چٌذٍجْي  رٍیِ

 دّين. هي تَميح ریشی ٌّذعي تزًاهِ لِهغاتؾخيـ تثاّيذگي یه 

 

 نمادگذاری و مقدمات 2

ٌين. عپظ، همذهاتي اس آًاليش هحذب ٍ و هي هؼزفيرا در ایي همالِ  ؽذُ اعتفادُّای  اتتذا ًوادگذاری، در ایي تخؼ

 وٌين. تياى هي ختقارا تِ ؽًَذ هي اعتفادُّای آیٌذُ  وِ در تخؼرا ذعي ریشی ٌّ تزًاهِ
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 نمادگذاری 2-1

-dدٌّیذُ فنیای الليذعیي     ًؾیاى  dوٌیين ویِ    وٌين. فزك هي ّای سیز اعتفادُ هي در ایي همالِ، اس ًوادگذاری

dتؼذی اعت ٍ 


 (d


ّا را تیا حیزٍف    ًاهٌفي )هثثت( اس ّواى تؼذ اعت. هجوَػِ دٌّذُ فنای الليذعي ( ًؾاى

،aزدارّا را تا حیزٍف وَچیه تزجغیتِ    ،... ، تA،Bتزجغتِ ّا را تا حزٍف تشري  هاتزیظ ،...،A،Bتشري 

b ...، ٍِایتاليه حزٍف وَچهتزدارّا را تا  ّای هؤلف a1 ،a2 ...،  وٌیين ویِ ّویِ     دّیين. فیزك هیي    ًویایؼ هیي

، اس ًوادّیای  ػلاٍُ تِ وٌين. اعتفادُ هي Tغتٌذ ٍ تزای ًوایؼ تزاًْادُ یه تزدار اس تالاًَیظ تزدارّا عتًَي ّ
do 

 ٍ
d1  تزای ًوایؼ تزدارّایي درd


ّغیتٌذ. تیزای    3ٍ  0تزاتیز   تِ تزتية ّا آى ّای هؤلفِوٌين وِ ّوِ  اعتفادُ هي 

dهثثت تزدار  ّای هؤلفِگذار  ًوایؼ هجوَػِ اًذیظ

x اس ًواد ،  x  ُتؼذاد اػنای آى وٌين  هياعتفاد ٍ

فَرت ِ را ت n
x ًیؼٌي  ؛ دّين هي وایؼ    Cardn  x x. 

 

 مقدماتی اس آنالیش محدب 2-2

ّیای   ّیا ٍ تویَری   تحیث اداهِ، در  د وِ درؽَ هي ارایِاليش هحذب تؼاریف ٍ هفاّيوي همذهاتي اس آً در ایي تخؼ،

 .اعت[ 31، 8، 3در ایي تخؼ تزگزفتِ اس ] ؽذُ اىيت. تؼاریف ٍ هفاّين گزدد اعتفادُ هي پيؾٌْادی ها،

,فزك وٌيذ  1تعزیف  , d

k x x1 اس ایي ًماه، ًميیِ   تزوية آفيي، یه ایي فَرت. در
k

j j

j




 x
1

اعیت   

kλ ٍ T وِ ىَری تِ

k λ 11. 

dXهجوَػِ  پَعتِ آفيي 2عزیف ت  هجوَػِ ّوِ تزويثات آفيي سیزه اعت اس ػثارت ِ ّیای هتٌیاّي    جوَػی

ٍ تا ًواد  آى aff X ؽَد. ًوایؼ دادُ هي 

dX هجوَػِ 3تعزیف   اگز ٍ تٌْا اگز اعت هحذب،   X   x x1 ,تِ اسای ّز  21 Xx x1 2  ٍ

ّز  , 1. 

nX هحذب هجوَػِ 4تعزیف   ؽَد اگز ٍ تٌْا اگز سیزهجوَػِ  هي ًاهيذُ ًاهٌفيn


 تاؽذ. 

max 5تعزیفففف 
x   ًِیییاهٌفي هحیییذبییییه ػنیییَ هاوغییيوال هجوَػییی dX  اگیییز ٍ تٌْیییا اگیییز  اعیییت

 max arg max
X

n




x

x x. 

-وٌیين. تیزای اییي هٌظیَر، اتتیذا       هیي  هؼزفیي را  dًغثي ییه هجوَػیِ دلخیَاُ در     درٍىال، هفَْم ح

فَرت هجوَػِ ِ را ت dدر  xّوغایگي یه ًميِ    : :dN    x x x x ٌیين  و هي فتؼزی

 .اعتًزم یه دٌّذُ  ًؾاى  وِ ىَری تِ

dX هجوَػِ اگز 6تعزیف   ِیه سیزهجوَػیِ   ػٌَاى ت aff X     ،در ًظیز گزفتیِ ؽیَد ُ اییي  درٍى  آًگیا

تؼزیف ٍ تا ًواد  آى درٍى ًغثي ػٌَاى تِهجوَػِ  ri X تیِ ػثیارت دیگیز    ؛ؽَد ًوایؼ دادُ هي ، ri Xx 

اگز ٍ تٌْا اگز    وِ ىَری تِهَجَد تاؽذ    affN X X  x. 
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اگیز  تَجِ وٌيیذ ویِ    .ًاهٌذ آى هجوَػِ هي درٍى )ًغثي(هجوَػِ توام ًماه درًٍي )ًغثي( یه هجوَػِ را 

ُ  تِ. ّغتٌذّواى ًماه درًٍي ًغثي آى  ،درٍى یه هجوَػِ ًاتْي تاؽذ، آًگاُ ًماه درًٍي آى ، درٍى ًغیثي  ػیلاٍ

dXهجوَػِ هحذب   فزم هؼادل سیز تياى وزد:ِ تَاى ت را هي 

(3)    ri :  ,   such that  ( ) .X X X X          x y x y1 1 

,اتزففحِ  7تعزیف 

dH  p  تا تزدار گزادیاى
dp o هجوَػِ هتٌاظز تا جفت  ػثارت اعت اس ,p  ِو

فَرت ِ ت , : :  d TH    
p

x p x ؽَد. ؼزیف هيت 

ُ فنیاّای )هحیذب تغیتِ(     ؽَد وِ ًين تِ دٍ تخؼ تمغين هي dتا اعتفادُ اس ّز اتزففحِ، فنای   تَليذؽیذ

ی هتٌاظز فنا ًيندٍ د. ؽَ تَعو ایي اتزففحِ ًاهيذُ هي
,H p

 فَرت سیز ّغتٌذ:ِ ت 

   , ,:  ,      H :  .d T d TH         
p p

x p x x p x 

فنیا تؾیىيل ییه هجوَػیِ      نا یه هجوَػِ هحذب تغتِ اعیت، اؽیتزان تؼیذاد هتٌیاّي ًیين     ف نّز ًي چَى

 تؼزیف سیز را دارین: ،دّذ. تز ایي اعاط هحذب تغتِ هي

ُ     تؼذاد هتٌیاّي اس ًیين  عيلِ اؽتزان ٍ ؽذُ تِتَليذهجوَػِ  8تعزیف  تیِ   ؛ؽیَد  هیي  فنیاّا ییه چٌیذٍجْي ًاهيیذ

 فییزم ِتیی چٌییذٍجْيهجوَػییِ ػثییارت دیگییز، ّییز  :  ,  , ,d T

i i i m  x p x وییِ  ىییَری تییِاعییت  1
d

d i o p  ٍi   تِ اسای ّزi1،...،m.  

 

 ریشی هندسی مقدماتی اس بزنامه 2-3

 3779[ در عال 33اسی غيزخيي اعت وِ تَعو دافيي ٍ ّوىاراى ]ع تْيٌِ لهغاییىي اس اًَاع  ریشی ٌّذعي تزًاهِ

ِ   اس ٍیضگيدارای عاختار خافي ّغتٌذ.  لِهغا. تاتغ ّذف ٍ ليَد ایي ؽذپيؾٌْاد  رییشی ٌّذعیي    ّای جالیة تزًاهی

ِ  لِهغاتثذیل یه )ب( ٍ  ٍجَد جَاب تْيٌِ عزاعزیتَاى تِ )الف(  هي اٍليیِ تیا تیاتغ ّیذف     ٌّذعیي   رییشی  تزًاهی

 [.9] اؽارُ وزد دٍگاى تا تاتغ ّذف غيزخيي ٍ ليَد خيي لِهغايي ٍ ليَد غيزخيي تِ یه غيزخ

 ریشی ٌّذعي تِ فزم سیز اعت: تزًاهِ لِهغادر حالت ولي، 

(8) 

     

. .     :  ,  , , ,  ,

kj

kj

i

n
a

k j

k K j

n
an

k j n

k K j

Min z c x

s t X c x i m

 

 



  
      

  

 

 x x x o

1

1

1 1
 

وِ  ىَری تِ , ,K p 11 ، , ,i i iK p p   11 (, ,i m1 ٍ )mp p 1 .تيٌیين،   وِ هي ىَر ّواى

ای تا مزایة هثثت  ل )تَاتغ چٌذجولِپَسیٌَهياّوگي تَاتغ  X دٌّذُ تؾىيل امmتاتغ ّذف، ليذ اٍل، ...، ٍ ليذ 

kc  ّای حميمي  ٍ تَاى
kja ) تزدار هتغيز اس n

x  تیِ   ّیا  آىویِ تؼیذاد جویلات     ىیَری  تِّغتٌذ

p1 ،pتزاتز تا  تزتية p2 1 ٍ ،... ،mp p .اعت   ِ ییه افیزاس اس    K ،K1 ٍ ،... ،mKّیای   ّوچٌیيي، هجوَػی

هجوَػِ  , , p1 ؽَد. ًيش ًاهيذُ هي لپَسیٌَهياریشی  تزًاهِ ِهغال (8) لِاهغ، رٍ يیاسادٌّذ.  را تؾىيل هي 
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 ؽَد: تٌذی هي سیز فزهَل فَرت تِدٍگاى  لِهغا، (8) اٍليِ لِهغاهتٌاظز 

(1) 
    

. .   :  ,  ,  ,

k

i

y
p m

k
i

k ik

p
p

k k n k p

k k K

c
Max w

y

s t Y y y


 

 

 
  

 

  
      

  

 

 y y a o y o

1 1

1

1

 

وِ در آى  , ,
TT

k k kna aa 1  ٍ
i

i k

k

y



K

,ّز تِ اسای   ,i m1. 

pYاگز چٌذٍجْي اعت. یه هجوَػِ  Y، ًاحيِ ؽذًي ٍمَح تِ    ُلِهغیا ، آًگیا  ِ رییشی   تزًاهی

 لِهغیا جَاتي ؽذًي تزای وِ  فتذا اتفاق هيٍلتي تثاّيذگي هؼٌي اعت وِ  تذیيایي ؽَد.  ًاهيذُ هي تثاّيذٌُّذعي 

 آى هثثت تاؽٌذ. ّای هؤلفِوِ ّوِ  ىَری تِ ًؾَددٍگاى یافت 

ِ  لِهغیا یه  (1) لِهغایه تاتغ هحذب اعت ٍ لذا،  (1) لِهغاتاتغ ّذف تَاى ثاتت ًوَد وِ  هي رییشی   تزًاهی

اٍليیِ اعیت. اس    لِهغیا تز اس حل  عادُ هزاتة تِ لِهغادّذ وِ حل ایي  [. ایي ًؾاى هي31هحذب تا ليَد خيي اعت ]

دّیذ ویِ    ًؾیاى هیي   ل اٍليِ ٍ دٍگیاى تيي هتغيزّای هغای راتيِ سیز، يىزف دیگز، در فَرت ػذم ٍجَد تثاّيذگ

 [:9آٍرد ] تِ دعتدٍگاى هتٌاظز آى  لِهغا ِتَاى اس جَاب تْيٌ اٍليِ را هي لِهغاجَاب تْيٌِ 

(4) 
, ,

,  ,  ,  , , .
kj

kn
a

k j k
i ij

i

y w k K

c x y
k K i m







 
  




1 1

 

اییي تؾیخيـ    ش اّويیت اعیت؛ سییزا   ریشی ٌّذعي حیای  تزًاهِ لِهغاتثاّيذگي یه تؾخيـ خلافِ،  ىَر تِ

ل هغیای ّای حل  ، تا اعتفادُ اس رٍػهتٌاظز آى دٍگاى لِهغاىزیك حل اٍليِ اس  لِهغااهىاى پيذا ًوَدى جَاب تْيٌِ 

 وٌذ. يرا فزاّن ه ریشی هحذب تزًاهِ

 

 ن یک نقطه درونی نسبی یک چندوجهیپیدا کزد 3

ِ ِ دٍ هاتزیظ حميمي ت A  ٍCفزك وٌين  mّیای   تزتية اس هزتثی n  ٍp n   ِ ٍ  mbػیلاٍُ،   ّغیتٌذ. تی
pd. تزای پيذا وزدى یه ًميِ درًٍي ًغثي ییه چٌیذٍجْي تیِ    ریشی خيي  ، یه هذل تزًاهِر ایي تخؼد

 وٌين: هي ارایِفزم سیز 

(8) . :  ,  ,  n

nP     x Ax b Cx d x o 

ِ ، اتتذا ارتثاه هياى ًماه درًٍي ًغثي Pچٌذٍجْي هجوَػِ تزای یافتي یه ًميِ درًٍي ًغثي   ایي هجوَػی

 وٌين: هؾخـ هي 3هاوغيوال هجوَػِ چٌذٍجْي ًاهٌفي سیز را در لنيِ  ػٌافزٍ 

(7) :  ,  ,  ,  .n p

n pQ 
  

        
  

x
Ax b Cx s d x o s o

s
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اگز  1قضیه 
max

max

 
 
 

x

s
تاؽذ، آًگاُ  Qیه ػنَ هاوغيوال هجوَػِ   max ri Px. 

ن ٌيتِ تزّاى خلف، فزك و اثبات: max ri Px (3)، تٌا تز فَرت يیا. در، ˆ Py وِ ىَریِ هَجَد اعت ت 
max ˆ( ) P   x y1  تِ اسای ّز 1 .اگز لزار دّين  تزلزار اعتˆ ˆ s d Cy ،ُتیَاى   هیي  راحتیي  تِ آًگا

 تزرعي ًوَد وِ
ˆ

ˆ
Q

 
 

 

y

s
 سیز اعت: فَرت تِ Qپَعتِ آفيٌي . اس ىزف دیگز، 

 aff :  ,  .n pQ 
  

      
  

x
Ax b Cx s d

s
 

تییِ اسای ّییز   1 دارییین ،   
max

max

ˆ
aff \

ˆ
Q Q 

   
     

  

yx

ss
، تییِ اسای ّییز  درًتيجییِ .1 1 ،

 max ˆ
n   x y o1  یا max ˆ

p   s s o1 .یا ّز دٍ تزلزارًذ ٍ 

 اگیییییز max ˆ
n   x y o1،  ُآًگیییییا , ,k n ویییییِ  ىیییییَریِ تییییی ،هَجیییییَد اعیییییت  1

 maxˆ ˆ
k k ky x y      تییِ اسای ّییز 1  درًتيجییِ ،تزلییزار اعییت max ˆ

k kx y چییَى .max

kx  ، دارییین

ˆ
ky  وٌیين   . ادػا هیيmax

kx   ٍامیح اعیت ویِ    ، اییي فیَرت  . در غيیز
max

ˆ

ˆ
k

k k

y

y x



تیِ اسای ّیز    پیظ  .1

max

ˆˆ
ˆ

k

k k

y

y x
 


خَاّين داؽت ، 1 max ˆˆ ˆ

k k ky x y     ِثاتیت  را ادػیا   ایي تٌالل. یه تٌالل اعتو

 لزار دّين اگز .وٌذ هي
max

max

ˆ

ˆ

     
          

x x y

s ss

1 1
2 2

Qوٌیذ ویِ    ایجیاب هیي   Qتحذب  ، آًگاُ
 
  

x

s
 يٍلی  .؛

k اسآًجاوِ kx y    ٍmax

kx ، ِؽَد  هي ًتيج
max

max
n n 

   
     

xx

ss
ییه تٌیالل تیا فیزك لنیيِ      ویِ  ، 

 .اعت فزك خلف تاىل تٌاتزایي، اعت؛

در حیییالتي ویییِ  max ˆ
p   s s o1تٌیییاتزایي،  ؛ل رعیییيذتیییِ تٌیییال اٍل هؾیییاتِ حالیییت تیییَاى ، هیییي

 max ri Px  ؽَد ثاتت هيدر ّز دٍ حالت.             ∎ 

یافت. تیا   Qپيذا وزدى یه ػنَ هاوغيوال هجوَػِ تَاى تا  را هي Pیه ًميِ درًٍي ًغثي  ،3لنيِ  تٌا تز

ِ    عؤالدّين.  هْن را در ایٌجا هيزح ٍ پاعخ هيتَجِ تِ ایي هيلة، دٍ عؤال  جیای ییافتي    اٍل ایي اعت ویِ چیزا تی

تِ ػثیارت دیگیز، آییا     ؛ّغتين Q، تِ دًثال یافتي یه ػنَ هاوغيوال هجوَػِ Pیه ػنَ هاوغيوال هجوَػِ 

آٍرد؟ عؤال دٍم اییي اعیت    تِ دعترا تا اعتفادُ اس یه ػنَ هاوغيوال آى  Pیه ًميِ درًٍي ًغثي تَاى  ًوي

دّیين ویِ    یه هثال ًؾاى هیي  ارایِ؟ در ایٌجا، تا عتایه ًميِ درًٍي ًغثي آى ًيش  Qوِ آیا ّز ػنَ هاوغيوال 

P̂پاعخ ّز دٍ عؤال هٌفي اعت. تزای ایي هٌظَر، هجوَػِ    گيزین: در ًظز هيفَرت سیز ِ ترا  2

(9) ˆ :  ,  ,  , .
x

P x x x x x
x

   
       
   

1 2
1 2 1 1 2

2

11
2
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اعیت ٍ ّویِ    ABخیو تغیتِ    پارُرٍی هتؾىل اس ّوِ ًماه  P̂تيٌين، هجوَػِ  هي 3ىَر وِ در ؽىل  ّواى

هجوَػیِ ًمیاه درًٍیي ًغیثي      (A  ٍBجش ًماه اًتْایي ِ تخو  ّوِ ًماه رٍی پارُ) ABخو تاس  ًماه رٍی پارُ

خو  وِ ًماه رٍی ایي پارُّهتؾىل اس  P̂ػٌافز هاوغيوال هجوَػِ وِ،  دٌّذ. درحالي را تؾىيل هي P̂ وَػِهج

ییه ػنیَ هاوغیيوال     Aًميیِ  اگزچیِ  تٌیاتزایي،   هثثیت ّغیتٌذ؛  ایي ًماه  هؤلفِسیزا ّز دٍ ؛ اعت Bجش ًميِ ِ ت

وِ ًماه درًٍیي ًغیثي هجوَػیِ چٌیذٍجْي      دّذ ایي ًؾاى هياعت، اها ًميِ درًٍي ًغثي آى ًيغت.  P̂هجوَػِ 

P̂  .جَاب عؤال اٍل ها هٌفي اعت.درًتيجِتا هجوَػِ ػٌافز هاوغيوال آى یىغاى ًيغتٌذ ، 

 

 
 P يچٌذٍجْهجوَػِ ًماه درًٍي ًغثي ٍ هجوَػِ ػٌافز هاوغيوال  .1 شکل

 

 فَرت سیز اعت:ِ گيزین وِ ت را در ًظز هي P̂هتٌاظز هجوَػِ  Q̂حال، هجوَػِ 

ˆ :  ,  ,  , , .

x

Q x x x x s x x s

s

  
  

        
  
  

1
3

2 1 2 1 1 2
11
2

  

ABCهتؾىل اس ّوِ ًماه هثلث  Q̂ ، هجوَػ3ِدر ؽىل 


جیش ًمیاه   ِ اعت ٍ ّوِ ًماه داخل ایي هثلث )تی  

جیش ًمیاه   ِ . اس ىزف دیگز، ّوِ ًماه رٍی ایي هثلیث تی  ّغتٌذهجوَػِ ًماه درًٍي ًغثي ایي هجوَػِ  (آى هزسی

ایي ّغتٌذ.  Q̂دارای عِ هؤلفِ هثثت ّغتٌذ ٍ لذا ػٌافز هاوغيوال هجوَػِ  AB  ٍBC تغتِ ّای خو رٍی پارُ

ِ (. ACخو تیاس   ًماه درًٍي ًغثي آى ًيغتٌذ )ًماه رٍی پارُ Qّ̂وِ ػٌافز هاوغيوال  دّذ وِ ًؾاى هي ، درًتيجی

ثاتت ًویَدین، تقیَیز اییي ػٌافیز رٍی      3ىَر وِ در لنيِ  ، ّواىٍجَد يیتاا)جَاب عؤال دٍم ها ًيش هٌفي اعت. 

xففحِ  x1  (ّغتٌذ. Pً̂ماه درًٍي ًغثي هجوَػِ  ّوگيدٌّذ  را تؾىيل هي ABخو تاس  پارُوِ  2
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را تا اعیتفادُ   Q ًاهٌفي تَاى یه ػنَ هاوغيوال هجوَػِ چٌذٍجْي دّين وِ چگًَِ هي در اداهِ، ًؾاى هي

ؼ فیزم هؼیادل سییز ًویای    ِ را تی  Qدعت آٍرد. تزای ایي هٌظَر، اتتذا هجوَػیِ  ِ ریشی خيي ت تزًاهِ لِهغااس یه 

 دّين: هي

(5) :  ,  ,  ,  ,  .n pQ   


  
        

  

x
Ax b Cx s d x o s o

s

1 1 

 .فَرت، لنيِ سیز تزلزار اعت در ایي

فزك وٌيذ  2قضیه  *, , , ,   
x w s z  ٌِریشی خيي سیز تاؽذ: تزًاهِ لِهغاجَاب تْي 

(7)  

 

   

. .

         ,

,

,  ,  ,  ,  .

T T

n p

n n n p p p

Max

s t



 

   

      

w z

A x w b

C x w s z d

x o o w s o o z





 1

1 1

1 1

 

فَرت،  در ایي
max

max
:


 

  

   
   

   

x x w

s s z

 عت.ا Qیه ػنَ هاوغيوال هجوَػِ  1

ٌییییين و هییییيتییییذٍى واعییییتي اس وليییییت تزّییییاى، فییییزك  اثبففففات: max max max, , , , ,
T

lx xx 1  ٍ

 max max max, , , , ,
T

ks ss وٌیين   تِ تزّیاى خلیف، فیزك هیي    ّوچٌيي، . 1


 
 
 

x

s

اعیت   Qػنیَی اس   1

وِ  ىَریِ ت
max

max
n n 

  
   

   

x x

s s
 افتذ: ّای سیز ٍ یا ّز دٍ اتفاق هي ، یىي اس حالتفَرت در ایي. 

 حالت اٍل: , ,t l n 1 وِ  ىَریِ هَجَد اعت تtx   ٍmax

tx . 

 حالت دٍم: , ,u k p 1 وِ  ىَریِ هَجَد اعت تus   ٍmax

us . 

Qتَاى تزرعي وزد وِ  هي، راحتيِ ت
 

 

  

  
 

   

x x w

s s z

تیَاى   تذٍى واعتي اس وليت تزّیاى، هیي  . 1

هثثت  یّا هؤلفِوِ ّوِ  فزك ًوَد
 

 

  
 

  

x x w

s s z
 وٌين: تؼزیف هيتز هثٌای ایي فزك، ّغتٌذ.  3تز اس  تشري 
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,     ,
ˆ :      , , ,

,                          ,

,     ,
ˆ :                           , , ,

,    ,

,       
ˆ :

j j j j j j

j

j j j

j j j

j

j j j

r r r r

r

x w x x w x
x j n

x w x

x w x
w j n

x w x

s z s s
s

   

 

 

 

 

      
 

  

   
 

  

  


1
1

1
1

1 ,
     , , ,

,                           ,

,      ,
ˆ :                           , , ,

,     ,

ˆ : .                                      

r r

r r r

r r r

r

r r r

z s
r p

s z s

s z s
z r p

s z s

  

 

 

 

 



   


  

   
 

  

 

1

1
1

                            

  

فَرت،  ایي در ˆ ˆˆ ˆ ˆ, , , ,x w s z  ّیای اٍل ٍ دٍم   اعت. درًتيجِ، هتٌاظز حالیت  (7) لِهغایه جَاب ؽذًي

Tˆدارین:  تِ تزتيةهذوَر  T

n n

w w1 1  ٍˆT T

p p

z z1 ّای اٍل ٍ دٍم ٍ ییا ّیز دٍ    . تٌاتزایي، اگز ّز یه اس حالت1

ˆاتفاق تيافتٌذ، خَاّين داؽت:  ˆT T T T

n p n p

   w z w z1 1 1 زك تْيٌگیي  ، وِ تٌیالل تیا فی   1 *, , , ,   
x w s z 

 ∎                       .ؽَد هي ثاتت حىن، فزك خلف تاىل ٍ درًتيجِاعت. 

 ؽًَذ. ، ًتایج سیز حافل هي8ٍ  3تا اعتفادُ اس لنایای حال، 

فزك وٌيذ  1نتیجه  *, , , ,   
x w s z  ایي فیَرت تاؽذ. در  (7) لِهغا تْيٌِجَاب ، 



 


x w

ییه   1

 اعت. Pًميِ درًٍي ًغثي 

فزك وٌيذ  2نتیجه  , 
y w  ٌِریشی خيي سیز تاؽذ: تزًاهِ لِهغاجَاب تْي 

(31) 
 

   

. .

,

,  ,  .

T

p

p
k n

k k

k

p p p

Max

s t

y w


   
    

   

   



w

a o

y o o w





1 1 1
1

1

1

 

، ایي فَرتدر  


 


y w

ِ  لِهغیا اعیت. ّوچٌیيي،    Yیه ًميیِ درًٍیي ًغیثي     1  (1) رییشی ٌّذعیي   تزًاهی

pتثاّيذُ اعت اگز ٍ تٌْا اگز 

w. 

 

 های عددی مثال 4

 وٌين. را تا اعتفادُ اس دٍ هثال ػذدی تؾزیح هي پيؾٌْادی، وارتزدّای هذل تخؼدر ایي 
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Pچٌذٍجْي هجوَػِ  1مثال   :ًوایؼ دادُ ؽذُ اعت 8گيزین وِ در ؽىل  سیز را در ًظز هي 2

.:  ,  ,  
x

P x x x x x
x

   
         
   

1 2
1 2 1 2 2

2

2 2 1 

 
 3در هثال  Pًوایؼ چٌذٍجْي  .2 شکل

ارای ؽؼ رٍیِ غيز تذیْي اعت: عِ رٍیِ تا تؼذ فیفز )ًمیاه ریعیي    د Pتيٌين، چٌذٍجْي  وِ هي ىَر ّواى

A،B ٍC) یال( ّای  ٍ عِ رٍیِ تا تؼذ یهAB ،AC  ٍBC  خَد چٌیذٍجْي .)P      ًيیش ییه رٍییِ تیذیْي

ماه ریعي، خَد آى ًماه ّغتٌذ. تزای پيذا ویزدى  چٌذٍجْي اعت. ٍامح اعت وِ ًماه درًٍي ًغثي ّز یه اس ً

 .آهذُ اعت 3ًتایج حافل در جذٍل  وِاین  وزدُاعتفادُ  (7)ّای دیگز، اس هذل  ًماه درًٍي ًغثي رٍیِ

 
 آى یتؼذ هیّای ٍ رٍیِ Pًماه درًٍي ًغثي چٌذٍجْي  .1 جدول

 P AB AC BC  رٍیِ
  ًميِ درًٍي ًغثي , /

T5  / , /
T6 8  ,

T1  / ,
T5  

 

 گيزین: ریشی ٌّذعي سیز را در ًظز هي تزًاهِاٍليِ  لِهغا 2مثال 

   

. .

,

,

,  , , .j

Min x x x x x x x

s t

x x x x x

x x x x x x

x j

  

 

  



  

   

 

2 1 4 3 4 7
1 2 3 1 2 3 4

1 1 3
1 3 4 2 2

2 2 1
1 4 2 1 3 2

2

4 2 1

5 3 1
1 4

 

 فَرت سیز اعت:ِ فَق ت لِهغادٍگاى 
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. .

,

,

y y y y yy y y y

y y y y y y y

Max
y y y y y y y y y

y y y y y y y

s t

y y

y y y y y

y y y y

    

                
                

                

     

 

    

   

1 3 4 6 82 5 7 9

3 4 5 6 7 8 9

1 2 3 4 5 6 7 8 9

3 4 5 6 7 8 9

1 2

1 2 3 6 8

1 2 4 5

2 1 4 2 1 1 1 5 3

1
2 3

4 3 ,

,

,

,  , , .k

y y

y y y y

y y y

y k

  

    

   

 

7 9

1 2 3 8

2 3 6

2
4
7 2

1 9

 

دٍگیاى فیَق ییه هجوَػیِ چٌیذٍجْي اعیت. تیزای تؾیخيـ          ِلهغیا تيٌين، ًاحيیِ ؽیذًي    ىَر وِ هي ّواى

وٌين وِ جَاب تْيٌِ  ًميِ درًٍي ًغثي ایي چٌذٍجْي حل هي را تزای تؼييي یه (31)فَق، هذل  لِهغاتثاّيذگي 

 ز اعت:فَرت سیِ آى ت

* * * * * * * * * *

/ ,  ,  ,  ,  ,  ,  / ,  ,  ,

, ,  / .

y y y y y y y y y

w w w w w w w w w 

                

         

1 2 3 4 5 6 7 8 9

1 2 3 4 5 6 7 9 8

1 5 8 1 25

1 3 5
  

 :اعتفَرت سیز ِ دٍگاى ت لِهغاًميِ درًٍي ًغثي ًاحيِ ؽذًي  ،درًتيجِ

/ ,  / ,  / ,  / ,

/ ,  / ,  / ,  ,  / .

y y y y

y y y y y

   

    

1 2 3 4

5 6 7 8 9

7143 2857 2 7514 2857

2857 2857 6429 2857
  

حال، چَى 

w
ِ  لِهغیا جَاب تْيٌِ  تٌاتزایي، ؛دارد ؽذُ دادُ لِهغادلالت تز تثاّيذگي  8، ًتيجِ 9  اٍليی

 .دعت آٍرد تِ (4)اعتفادُ اس راتيِ ٍ  دٍگاى لِهغاا حل ت تَاى را ًوي

ّیای   اس جیَاب  ذاموی  چيّی هزتثیِ دٍم تیاتغ ّیذف در     يجشئگزادیاى ٍ هؾتمات وٌين وِ  تَجِ هي، تیدرًْا

هزتثیِ اٍل   يجشئی هثتٌي تز هؾتمات  غالثاًّای هزعَم وِ  حل هذل دٍگاى تا رٍػ ٍ لذا غتيًَجَد دٍگاى ه لِهغا

 پذیز ًيغت. ٍ دٍم تاتغ ّذف ّغتٌذ، اهىاى
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