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   تصادفي هاي دادهبا  جزييتحت معادلات با مشتقات  هندسيسازي  بهينه

  
  2*، محمد كيانپور1علي محمودي نهراني

  دانشجوي دكتراي، دانشگاه گيلان، گروه رياضي كاربردي، رشت، ايران -1

  ، دانشگاه گيلان، گروه رياضي كاربردي، رشت، ايراناستاديار -2

  

  1393اسفند  9 :مقاله رسيد

  1394مرداد  7 :مقاله پذيرش

  

  چكيده 

در حضـور    جزيـي است كه توسـط معـادلات بـا مشـتقات      گرفتههايي را در نظر  سازي شكل هندسي سازه مقاله حاضر بهينه

،  ظـاهر  جزيـي دلـه بـا مشـتقات    معا يهـا  يورودهاي تصادفي در پارامترهـا و   داده. است شده يساز مدلهاي تصادفي،  داده

و  شـده  ليتبـد شـكل بـه دامنـه ثابـت      يساز نهيبه مسالهو با استفاده از آشفتگي روش هماني،  شده ارايهمباني نظري . دشو مي

ميدان تصادفي در نظـر   صورت بههاي تصادفي  داده. شده است يبند فرمولكنترل بهينه تصادفي  مسالهيك  صورت به سپس

هـاي غيـر    كمـي سـازي عـدم قطعيـت توسـط روش     . است شده زدهتقريب  1لويو-و با استفاده از توسيع كارهونن شده گرفته

مثـال عـددي بـراي نشـان      وسازي به كـار گرفتـه    روش گراديان براي بهينه .صورت پذيرفتتصادفي  يمحل همنفوذي مانند 

  . است شده  ارايهدادن قابليت كاربرد روش 

  

  .تصادفي، كنترل بهينهسازي ، گسستهتصادفي جزييسازي هندسي، معادله با مشتقات  بهينه: كلمات كليدي

  

  

  مقدمه  1

 يبنـد  بخـش زيـر   صـورت  بـه مطـرح اسـت    يفنـاور هاي مختلفي از علوم مهندسي و  در بخش كه شكلسازي  بهينه مساله

  :شود مي

هـا را   دهد تـا رفتـار مكـانيكي سـازه     و به ما اجازه مي شود مي بيان جزييمعادله با مشتقات  صورت بهاغلب : مدل •

  .كنيممحاسبه و تحليل 

  .كه به دنبال يافتن مقدار كمينه و يا مقدار بيشينه آن هستيم: تابع هدف •

  .دآي مي به دست، شده اعمال دامنههايي كه روي  كه با در نظر گرفتن محدوديت: يساز نهيبهجهت قابل قبول  •

                                                           

*
  مكاتبات دار عهده 

  Keyanpour@guilan.ac.ir:آدرس الكترونيكي
1
 Karhunen-Loeve 
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 ومعمـولي اسـت   سازي  بهينهاز  تر دهيچيپاما بسيار  ؛شكل در بسياري از صنايع، كاربردهاي فراواني داردسازي  بهينه

تقسـيم  توان  ميبه سه دسته كلي  شكل راسازي  بهينهي ها مساله. ي مكانيكي مواد هستندها ويژگيمتغيرها،  ها آندر 

 :كرد

اي از متغيرهـا، پـارامتري    با اسـتفاده از تعـداد كـاهش يافتـه     ها شكلكه در آن : شكل پارامتريسازي  بهينه •

ي قابل ها شكلتعداد قابل توجهي از  ها آن، كه محدوديت )مثال ضخامت، قطر و يا بعد عنوان به(د شو مي

  .]1[ دگير ميقبول را در نظر 

كه در آن با شروع از يك شكل اوليه و با تغييرات قابـل قبـول مرزهـاي شـكل      :شكل هندسيسازي  بهينه •

  .]2[رسيم به شكل بهينه مي) توپولوژي شكل را تغيير دهيم كه نيابدون (

 و يمكن ـ مـي در آن بدون محدوديت صـريح و يـا ضـمني، شـكل بهينـه را جسـتجو        :توپولوژيسازي  بهينه •

  .]3[شود مي توپولوژي شكل نيز در نظر گرفته اتتغيير

بـه مطالعـه    ايـن مقالـه  در  .اسـت  سـازي شـكل   نـوع بهينـه  دشـوارترين   حـال  نيدرع ـو  تر يكل، توپولوژيسازي  بهينه

  . با در نظر گرفتن پارامترهاي تصادفي خواهيم پرداخت ها سازههندسي سازي  بهينه

، نسـبت بـه   جزيـي معادله با مشـتقات   تيحساسرياضي براي تحليل  يبند فرمولاز  1910در سال هادامارد  راولين با

طراحـي بهينـه شـكل    موضوع . انجاميد "طراحي بهينه شكل"به زمينه تحقيقاتي جديدي به نام  استفاده كرد كهشكل دامنه 

 و لـذا  ]4[ ه اسـت حاصـل شـد  ي تـوزيعي  هـا  سيسـتم روي سـازي   بهينهاز نتايج نظريه كنترل و  شود يماستفاده كه امروزه 

يـك معيـار    يسـاز  نـه يكمطراحي با اسـتفاده از   .دانست يساز نهيبهو  از نظريه كنترل يا شاخهتوان  ميشكل را سازي  بهينه

  .وابسته است شكل عنوان به  و تابع كنترل جزييجواب معادله با مشتقات  عنوان به حالتيرد كه به متغير پذ ميانجام 

ي پيوسـته، مـاروكو و   هـا  مسـاله  بـراي  ] 7[ اسـي  و ]6[ سوكولوسـكي ، ]5[پيرونيـو  محاسبه شـرايط بهينگـي،    براي

 ]9- 12[ نتايج نظـري بـراي وجـود جـواب در مقـالات      .اند كرده ارايهيي را ها روشي گسسته، ها مساله براي ]8[ديگران 

شـرايط   بـه دسـت آوردن  و همچنـين   و بررسـي وجـود و يكتـايي جـواب     مسـاله براي مطالعه نظـري  . دست آمده است به

. گـردد ي شـدني اعمـال   هـا  دامنـه توپولوژي مناسبي روي لازم است  ها آنبراي حل  وجود دارد و ييها يدشوار ،بهينگي

و يـا   ]13,14[ توابـع تـراز   صـورت  بـه ماننـد نمـايش دامنـه     ييهـا  روشولـي   ؛كار وجود ندارد اين يبرا يميمستق حل راه

كار پيشنهاد شده اسـت كـه    هاي مختلفي نيز براي اين توپولوژي. است شدهمعرفي  ]15,16[ ي مناسبها تبديلاستفاده از 

 انـدازه ماننـد توابـع مشخصـه،    (كه با توابع فاصله ايجاد شـده اسـت    ]17[ كورانت به توپولوژي توان مي ها آناز ميان 

,هاسدورف و همچنين  pW حسـاب   نـه يزم در آمـده  دست بهبتوانيم از نتايج  كه نيابراي . اشاره كرد ،)توپولوژي-1

فضـاهايي بـا   بايد ابتدا  بپردازيم، ها شكلو به تحليل پيوستگي و ديفرانسيل پذيري  ديفرانسيل در اينجا استفاده كنيم

  :ازاست  عبارتها  تبديلشكل در حيطه  هاي مشتقدو روش معمول براي تعريف . دساختار خطي معرفي شو

 .]18[ زولزيو معرفي شد روش سرعت كه توسط •

 .]15,16[ گرديد ارايهروش آشفتگي هماني كه توسط مورات و سيمون  •
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شـكل بـا   سـازي   بهينـه  مساله ،استشامل پارامترهاي تصادفي  ها مدل، مهندسي، صنعتي و غيره مسايلدر  كه نيابا توجه به 

بـا   هـا  مسـاله ايـن   يسـاز  مـدل . در نظر گرفتن پارامترها و يا بارهاي تصادفي توجه محققان را به خـود جلـب كـرده اسـت    

هـاي قابليـت اعتمـاد بـر اسـاس احتمـال شكسـت         كـه در آن محـدوديت  قابليت اعتماد آغاز شـد   هيبر پاشكل سازي  بهينه

 عنـوان  بـه اسـتوار  سـازي   بهينـه روش  ،به دليل مشكلاتي كـه در تعريـف تـابع شكسـت وجـود دارد      .]19[ دشو ميمعرفي 

و بـه دنبـال جـواب غيـر     گيـرد   مـي بـدترين حالـت را در نظـر     هـا  سيسـتم كه اغلب براي  توسعه داده شده است ،ينزجايگ

 مسـايل تصـادفي بـراي حـل     يزي ـر برنامـه برخـي محققـان نيـز از روش    ]. 20- 22[ ددگـر  مـي حساس نسبت به پارامترهـا  

ميـدان تصـادفي    صـورت  بههاي تصادفي را كه پارامتر شود مي منبعي يافت تر كم. ]23[ اند كردهشكل استفاده سازي  بهينه

   .]24[ در نظر بگيرد

 ]15,16[و توسـط مـورات و سـيمون     شـود  مـي  ناميـده  "آشـفتگي همـاني  "تـا روشـي كـه     ميبر آنحاضر  مقالهدر 

چـارچوب   ذكرشـده روش . توسـعه دهـيم  تصـادفي  شـكل  سـازي   بهينه مساله براي حل 1در فضاهاي بخنر است شده ارايه

كنترل بهينـه بـا    مسالهه براي ك يگذار نام( تصادفي هاي كنترل بهينه شيوهكه  دهد يم ارايهروشني را بر اساس فضاي توابع 

در ادامه نشـان خـواهيم داد كـه بـا ايـن روش چگونـه گراديـان        . دكن مي را قابل استفاده )يمبر مي به كارتصادفي  هاي داده

  . دآي مي به دستشكل 

در ي كنتـرل بهينـه تصـادفي    هـا  روشاشـاره شـده، ايـن امكـان را خـواهيم داشـت كـه از         يبنـد  فرمولبا استفاده از 

گسسـته سـازي    بـراي  .]25- 27[ ي اخيـر توسـعه داده شـده اسـت    هـا  سـال كه در سازي شكل تصادفي استفاده كنيم  بهينه

روش در پايـان   .ايـم  كـرده  اسـتفاده ] 28,29[ تصـادفي  يمحل ـ هـم گيـري مونـت كـارلو و روش     نمونـه  روشاز  تصادفي

شـده   ارايـه با شـكل   آمده دست بهشده و نتايج  كاربرده بهنازل با ورودي تصادفي سازي  بهينه مسالهبراي حل  آمده دست به

  . است

بـه همـراه روش آشـفتگي همـاني بـراي       مسـاله عمـومي   يبند فرمولدوم  بخشدر  :است بيترت نيا بهساختار مقاله 

شـده و شـرايط بهينگـي     يبنـد  فرمـول در دامنـه ثابـت    مسـاله سـوم،   بخـش در  .شـده اسـت   ارايـه  مسـاله پارامتري كـردن  

معادلـه بـا مشـتقات     هندسي مقيد بهسازي  بهينه .ايم كردهچهارم گسستگي تصادفي را مرور  بخشدر  .است آمده دست به

 مسـاله  ،عـددي  مثـال  عنـوان  بـه شـش   بخـش و در  اسـت  شـده  ارايـه پـنجم   بخـش براي يك مدل خاص در  جزيي

  .هفت گنجانده شده است بخشدر  از مقاله يريگ جهينتحل و  نازلشكل سازي  بهينه

  

  مساله يبند فرمول 2

  مساله يبند فرمول 2-1

  :شود مي يبند فرمولزير  صورت به عموماًشكل سازي  بهينه مساله
,ad

ad

J u E u uMin
∈

∈ ∈|{ ( , )  ( , ) = 0, , }
S O

S S O US  )1(  

                                                           
1
 Bochner space 
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 مسالهدر  .نظر گرفته خواهد شددر ر فضايي از فضاي هيلبرت انعكاسي است و زي مسالهفضاي حالت  Uكه در آن 

)1(،⊂S D است و) پارامتر طراحي( 1مرز آزادD در ادامه براي سادگي در . است موردنظردامنه يا همان شكل

شامل  D.ي شدني استها شكلمجموعه همه  adO.واهيم دادخنمايش  Dفرمول نويسي پارامتر طراحي را نيز با

 در E.دكن مينيز تغيير  موردنظر هشكل ساز جهيدرنتو  دكن مي ، تغييريساز نهيبهدر طول فرايند و مرزهاي آزاد است 

   :دشو ميزير تعريف  صورت بهي شدني ها شكلمجموعه  غالباً مسايلدر اين نوع . باشد مي حالت نشان دهنده معادله )1(
d

ad dx V⊂ ∂ ⊂ ∫ 0:={ : , = }.
D

D D DO R  )2(  

}كه  , }d ∈ 2 كه در اينجا براي است گفته شد پارامتر طراحي، مرزهاي آزاد دامنه  طور كه همان. عددي طبيعي است 3

همان  درواقع Dدر ادبيات كنترل بهينه دامنه  دهيم مينشان  D متغيرها، با همان دامنهجلوگيري از زياد شدن تعداد 

. را كمينه كند ،J،مسالهاست كه ضمن برقراري معادله حالت و قيود فضاي شدني، بايد تابع هدف  موردنظركنترل 

 جزييمتغير حالت جواب يك معادله با مشتقات شكل با پارامترهاي تصادفي، سازي  بهينه مساله يبند فرمولبراي 

Dدامنهتصادفي در  ))انعكاسي( اغلب متغير حالت به فضاي باناخ. است  )X D  معادله با مشتقات . تعلق دارد  توابعاز

)با عملگر  توانيم مي دكن مي كه متغير حالت در آن صدقرا  جزيي , )E u =
)
% 0D كه يمكن مي ، فرضنشان دهيمE

)
 

  .شود مي و مرزي را شامل) در صورت وجود(شرايط اوليه 

)را با كامل احتمال فضاي , , )µΩ F دهيم، مجموعه نشان ميΩ اله حاضر مجموعه پيشامدهايرا در مق ω  در

Fگرفت، مينظرخواه : ست وسيگما جبري از پيشامدها  [ , ]µ → 0 1F شكل سازي  بهينه مساله. اندازه احتمال است

 :يمكن مي تعريف زير صورت بهرا 

ــتعر ــد: 1 في ــرض كني ) ف )d
ad Λ∈O R ــه ــامل  اي مجموع ــهش ــا دامن ــده ــدني باش ــر   Λ( ي ش ــه زي ــه هم مجموع

ad∈Dبـراي هـر   عـلاوه  بـه . در نظر بگيريـد  2با مرز ليپشيتس دار كراندامنه را  D ،)هاست مجموعه O بخنـر   يفضـاها  

( ; ( ))L XΩ2 D و ( ; ( ))L ZΩ2 D روي  راD فرض كنيد . گيريم مي ر نظردJ%   باشد موردنظرتابع هدف   

: ( , ) | ( ; ( , ,)){ }adLJ u Xu Ω∈ ∈ →
)

% % 2D D D O R  
  يي از فضاهاي توابع شدني باشدها مجموعهعملگري بين %Eو 

: ( , ) | , | ,( ; ( )) ( ; ( )){ } { }adE Lu zX ZzLu ∈ ∈ →Ω Ω∈
)

% % % %2 2D D D O D  
  آنگاه 

min ( , ) s.t. { ( , ) ,  ,}adJ u E u = ∈
) )
% % 0D D D O  )3(  

  .ناميم مي تصادفي شكلسازي  بهينه مساله را

 ،ي شـدني هـا  دامنـه  مجموعـه  شكل ابتدا لازم است تا يك توپولوژي مناسـب روي سازي  بهينه مسايلبراي بررسي  

( )d
ad ∈ ΛO R بـه  بـراي  . كار وجـود نـدارد   اين يبرا يميمستق حل راه ،كه اشاره شد طور همانولي  ؛قرار دهيم

dيها رمجموعهيز جنس آوردن متغيرهايي از دست
R،  پيشـنهاد   هـا  دامنـه ي مختلفي را براي بيـان  ها روشمحققان

                                                           
1
 Free boundary 

2
 Lipschitz 
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) نشـان خـواهيم داد   refDكه آن را با( از دامنه مرجع 1تصوير تبديلي يم،بر مي به كار نجايادر  ي كهروش. اند كرده

بسـته بـه نحـوه نمـايش دامنـه، مفـاهيم توپولـوژيكي        . اسـت  شده يمعرف ]15,16[كه توسط مورات و سيمون  است

,و اندازه كورانت از نجايادر . كاربردبه  توان ميمتفاوتي را  pW بـا كمـك روش   و  ميكن ـ يماستفاده  توپولوژي- 1

  .پردازيم در فضاهاي بخنر مي مساله يبند فرمولآشفتگي هماني به 

  

  روش آشفتگي هماني 2-2

ref دار كرانمرجع ابتدا دامنه  ad∈D O يشدنفرض كنيم دامنه . گيريم مي را ثابت ad∈D O تواند با اسـتفاده از   مي 

) تبــــديل متنــــاظر مناســــب   )refTτ ∈ D   كــــه يطــــور بــــهمشــــخص شــــود ( )refτ =D D  نجــــايادر 

( ) : | ( ){ }d d
refT id Sτ τ= → − ∈D R R  كـه روي   گيـريم  مـي  در نظـر هـا   تبـديل فضاي آفيني از راrefD 

) يهـا  ليتبـد  عـلاوه  بـه . استفضاي باناخ مناسبي  Sاست و شده فيتعر )refTτ ∈ D توابـع  از  adTرا بـه مجموعـه    

)كـه   يمكن ـ مـي  محدود 2بيليپشيتس )idτ بـراي مـرتبط كـردن ايـن روش بـا        .تعلـق دارد  S بـاز از  رمجموعـه يزبـه   −

)يمكن ـ مـي  ي شـدني، فـرض  ها دامنه ) | ( ){ }ad ref ref adT Tτ τ= ∈ ∈D D O  ،يبنـد  فرمـول بـا اسـتفاده از ايـن    .  

 :شود مي زير تعريف صورت بهشكل سازي  بهينه

) فرض كنيـد : 2 فيتعر )ad refT T⊂ D  ي شـدني از دامنـه مرجـع    هـا  تبـديل از  اي مجموعـهref ad∈D O  باشـد .

adTτبراي هر  علاوه به ) فرض كنـيم  ∋ ; ( ))L X τΩ2 و ( ; ( ))L Z τΩ2  د كـه روي نباش ـ نـر خفضـاي ب( )refτ D

: .اسـت  شـده تعريف  ( , ) | ( ; ( )),  { }adJ u u L X Tτ τ τ∈ Ω ∈ →% % % 2
R      وتـابع هـدف اسـتE%    عملگـري بـين

  :است يي از فضاهاي توابع شدنيها مجموعه

: ( , ) | ( ; ( )),  | ( ; ( )){ } { }.adE u u L X T z z L Zτ τ τ τ∈ Ω ∈ → ∈ Ω% % % % %2 2  
  در اين صورت

min ( , ), s.t.  ( , ) ,  ,adJ u E u Tτ τ τ= ∈% %% % 0  )4(  

 .ناميم مي ها تبديلبا  تصادفي شكلسازي  بهينه مساله را

, بايــــد در نظــــر بگيــــريم كــــه بــــا فــــرض مســــاله يفــــيتعر خــــوشرســــيدن بــــه  يبــــرا adTτ τ ∈1  كــــه 2
ˆ : ( ) ( )ref refτ τ= =1 2D D D ــراي ــا جــواب، آنگــاه ب )از  u2 و u1 يه , )E u τ =%

1 1 ) و 0 , )E u τ =%
22 ــم 0  داري

û u o u oτ τ− −= =1 1
1 1 2 بايـد   نـد كن مي را بيان D̂ ي مختلفي كه دامنه يكسانها تبديلزيرا  ؛اين فرض ضروري است. 2

ˆ كه يطور بهرا معرفي كنند،  û متغير حالت يكسان ˆ( , )E u τ =% ايـن فـرض    معمـولاً ، نيبـاوجودا . تضـمين شـده باشـد    0

ــه ــ ب ــرار يراحت ــي برق ــود م ــاختار   .ش ــن س ــا اي ــه  τ،ب ــق ب ــاي متعل ــين فض ــد آف ــت ليتب ــي ؛هاس ــه û ول  در مجموع

( ; ( ))
adT

L X
τ

τ
∈

ΩU
ي هـدف تبـديل فضـا   . مجهـز نشـده اسـت    اي توپولـوژي  كه هنـوز بـه هـيچ   گيرد  ميقرار  2

( ; ( ))L X τΩ2  به فضاي( ; )refL XΩ2 است كه توابع آن در دامنه مرجع refD   درواقـع . اسـت  شـده تعريـف 
                                                           

1
 Projecting transformation 

2
 biLipschitz 
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) متغير ; ( ))u L X τ∈ Ω% u د به متغيرتوان مي τ با استفاده از تبديل 2 uoτ= تعريف شـده اسـت    refD كه روي %

u براي رسيدن به اين منظور. تبديل شود uoτ= )هـا   تبـديل در فضـاي آفينـي از   و  refD كـه روي  % )refT D  و

)نر خي بفضا ; ( ))L Xτ τ∈ Ω2 ،بـراي دسـت يـافتن بـه ايـن منظـور معمـولاً       . بايد با دقت انتخاب شـود  قرار دارد 

هاي شـدني   اغلب مجموعه تبديل. داشته باشكه درجه مشخصي از هموار بودن را د دشو ميطوري انتخاب ها  تبديل

adT قرار هاي كوچك از دامنه مورد قبول  د به اين معني كه تنها آشفتگيد به اندازه كافي كوچك انتخاب شوباي

)ها  تبديلبتوانيم فضاي مناسبي از  كه نيا يبرا. گيرد )refT D    را تعريف كنيم، متناظر بـا فضـاي بانـاخ S   فضـاي

, 1سوبولوف ,( ) ( )k d k d dW∞ ∞=W R R بـردن   بـه كـار  با . گيريم مي را در نظر, ( )k dS ∞= W R   فضـاي

( )refT D  به فرم فضاي,k ∞V    زيـر تعريـف شـده     صـورت  بـه  ]16[خواهد بود كه توسط مـورات و سـيمون در

 :است

, ,: { : | ( ) ( )}.k d d k didτ τ∞ ∞= → − ∈ WV R R R  

kكه در آن  kτ,در اينجا براي هر تبديل.  1≤ ∞∈V ),متنـاظر  ييجـا  جابـه   ) ( )k didτ ∞− ∈ W R  را در نظـر 

id, توجــــه كنيــــد كــــه  . گيــــريم مــــي ∞∈ 1V، ازآنجاكــــه , ( )did id ∞− ∈ W1
R، كــــه يدرحــــال 

,( ) ( )d did ∞ ∞∉ ⊂L W1
R R، داريم يروشن به  

, : | ( ) ( ), ( ), ,   | | ,{ }k d d d d did D kατ τ τ α α∞ ∞ ∞= → − ∈ ∈ ∀ ∈ ≤ ≤L L 0 1V R R R R N

 
)5(  

k, علاوه به ∞V 16و10[ تعريف شودزير  صورت بهد توان مي[: 

,

, ,

: | ( ) ( ), ( ),

( ) ( )
sup ,   ,   | | ,

{

}
d

k d d d d

d

x y x y

id D

D y D x
k

y x

α

α α
τ τ τ

τ τ α α

∞ ∞ ∞

∈ ≠

= → − ∈ ∈

− < +∞ ∀ ∈ ≤ ≤
−

L C

0 1
‖ ‖

‖ ‖

V

R

R R R R

N
 

  

ــرض لازم  ــداقل فــ ــديل  حــ ــراي تبــ ــا،  بــ ــه هــ ــورت بــ ــن صــ ــت ايــ ــه  اســ ــهيز adTكــ  از يا رمجموعــ
, , ,: { : | , }k d d k kτ τ τ∞ ∞ − ∞= → ∈ ∈1T V VR R كه باشد k    :بنابراين رابطه زير را داريم ؛1≤

, , ( ) { : | ( ) }.k k d d
ad refT T id Sτ τ∞ ∞⊂ ⊂ = = → − ∈T V D R R  

, كه در آن ( )k dS ∞= W R  نيآف ـتوجه كنيد كه فضاي . است سوبولوففضاي( )refT D ) و بنـابراين adT( 

با توجه به حفظ هموار بودن مـرز و  . به ارث رسيده، مجهز شود Sييجا جابهكه از فضاي  اي توپولوژي تواند به مي

  .اند كردهبررسي براي تكميل بحث را  يا هيپانتايج  ]16[منظم بودن توابع تبديل، مورات و سيمون در 

   

                                                           
1
 Sobolev space 
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  ي تبديل، مرزها و توابعها دامنه 2-3

kτ,و refD دار كرانبراي دامنه  ∞∈T )مجموعه  )refτ D  بـراي مـنظم بـودن     علاوه به. است دار كراننيز دامنه

 :نتايج زير را داريم ها دامنه

kW,مرزبا  يدار كراندامنه  refDفرض كنيد  :1 لم k باشد كه ∞ kτ, و همچنين فـرض كنـيم   .1≤ ∞∈T  در

) اين صورت )refτ D با مرز يا دامنه ,kW    .]16[ خواهد بود ∞

, يها تبديل كه يدرصورت ( )d∞W1
R لم . ك.ر( دشو ي ليپشيتس حفظ ميها دامنهكافي كوچك باشند،  اندازه به

   . ) ]30[ در 3

) ثابـت  ايـن صـورت  با مرز ليپشيتس باشـد در   يدار كراندامنه  refDفرض كنيد  :2 لم )refc< <0 1D وجـود   

,دارد كه براي هر  ( )dτ ∞∈ W1
R ميدار: , ( )

( )d refid cτ ∞− <
W1‖ ‖ D

R
)و   )refτ D  يدار كـران دامنه 

 .]30[ با مرز ليپشيتس است

ــه مرجــع را تحليــل  اكنــون ــه دامن ــع ب ــ مــي تبــديل تواب ــد . يمكن :فــرض كني mf Ω× →% D R  ــه ــا دامن ــابعي ب ت

( )refτ=D D  باشد كه( ); ( )f L L τ∈ Ω% 2 kτ,شـده براي نگاشت داده  .1 ∞∈T      تـابع تبـديل متنـاظر زيـر را

 :يمكن مي تعريف

: , ( ; ) : ( )( ; ) ( ; ( )), , m
reff f x fo x f xω τ ω ω τ ωΩ× → ∀= = ∈Ω% %D R  

 صـورت  بـه ها را  ديفرانسيل پذير باشد، مشتق fاگر. است τبا  refD به %fاز 1بازگشتيك  fاين صورتدر 

 :ميآور يم به دستزير 

( ; ( )) ( ; ) ( ) , ( ; ( )) ( ) ( ; ), .T
x x x xD f x D f x x f x x f xω τ ω τ ω τ τ ω ω− −′ ′= ∇ = ∇ ∀ ∈ Ω% %
% %1  

)كه در آن  )x xτ=% روي ي معينمتغير فضا ( )refτ D روي مـنظم بـودن    ،تبـديل  ريتـأث مورات و سيمون . است

  :داريم ]16[از  4.1مشابه لم  .اند كردهتابع را بررسي 

τ, باز باشد همچنين يا دامنه Dفرض كنيد  :3 لم ∞∈ 1T و p≤ ≤  آنگاه 1∞

( ; ( )) ( ; ( )),p pf L fo L Lτ τ∈ Ω ⇔ ∈ Ω2D D  

 ( ), ,; ( ( )) ( ; ( )),p pf L W fo L Wτ τ∈ Ω ⇔ ∈ Ω2 1 2 1D D  

)اگر , )p ∈ ) آنگاه 1∞+ ) ( ), ,; ( ( )) ; ( )p pf L W fo L Wτ τ∈ Ω ⇔ ∈ Ω2 1 2 1
0 0D D.  

  

 جزييبا مشتقات  معادله كه در آن متغير حالت( را شكلسازي  بهينه اين لم بسياري از ابزارهاي مورد نياز براي

) ها بخنربه فضا موردنظر ; ( ))pL LΩ2 D  يا, )( ; ( )pL WΩ 12 D كند يمفراهم  )تعلق دارد .  
 

   

                                                           
1
 pulback 
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  در دامنه ثابت يبند فرمول  3

 اين كـار بـا انتقـال   . تعريف كنيم )مرجع( refD كامل روي دامنه ثابت طور بهرا سازي  بهينه مسالهتوانيم  ياكنون م

بـين فضـاها    %E عملگـر  )4( مسالهبا توجه به . گيرد بر روي دامنه مرجع، انجام مي موردنظر جزييبا مشتقات  معادله

 :زير تعريف شده است صورت به

: ( , ) | ( ; ( )),  | ( ; ( )){ } { }.adE u u L X T z z L Zτ τ τ τ∈ Ω ∈ → ∈ Ω% % % % %2 2  

)براي نمايش refTدر ادامه از نماد )refT D   اـهاي  اكنـون  . استفاده خـواهيم كـرد )فض ; ( ))L X τΩ2 و( ; ( ))L Z τΩ2  هـ  را ب

ــت ) فضـاـهاي ثاب ; )refL XΩ2 و( ; )refL ZΩ2 ــرده ــل ك ــم منتق )،اي ; ) { : ( ; ( ))}refL X uo u L Xτ τΩ = ∈ Ω% %2 2. 

يـن  )همچنـ ; ( )) : ( ; )refu L X u uo L Xτ τ∈ Ω = ∈ Ω% %a
2 اـل .2 :حـ ( ; ) ( ; )ref ref refE L X T L ZΩ × → Ω2 2  

هـ  ،تبـــديل شـــده اســـت  عملگـــر  هـ يطـــور بــ هـ  كــ adTτ بـــراي همــ )و هـــر  ∋ ; ( ))u L X τ∈ Ω% تـه 2 يـم داشــ باشــ

( , ) ( , )E u E uτ τ= ⇔ =% %0 0 .  

:فمشـاـبه تـاـبع هــد طــور بـهـ ref refJ X T× →R يبــرا )( ; refu uo L Xτ= ∈ Ω% adTτ و 2  صــورت بـهـ ∋

( , ) ( , )J u J uτ τ= % ) كه يمكن مي فرض نيهمچن  .شود مي يفرتع % ; ( ))L Z τΩ2 هـ ند توا مي اـبه منتقـل شـود    طـور  ب اكنـون  . مش

 :زير بيان كنيم صورت به توانيم ميرا ) 4( مساله

  يساز نهيكم مساله: 3 فيتعر

min ( , ) s.t.  ( , ) , adJ u E u Tτ τ τ= ∈0 , )6(  

  

:كه در آن  ( ; )ref refJ L X TΩ × →2
R  وتابع هدف است : ( ; ) ( ; )ref ref refE L X T L ZΩ × → Ω2 2 

 .شود مي روي دامنه ثابت ناميدهها  تبديلشكل با سازي  بهينه مساله

 نقش τروي دامنه ثابت در فضاي توابع خواهيم داشت كه در آنسازي  بهينه مسالهيك  يبند فرمولاين  در

به آوردن شرايط بهينگي  به دستهاي كنترل بهينه را براي  شيوه توانيم ميبنابراين  ؛دارد مسالهكنترل را در  متغير

كه در مقابل ساير بردها و  داريمتوجه  .براي حل آن استفاده كنيمسازي  بهينههاي  بريم و در ادامه از الگوريتم كار

 :در واقع داريم. فضاي برداري نخواهد بود refTفضاي آفين ،Eو Jفضاهاي تصوير از

ˆ ˆ{ : | ( ) } { : | , } , :d d d d
refT id S id S id Sτ τ τ τ τ τ= → − ∈ = → = + ∈ = +R R R R  

refTτليتبديك بين  - به - يك نگاشت يك ازآنجاكه، نيا وجود با ˆمتناظر ييجا جابهو  ∋ idτ τ= داريم،  −

 مسالههاي كنترل بهينه براي تحليل  شيوهخواهيم از  مي ازآنجاكه .مشخص كنيم Sرا با فضاي باناخ refT توانيم مي

 ،ها در تمام جهتτمشتقات جهتي نسبت به  Jو Eيبراتوانيم از اين موضوع كه  شكل استفاده كنيم، ميسازي  بهينه

در همه  Sتوانيم از جفت دوگان براي فضاي باناخ بنابراين مي. قابل محاسبه هستند، استفاده كنيم Sدر فضاي باناخ

*گريد عبارت به. استفاده كنيم τبهنسبت  ها جهت ,
( , ),

S S
J u vτ τ〈 〉 ) براي هر  ; )refu L X∈ Ω2 وadTτ و ∋

v S∈ فرم تغييري اب را معادله حالت اكنون .است فيتعر خوش  
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*
( ; ( ))

( , ), , ( ; ( )) ,
L Z

E u v v L Z
τ

τ τ
Ω

〈 〉 = ∀ ∈ Ω% % % %2
20  )7(  

)*زوج دوگان است و .,.نماد .يمكن مي بيان  )Z τ  يرواست كـه بـر    آزمونفضاي مناسبي از توابع( )refτ=D D 

adTτبا  refxهـر براي  refDبه Dرا نيز از آزمونتوابع  ،مانند متغير حالت. است تعريف شده∋ ∈D    بـا اسـتفاده از

) بازگشــت ) : ( )( )v x vo xτ= ي هســتند كــه روي ا مســالهبــراي  آزمــونتوابــع  %vكــه در آن يمكنــ مــيتبــديل  %

( )refτ=D D حـال . تعريف شده است( , )E u τ   بـراي هـر*( ; ( ))v L Z τ∈ Ω% adTτهـر  و 2 زيـر   صـورت  بـه  ∋

 :است

( ) ); ( ; ( )
( , ), : ( , ), ( ; ( )),,

refL Z L Z
E uo vo E u v u L X

τ
τ τ τ τ τ

Ω Ω
〈 〉 = 〈 〉 ∀ ∈ Ω%% % % % %2 2

2  

 :مفروضات زير را داريم

adTτبراي هر  • ∈ ،( ; )refL XΩ2  كه ميكن يمرا طوري انتخاب  

( ; { | ( ; ( ))}.)refL X uo u L Xτ τΩ ⊂ ∈ Ω% %2 2  

adTτبراي هر  • ∈ ،( ; )refL ZΩ2  يم كهكن ميرا طوري انتخاب 

* *( ; { | ( ; ( )) }) .refL Z vo v L Zτ τΩ = ∈ Ω% %2 2  

) جواب  • )u τ% از معادله  

( ( ), ) .E u τ τ =% % 0  )8(  

adTτهر يبرا )در رابطه ∋ ); refuo L Xτ ∈ Ω%  .دكن مي صدق 2

adTτكنيد فرض   :زير خواهد بود صورت بهدر فرم تغييري  ،الت تبديل يافتهحصورت معادله  در اين ∋

)
*

( ;
( ), ), , ( ; ,

ref
refL Z

E u v v L Zτ
Ω

〈 〉 = ∀ ∈ Ω2
20  )9(  

)؛ است )8(برابر درواقع) 9( اين ترتيب معادله با )u τ%  اگـر و فقـط اگـر    دكن ـ مـي  را حـل  )8( مسـاله( )u u oτ τ= % 

)بــرعكس . را حــل كنــد  ) 9( مســاله  ) ( ; )refu L Xτ ∈ Ω2  اگــر و فقــط اگـــر   دكنـ ـ مــي  را حــل ) 9( مســاله

( ) : ( )u u oτ τ τ −=%  .را حل كند )8( مساله 1

  

  تغييري به معادله حالتتبديل فرم  3-1

ها، از  و مشتق ها انتگراليك فرم تغييري صرف بعد از تبديل به دامنه مرجع، با استفاده از قاعده تبديل براي  معمولاً

τ,ديكنفرض . دآي مي به دست اوليه معادله حالت ∞∈ 1Tو( ; ( ))reff L L∈ Ω% 2 1 D،    سپس با اسـتفاده از قاعـده

)ها انتگرالتبديل براي  ) | det |f foτ τ ′=  :است ريپذ انتگرال refΩ×Dروي%

( )( )( ; ) ( ) ( ; ) | det( ) ( ) | ( ),
ref ref

fo x dx d f x x dx dττ ω µ ω ω τ µ ω−

Ω Ω
′=∫ ∫ ∫ ∫% 1

D D  )10(  

) ديفرانسيل پذيريبررسي ) 6(سازي  بهينه مساله يريپذ ليفرانسيدي ها ويژگيدر تحليل  , )E u τ نسبت بهu وτ 

) براي انتقال فرم تغييـري معادلـه حالـت از دامنـه    . خواهد بودبسيار مفيد  )refτ D    مرجـع بـه دامنـهrefD،   قاعـده
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ــراي  ــديل ب ــا انتگــرالتب ــه كــار ه ــي ب ــذيري  . رود م ــيل پ ــت ديفرانس ــن حال ــتدر اي ــا نگاش |يه det |τ τ   و →′

( )τ τ − ′→  :بنابراين لم زير را خواهيم داشت شود؛توجه  بايد 1

τ,كنيد فرض )الف(: 4 لم ∞∈ 1Tآنگاهδ >  وجود دارد كه 0

| det | , . .   ,da a xτ δ′ ≥ ∈R  

ــد  )ب( ــرض كني kف ــت ،1≤ )نگاش ) | det |g τ τ ــر  1=′ ــراي ه kτ,ب ∞∈T  از,k ∞T ــه ,ب ( )k dW − ∞1
R  

,براي هر علاوه به. ديفرانسيل پذير است ( )k d dWϕ ∞∈ R   :داريم 

( ) (( ) ) | det |,g trτ ϕ τ ϕ τ−′ ′ ′ ′= 1
1  )11(  

k فرض كنيـد ) پ( ) نگاشـت  ،1≤ ) ( )g τ τ − ′= 1
kτ,بـراي هـر   2 ∞∈T از,k ∞T  بـه, ( )k d d dW − ∞ ×1

R 

,هربراي  علاوه به. ديفرانسيل پذير است ( )k d dWϕ ∞∈ R   :داريم  

( ) ( ) ( ) ,g τ ϕ τ ϕ τ− −′ ′ ′ ′= − 1 1
2  )12(  

 )ب(ديفرانسيل پذيري فرشت در قسمت . آمده است ]16[ در مرجع 4.2در برهان لم  (ii از قسمت )الف( .نارهب

 .آيد مي به دستهمين منبع  4.3و  4.2هاي نيز از لم )پ(و 

detτاي را نشان دهد كه بسيار به دامنه مرجع نزديك است، آنگاه دامنه τتبديل اگر δ′ ≥ قـدر   تـوانيم  مـي و  0<

  . حذف كنيم) 11(مطلق را از 
 
  و شرايط بهينگي ها جوابكاهش يافته، وجود  مساله 3-2

)فرض كنيد ; )refL XΩ2 و( ; )refL ZΩ2 باشند و نرخفضاهاي ب  refT id S=  )6( مسـاله  اين صـورت در  +

)و حالت τكنترل بهينه با كنترل مساله كي )u τ  كنترل بهينه براي تحليل وجود جـواب   نظريهاز  توانيم مياست و

-بـه -بهينـه و عملگـر كنتـرل    يهـا  جـواب ي شـدني،  هـا  مجموعهمطابق معمول ابتدا . و شرايط بهينگي استفاده كنيم

 .يمكن مي را معرفي) حالت-به-عملگر طراحي(حالت 

)مجموعه: 4 فيتعر , ) ( ; | ( , )) ,{ }ref ref adu L X T E u Tτ τ τ= ∈ Ω × = ∈2 0G  )6( مسالهمجموعه شدني   

)علاوه به. ناميم مي , )u τ  هرگاه ناميم مي يسرتاسربهينه  جوابرا: . ( , ) ( , ), ( , )J u J u uτ τ τ≤ ∀ ∈G    

)نيهمچن , )u τ ∈G  اگر ناميم مي بهينه موضعي يها جوابرا > 0ε  كه يطور بهوجود داشته باشد 

.( , ) ( , ), ( , ) ( ; ( , )) ,
SrefJ u J u u L X Bτ τ τ τ≤ ∀ ∈ ∩ Ω ×2

‖‖

G ε  

adTτبراي هر اگر )حالت يكتاي ،∋ ) ( ; )refu L Xτ ∈ Ω2  كه يطور بهداشته باشد وجود( ( ), )E u τ τ = 0 ،

  :يمكن مي حالت زير را معرفي -به-آنگاه عملگر يكتاي طراحي

    : ( ; , ( ),)u ad refS T L X uτ τ→ Ω →2  
  :زير تعريف كنيم صورت بهشكل كاهش يافته را سازي  بهينه مساله توانيم مي علاوه به

min ( ) : min ( ( ), )    s.t.  .u adj J S Tτ τ τ τ= ∈  )13(  
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 :شود مي بررسي مسالهچارچوبي را معرفي كرده است كه وجود جواب براي   ]31[ براندنبرگ در

refTفضاي باناخ باشد، Sفرض كنيد :5 لم id S= تـه و   adTو + )و دار كـران ناتهي، بس ; )refL XΩ2  نـر خفضـاي ب 

:حالــــتمعادلــــه  عــــلاوه بــــه. نعكاســــي باشــــدا ( ; ) ( );ref ref refE L X T L ZΩ × → Ω2 و تــــابع هــــدف  2

: ( ; )ref refJ L X TΩ × →2
R جـواب عملگر . گيريم مي را در نظر : ( ; )u ad refS T L X→ Ω2 تـه     در را پيوس

Sفشـرده فضاي باناخ انعكاسي با جانشاني  Sهمچنين فرض كنيد. گيريم مي نظر Sa  وباشـدadT id S⊂ نـاتهي،   +

adو محدب باشد كه دار كرانبسته،  adT T∩ ≠ adدر )13( شـكل سـازي   بهينه مساله آنگاه ∅ adT T∩    جـواب بهينـه

 .دارد يسرتاسر

 .استشده  ارايهكنترل بهينه  شيوهبا استفاده از  ]31[ لم در منبع برهان

  :آوردن شرايط بهينگي فرض زير را داريم به دستبراي 

  :1فرض

adمجموعه. 1 refT T⊂ ناتهي، بسته و محدب است. 

:تابع هدف. 2 ( ; )ref refJ L X TΩ × →2
R و : ( ; ) ( ; )ref ref refE L X T L ZΩ × → Ω2  طور به 2

 .ندستپيوسته ديفرانسيل پذير ه

adTاز %refTهمسايگي باز. 3 adبا  ref refT T T⊂ حالت -به-عملگر طراحي كه يطور بهوجود دارد  %⊃

: ( ; )u ref refS T L X→ Ω%  .پيوسته ديفرانسيل پذير است طور بهuSو موجود 2

)مشتق. 4 ( ), )uE u τ τ براي هرadTτ )و يك است- به- يك ∋ ) ( )uu Sτ τ=.  

:*لاگرانژآوردن شرايط بهينگي، تابع  به دست يبرا ( ; );) (ref ref refL X T L ZΩ × × Ω →2 2L R را  

  :يمكن مي زير معرفي صورت به

( ; )
( , , ) : ( , ) , ( , ) ,

refL Z
u J u E uτ λ τ λ τ

Ω
= + 〈 〉 2L  )14(  

)يموضـع جـواب بهينـه    ،1فرض  تحت , ) ( ; )ref adu L X Tτ ∈ Ω بـا در نظـر گـرفتن حالـت     ) 13( مسـاله از  2×

)* الحاقي مناسب ; )refL Zλ ∈ Ω2 تـاكر نيـز   -كـان -كـه شـرايط كـاروش    شرايط لازم بهينگي مرتبـه اول زيـر  در

 :دكن مي ، صدقشود مي ناميده

( ; ( );)
( , , ), ( , ), ,

ref refL Z L Z
u E uλ τ λ δλ τ δλ

Ω Ω
〈 〉 = 〈 〉 =2 2 0L 

) )( ; ( ; ( );
( , , ), ( , ), , ) ( , ,

ref ref ref
u u uL X L X L Z

u u J u u E u uτ λ δ τ δ λ τ δ
Ω Ω Ω

〈 〉 = 〈 〉 + 〈 〉 =2 2 2 0L

 ˆ ˆ ˆ( , , ), ( , ) ( , ) , ,   S S adu J u E u Tτ τ ττ λ τ τ τ τ λ τ τ τ〈 − 〉 = 〈 + − 〉 ≥ ∀ ∈0L  , 

  

براي  آخرمعادله . است ت و دومين معادله، معادله الحاقيكه در آن اولين معادله، معادله حالت سيستم اس

  .معادله طراحي نوشته شود صورت بهد توان مي adTو Sمناسبساختارهاي 
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  محاسبه مشتق شكل مرتبه اول 3-3

)افتهيهاي تابع هدف كاهش  مشتق 1 تحت فرض ) : ( ( ), )j J uτ τ τ=  مانند معمول با استفاده از قاعـده   توان ميرا

)ومحاسبه كرد  يا رهيزنج ) ( )uu Sτ τ= بـه   تل ـحا -بـه -براي عملگر طراحـي  ينيگزيجانماد  صورت بهد توان مي

adjيها مشتقدر حقيقت براي . رود كار Tτ∈  :داريم δτ جهتدر   ∋

( );
( ), ( ( ), ), ( ) ( ( ) ) ,, , 

ref
S u SL X

j J u u J uττ δτ τ τ τ δτ τ τ δτ
Ω

′ ′〈 〉 = 〈 〉 + 〈 〉2   

*( ) ( ( ), ), ( ( , ,) ),u S Su J u J uττ τ τ δτ τ τ δτ′= 〈 〉 + 〈 〉   
*( ) ( ( ), ) ( ( ), ) ,,u Su J u J uττ τ τ τ τ δτ′= 〈 + 〉   

*آنكه در   * *( ) ( ( ); , )refu L X Sτ′ ∈ ϒ Ω2 )يالحاقعملگر    ) ( , ( ; ))refu S L Xτ′ ∈ ϒ Ω2 توجه كنيد ( است

)ϒ.,.كه در اينجا  افتـه يبنـابراين مشـتق كـاهش    ؛ )اسـت  بـين دو فضـا   پيوسـته  مجموعـه همـه عملگرهـاي خطـي    (
*( )j Sτ′ ∈   برابر خواهد بود با  

*( ) ( ) ( ( ), ) ( ( ), ).uj u J u J uττ τ τ τ τ τ′ ′= +  )15(  

براي عبارت اول از روش الحاقي استفاده خواهيم . در دسترس است) 15(در كاراي عبارت دوم اغلب محاسبه 

)ميمستقكرد تا از محاسبه  )u τ′ كاربرد روش الحاقي در كنترل بهينه معمول و بر اساس ملاحظات  .شودخودداري

  :استزير 

)مشتق معادله حالت ( ), )E u τ τ =   :دهد مينتيجه  0

( ( ), ) ( ) ( ( ), ),uE u u E uττ τ τ τ τ′ = −  )16(  

* بنابراين و * *( ) ( ( ), ) ( ( ), )uu E u E uττ τ τ τ τ′ = −  :يمكن مي معادله الحاقي زير را معرفيحال .  

*( ( ), ) ( ( ), ).u uE u J uτ τ λ τ τ= −  
  

)*عملگر ،1اكنون با فرض  ( ), )uE u τ τ جواببنابراين معادله الحاقي داراي . پوشاست*( ; )refL Zλ ∈ Ω2 

 :داريم )15( اكنون از عبارت اول. است

* * * *( ) ( ( ), ) ( ) ( ( ), ) ( ( ), ) .( )u uu J u u E u E uττ τ τ τ τ τ λ τ τ λ′ ′= =  
 :زير خواهيم رسيد سادهرابطه به  افتهي كاهشبراي محاسبه مشتقات  جهيدرنت

*( ) ( ( ), ) ( ( ), ).j E u J uτ ττ τ τ λ τ τ′ = +  
)،شكلسازي  بهينه مسايلدر  )j τ′ در زير خلاصه شده   الگوريتم محاسبه مشتق شكل. ناميم مي را مشتق شكل

  :است
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  محاسبه گراديان مرتبه اول تميالگور

adTτفرض كنيد  .1 )حالتمتغير  داده شده باشد،  ∋ ; )refu L X∈ Ω2 آيد مي به دستبا حل معادله حالت: 

*
( ; )

( ( ), ), , ( ; ).
ref

refL Z
E u v v L Zτ τ

Ω
〈 〉 = ∀ ∈ Ω2

20  

)*متناظرمتغير الحاقي   .2 ; )refL Zλ ∈ Ω2  :آوريد به دستزير  ا حل معادله الحاقيرا ب 

*
( ) ); ( ;

, ( ( ), ) ( ( ) ) ( ,, , ;, )
ref ref

u u refL Z L X
E u v J u v v L Xλ τ τ τ τ

Ω Ω
〈 〉 = −〈 〉 ∀ ∈ Ω2 2

2  

)افتهيمشتق كاهش  .3 )j τ′ آيد مي به دستاز رابطه زير: 

*
)( ;

( ), , ( ( ), ) ( ( ), ), .
ref

S SL Z
j E u J u Sτ ττ δτ λ τ τ δτ τ τ δτ δτ

Ω
′〈 〉 = 〈 〉 + 〈 〉 ∀ ∈2  

  

  گسسته سازي تصادفي  4

 فرض نويز متناهي  4-1

k:يتصادفمتغير  ky Ω → Γ ⊂ R را براي, ,...k M=1 M با  2 < كـه   گيـريم  مـي  حقيقي مقدار در نظر ،∞+

k:احتمــــالداراي تــــابع چگــــالي  kρ +Γ → Rاكنــــون. اســــت
1

( ) ( )
M

k k
k

y yρ ρ
=

=  تــــوأمرا چگــــالي  ∏

k
M

M

k
y

=
∈Γ ≡ Γ ⊂∏

1

R ميدان يم، همچنين ميكن يم تعريف[ , ,..., ]TMy y y y= 1 برداري بـا بعـد متنـاهي      2

تصادفي بسيار حيـاتي   بودن پارامترهاي، فرض متناهي يعددي ها روشبا  جزييبا مشتقات  حل معادلات در .است

فضـاهاي متنـاهي   ، از نمادگـذاري  روابـط براي سادگي نمـايش   ه واين فرض را در نظر گرفت در اين پژوهش. است

 طور به. به تعداد متناهي از متغيرهاي تصادفي وابسته خواهند بود f  با اين فرض تابع منبع تصادفي. يمكن مياستفاده 

)ميسيبنو توانيم مينمادين  ( ), ) ( ( ), , ( ); )Mf y x f y y xω ω ω= ) كه در آن 1… ,..., )y y yπ= يك بـردار   1

ky كه يمكن ميفرض . تصادفي است k,..., يبرا  M= داراي ميانگين صفر و واريانس واحد هسـتند و همچنـين   1

 :، خواهيم داشتyبه f  فرض وابستگي خطي با. ندا دو به دو از هم مستقل

( , ) [ ]( ) ( ) ( ),
M

k k
k

f y x f x f x y ω
=

= + ∑
1

E    

k,...,براي kfكه در آن M=  لويـو -ايـن گسـترش همـان توسـيع كـارهونن     . هسـتند  دار كرانيكنواخت  طور به 1

بـراي   يبنـد  فرمـول ايـن  . ايـم  بسـته  بـه كـار  را  لويـو -توسـيع كـارهونن   هـا  گسـترش در اين مقالـه بـراي ايـن    . است

-بـا اسـتفاده از قضـيه دووب    در فضـاي متنـاهي،   يبنـد  فرمـول  يبـرا ابتـدا  . يري بسيار مفيدتر خواهد بـود گ انتگرال

 :]32[ داريم 1دينكين

( , ) ( ) ( , ) ( ) .f x dx d f y x dx y dyω µ ω ρΩ Γ=∫ ∫ ∫ ∫D D
  

                                                           
1
 Doob-Dynkin 

 [
 D

ow
nl

oa
de

d 
fr

om
 ja

m
lu

.li
au

.a
c.

ir
 o

n 
20

26
-0

2-
04

 ]
 

                            13 / 23

https://jamlu.liau.ac.ir/article-1-1146-fa.html


 �� \]�دZ& ��ز� �RS TU� &VWXYدQت �MNOP �Iت �I &JKL داد" BC��D�EFGH?، و   �A@?د� <=>ا;&

50 

-كارهونن نحوه محاسبه توسيع .خواهيم بست كار بهي عددي در ادامه ها روشرا براي استفاده از  يبند فرمول نيا

  .شدمطالعه  ]33[در  لويو

  

  كارلو مونت يريگ نمونهروش  4-2

 كه مستقل و با توزيـع يكسـان  است  yرهاي تصادفيبر اساس ايجاد سيستمي از متغي كارلو مونت يريگ نمونهروش 

اسـت و  Yحقيقـي سـازي متفـاوت از    Mبـراي   ،سيسـتم معـين   M حل صورت به) 9(بنابراين حل سيستم  ؛باشد مي

)جواب M بنابراين ;( ) )i ju u yτ τ=  به دست خواهيم آورد كهراiy، i-امين حقيقي سازيy زماني كه. است 

M ميـانگين را   تـوان  ميبراي مثال . مورد نياز را تخمين زد يها آماره توان مي ها آند با استفاده از جواب محاسبه ش

) صورت بهبا استفاده از قضيه لم مركزي  )
M

i

i
u u

M
τ

=
= ∑

1

كند و برابر  نسبتاًنرخ همگرايي اين روش . تخمين زد 1

) بااست  )o M
−1
2  ]28[.  

 
  تصادفي يمحل همي ها روش 4-3

ايده كلـي،  . درونياب لاگرانژ است ،ژهيو بهو  يا چندجملهدر حالت كلي بر اساس توسيع  ،تصادفي يمحل همروش 

}يمحل همانتخاب مجموعه نقاط  }j M
M jy y == در هريـك از  ) 9(معادلـه   اساس اين بر. در فضاي تصادفي است1

,بايد برقرار باشد، به اين معني كه سيستم زير براي jy نقاط ,...,j M=1    :شود مي حل2

)( ( ,, );jE u y τ τ =0  )17(  

البتـه  . خواهـد بـود  سيستم معـين   Mشامل حل  يمحل همروش  جهيدرنتيك سيستم معين است و  )j ،)17هربراي 

 معمولاً. دشو ميرا نيز شامل  كارلو مونت يريگ نمونه روشاست كه  يمحل هماين يك تعريف گسترده براي روش 

جـواب معادلـه بـا    . ردي ـگ يمانجام  يمحل هم، انتخاب هوشمندانه نقاط رود يم به كار يمحل همي ها روشزماني كه 

بـا  ) 17( جـواب معادلـه حالـت    اكنون. نمايش داد با استفاده از توابع درونياب لاگرانژ توان ميرا  موردنظرمشتقات 

 :شود مي زير نمايش داده صورت بهاستفاده از درونيابي 

 , 
1

( ) ( ) ( ) ( )
M

j
j

j

u y u u y h y v
=

≡ =∑% I  

)و استلاگرانژ  يها يا چندجمله jh در آن كه ) ;( )j ju y u y τ=. لاگرانـژ   يهـا  يا چندجملـه كه  يمكن مي يادآوري

,هرد و براي شو ميتعريف  ،مناسبدر فضاي درونيابي  { , ,..., }i j M∈ 1 2 ),داريـم   )j
i i jh y δ=. يابي ـدرون جـه يدرنت

( )u y% برابر جواب دقيق در هرM  هـاي   ، آمـاره يمحل ـ هـم هـاي معـين در نقـاط     اباستفاده از جـو  با. است يمحل همنقطه

يابي ـدرونميـانگين  . آورد به دسـت را ) 17( هاي جواب تصادفي آماره توان ميمحاسبه كرد و بنابراين  توان مي را درونيابي

û  زير نمايش داده شود صورت بهد توان ميبراي مثال:  

[ ] ( ) ( ) ( ) .
M

j
j

j
u u y h y y dyρΓ

=
= ∑ ∫%

1

E  )18(  
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 يهـا  يا چندجملـه كـار اطلاعـات    آيد كـه بـراي ايـن    به دستغير بديهي  صورت بهد توان ميمحاسبه اميد رياضي  

به محاسبات زيـادي نيـاز    كه است ،استفاده از ماتريس وارون از نوع واندرموند يك روش. رد نياز استلاگرانژ مو

 :انجامد آوردن انتگرال است كه به رابطه زير مي به دستبراي  1يريگ انتگرالروش ديگر استفاده از قاعده . دارد

[ ] ( ) ( ) ( ) ,
M M

j
j k k k

j k
u u y h y y wρ

= =
= ∑ ∑%

1 1

E   

ky كــه در آن ا رزيــ ؛دقيــق خواهــد بــود) 18(تقريــب انتگــرال در . هســتند گيــري انتگــرال يهــا وزن kwونقــاط   

. از اين مرتبه دقيق اسـت  ييها يا چندجملهدرجه دوم براي  گيري انتگرالهستند و  Mلاگرانژ از مرتبه  يا چندجمله

تـابع  بـا  . تـر كـرد   ، سـاده يمحل ـ همبا انتخاب هوشمندانه نقاط  توان ميبراي ميانگين درونيابي را  آمده دست بهرابطه 

,يبرا لاگرانژ يها يا چندجملهمشخصه  { , ,..., }i j M∈ 1 ), برابركه  2 )j
i i jh y δ=، بازنويسي روابـط،  است و 

 :ابدي يمميانگين به رابطه زير كاهش 

1

[ ] ( ) ( ) ,
M

j j
j

j

u u y y wρ
=

=∑%E  

 :زير محاسبه شود صورت بهد توان ميبه همين ترتيب واريانس درونيابي 

,Var[ ] ( ( ) ( ) [ ]) ( )

(( ) [ ]) ( )

M M
j

i j k k k
k j

M

k k k
k

u

u

u y y u y w

y u y w

δ ρ

ρ

= =

=

=

=

−

−

∑ ∑

∑

2

1 1

2

1

% %

%

E

E

  

  

   يتصادفبيضوي  جزييهندسي با قيد معادله با مشتقات سازي  بهينه 5

  سازي بهينه مسالهي قبلي را براي حل ها بخشدر  شده ارايهروش 

( ) ( ( )) .J j u dxdyΓ= ∫ ∫DD D  )19(  

  :يمگير مي به كارزير  جزييو قيد معادله با مشتقات 

( ; ) ( ; ) ( ; ),  ,u y x bu y x f y x in−∆ + = Γ×D  )20(  

  

لاگرانـژين   را بـا معرفـي   هـا  آناستخراج معادله حالت و الحاقي نيازي به انتقال دامنه نـدارد، ابتـدا    كه نيابا توجه به 

  :يمكن مي محاسبهزير  صورت بهبالا  مسالهبراي 

, ( ; ), ( ; ) ( ( ))

( ; ) ( ; ) ( ; ) ( ; ) .

( )

( )

u y p y j u dxdy

p y u y x bu y x f y x dxdy
Γ

Γ

=

+ −∆ + −
∫ ∫

∫ ∫
D

D

L D D D D

D
  

  

                                                           
1
 Quadrature Rule 
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adTτي هـا  تبديلاستفاده از  به دامنه ثابت با ها انتگرالديد كه انتقال اين  توان مي يراحت به انجـام   )10(رابطـه  و  ∋

توجـه  (كنـيم   دامنـه اسـتفاده مـي    بر اسـاس  يبند فرمولهمچنين توجه كنيد كه در اينجا براي سادگي، از . يردپذ مي

)كنيد كه  )( )refIτ= +D D ( بـا دو  ، جزيـي متناظر قيد معادله بـا مشـتقات    غالباًساختار، سازي  بهينه مسالهبراي

 هـا  آنجداگانـه بـه بررسـي     طور بهو شرط مرزي نيومن كه  كلهيريدشرط مرزي  :كار داريمسرو نوع شرايط مرزي

  . خواهيم پرداخت

  

  شرط مرزي نيومن 5-1

  :با شرط مرزي نيومن زير باشد) 20(جواب سيستم  u كنيم فرض

. ( , ),   N Nu n g y x on∇ = Γ×∂D  )21(  

  :خواهيم داشت) 21(با شرط مرزي ) 20( مسالهبا تشكيل لاگرانژين براي 

, ,  ( ) ,( ) Nu p j u dxdy p u bpu p f dxdy p g dxdy∂Γ Γ Γ= + ∇ + − −∇∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫D D D
L D  

)به فضاي بخنـر  pو  uكه در آن )( ); dL HΓ2 1
R   {2,3}و تعلـق دارنـدd  فضـاي  بايـد توجـه داشـت كـه    . ∋

)( dH1
R دامنه بهD  بـا محاسـبه   . متغيرهاي تابعك لاگرانژين از يكديگر مستقل هسـتند  جهيدرنتوابسته نيست و

ابتـدا مشـتق    .را تشـكيل دهـيم   آمـده  دست بهكنترل بهينه  مسالهسيستم بهينگي  توانيم ميهاي جهتي لاگرانژين  مشتق

  :برابر خواهد بود با pδو در جهت  pنسبت به Lجزيي

, , ( ) ,( )p Nu p p p u b pu p f dxdy p g dxdyδ δ δ δ δ∂Γ Γ= ∇ ∇ + − −∫ ∫ ∫ ∫D D
L D  )22(  

و  uنسـبت بـه   Lجزيـي اكنون مشتق . دهد مي به دستفرم تغييري معادله حالت را  درواقع شود مي كه وقتي صفر

)در جهت ; ( ))du L Hδ ∈ Γ2 1
R برابر خواهد بود با:  

, , ( ) ( ) ,( )u u p u j u u dxdy p u bp u dxdyδ δ δ δΓ Γ′= + ∇ ∇ +∫ ∫ ∫ ∫D D
L D  )23(  

اكنون براي محاسبه مشـتق شـكل بايـد مشـتق      .دهد مي به دستفرم تغييري معادله الحاقي را  شود مي كه وقتي صفر

  :ميكن محاسبه τثابت هستند در جهت pو uمتغيرهاي كه نيابا فرض  Dرا نسبت به دامنه Lجزيي
( )

, , ( ) . ( ) ,( ) ( )
ref

N
N

pg
u p n j u p u bpu pf Hpg dsdy

n
τ τ∂Γ

∂
= + ∇ ∇ + − + +

∂∫ ∫D D
L D  )24(  

)اكنون بايد توجه داشت كه با متغير حالت. خميدگي ميانگين است Hكه در آن  )refu D  و الحـاقيp بـه   قـاً يدق

  :دست خواهيم يافت) مشتق شكل(گراديان تابع هدف 
( )( ) , ( ), ( ) , ( ), ( ) ,( ) ( )

refref ref ref reu f ref refJ u p u u p u dsdyτ τ τΩ′ ′= + ∫ ∫D D
D L D D L D D D  

از قضيه مشتق تركيبي بـراي مشـتق    كنيد كهتوجه . مستقل استpمتغير الحاقي، از وابسته و Dبه دامنه uدر اينجا

)با قرار دادن. شكل استفاده كرديم )refp D جهيدرنتو  شود مي كه جواب معادله الحاقي است، عبارت دوم حذف 

  :خواهيم داشت

( )( ) , ( ), ( ) ( ).( )ref ref ref refJ u pτ τ′ = DD L D D D  )25(  

  .تابع هدف نسبت به دامنه را براي محاسبه مشتق تركيبي نياز داريم يريپذ مشتقكه 
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  كلهيريدشرط مرزي  5-2

  :گيريم زير در نظر مي كلهيريدرا با شرط مرزي ) 20(اكنون سيستم 

( , ),    Du g x inω= Ω× ∂D . )26(  

آوردن  بـه دسـت  آن در فضـاي تـابعي و    واردكـردن  جـه يدرنتتغييري نيست  كلهيريدشرط مرزي  كه نيابا توجه به 

ين بـراي حـل ايـن مشـكل، اسـتفاده از ضـريب لاگرانـژ        زجـايگ  حل راهيك . تابعك لاگرانژين پيچيده خواهد بود

) لاگرانـژين  λ براي گريد عبارت به. است مكمل )( , , ) ( ( )); du p L Hλ ∈ Γ
3

2 1
R  زيـر تعريـف   صـورت  بـه را 

  :يمكن مي

, , , ( ) . ( ) .( ) Du p j u dxdy p u bpu p f dxdy u g dsdyλ λΓ Γ ∂Γ= + ∇ ∇ + − + −∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫D D D
L D  

)زيرا متغيرهاي  ؛متغيرها از يكديگر مستقل هستند در رابطه بالا   , , )u p λ     به فضايي تعلق دارنـد كـه بـه دامنـهD 

uو pنسبت به متغيرهاي Lلاگرانژين جزييهمچنين مشتق . وابسته نيست λ ) بـه ترتيـب بـه    ) با توجه به تعريـف

آوردن فرم تغييـري معادلـه الحـاقي،     به دستبراي . انجامد يم كلهيريدحالت و شرط مرزي  يها معادلهفرم تغييري 

)و در جهت uلاگرانژين را نسبت به جزييمشتق  ; ( ))du L Hδ ∈ Γ2 1
R يمكن مي محاسبه:  

, , , ( ) ( ) .( )u u p u j u u dxdy p u bp u dxdy u dsdyλ δ δ δ δ λδΓ Γ Γ ∂′= + ∆ + +∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫D D D
L D  )27(  

  :خواهيم داشت مجدداً جزييگيري  با استفاده از انتگرال

, , , ( ) ( )

. . ,

( ) ( )

( )
u u p u j u p bp u dxdy

p n u dsdy p u n dsdy

λ δ δ

λ δ δ∂ ∂

Γ

Γ Γ

′= − ∆ +

+ ∇ + + ∇
∫ ∫

∫ ∫ ∫ ∫
D

D D

L D
  

,حال شرط , , ( ) 0( )u u p uλ δ =L D براي همه( ; ( ))du L Hδ ∈ Γ2 1
R ابتدا. به سه رابطه خواهد انجاميدuδ 

  :خواهيم داشت جهيدرنت .گيريم مي نظر refΩ×Dفشرده در لحممرا با 

( ), ,refp bp j u′−∆ + = − Ω×D    

u.و با مقدار دلخواه بـراي  refΩ×∂Dروي uδاكنون با صفر گرفتن nδ∇2فضـاي  رد 2( ; ( ))refL LΩ ∂D روي

refΩ×∂D  ــواهيم داشــت 0p:خ ــواه گــرفتن   . = ــرانجام بــا دلخ 2فضــاي  در uδس 1( ; ( ))refL HΩ D روي

refΩ×∂Dخواهيم داشت:. 0p n λ∇ + اكنـون بـراي    .دوبـاره بـه رابطـه الحـاقي خـواهيم رسـيد       بي ـترت نيا به، =

بـا در نظـر گـرفتن     .آوريـم  بـه دسـت   τو در جهـت  Dرا نسـبت بـه   Lجزيـي محاسبه مشتق شـكل بايـد مشـتق    

  :خواهيم داشت λو ضريب لاگرانژ u،pيها جواب
( ( ))

, , ( ) . ( ) . ( ) .( ) ( )
ref D

Du g
u p n j u p u bpu pf H u g dsdy

n

λτ τ λ∂Γ
∂ −= +∇ ∇ + − + + −

∂∫ ∫D D
L D

  
  

0pگرفتن شرايط مرزي در نظربا   =،Du g= و همچنين.p nλ =   :خواهيم داشت refΩ×∂Dروي  ∇−
, , ( ) ( )( ) , ( ), ( ) .( ) ( )

refref ref u ref ref refu p J u p u dsdyτ τ τΓ′ ′= + ∫ ∫D D
L D D L D D D  
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از  λو ضـريب لاگرانـژ   pآوردن اين رابطه، با توجـه بـه اسـتقلال متغيرهـاي     به دستكه براي  يمكن مي وريآياد

ــه ــا  Dدامن ــه دســتاز قضــيه مشــتق تركيبــي  اســتفادهب ــد ب ــادير  . آم ــا جايگــذاري مق ــون ب )اكن )refp p= D  و

( ).refp nλ = ∇ D مشـتق شـكل    جـه يدرنتو  شـود  مـي  عبـارت دوم حـذف   ،كه در آن جواب معادله الحاقي است

  :آيد مي به دست موردنظر

, , ( ) ( )( ).( )ref refu p Jτ τ′=DL D D  )28(  

   
  عدديسازي  بهينهالگوريتم  5-3

عـددي تـابع    يساز نهيكمبراي . ميبر يم به كار، موردنظرشكل سازي  بهينهالگوريتم گراديان را براي  در اين بخش،

)هدف ) ( ( ))J j u dxdyΓ= ∫ ∫DD D،  فرمـول   .دشـو  مـي يستم بهينگـي در نظـر گرفتـه    در س آمده دست بهبا قيود

)مـوردنظر كـه شـكل    τنسـبت بـه  تحليلي گراديـان تـابع هـدف     ) ( )( )ref refIτ τ= = +D D D  را پـارامتري 

  :زير خواهد بود صورت به دكن مي
( )( ) . ( ) ,

refref refJ n j dxdyτ τΓ ∂′ = ∫ ∫ DD D  

)كه در آن  )refj D تابعي از متغير حالتu و الحاقيp شـكل جديـد را بـا شـروع از      توانيم مي جهيدرنت. نيز است

) صورت به refDشكل اول  )( )s s refI τ= +D D كه( )s refsj nτ = − D،     محاسـبه كنـيم كـه در آنs   گـام

)اطمينان داشت كه  توان ميكافي كوچك،  اندازه به sبراي. كاهشي است ) ( )s refJ J≤D D .  داريـم كـه  توجـه 

asنخسـت آنكـه بـردار    :وجـود دارد  مسـاله دو  sDآوردن شـكل جديـد    به دستبراي  dTτ گـام   بايـد در هـر   ∋

)كه يدرحالمحاسبه شود  )refj nD روي مرز  تر شيپref∂D بايد به درون موردنظربنابراين اثر  ؛تعريف شده است

refD گسترش يابد تا بتوانيمsτ يمكن ـ مـي  فـرض  اغلب كه نياست كه با توجه به ا دوم اين مساله. را محاسبه كنيم 
, ( , )ddWτ ∞∈ 1
R R  تابع كه نياو( )refj D  را  مـوردنظر كافي منظم نباشد، بايـد پـارامتر    اندازه بهممكن است

بـه آن توجـه داشـت، اعمـال قيـد       بايـد  عـددي  يسـاز  ادهي ـپمطلب ديگري كه براي  .]1[ كافي منظم كنيم اندازه به

dxبـا  ) 2(شـكل اسـت كـه در رابطـه      يساز نهيبه مسايلمحدوديت حجم در  V∫ 0=
D

 V0و در آن  شـده  مشـخص  

قيـد   تـوان  مـي با ايـن ضـريب   ( دشو مياستفاده  lبراي اعمال اين دسته از قيود از ضريب لاگرانژ. استحجم اوليه 

:و با در نظر گرفتن  ين توصيفابا  .)حجم را وارد تابع لاگرانژين كرد ref=0D D قسمت  شكل آغازين، عنوان به

  :برابر خواهد بود بادر هر گام اصلي الگوريتم 

  محاسبه پارامتر طراحي  •

( ). ( ) ( . ) ,

,

k d k
k

s n u u u p bup fp l on

on
τ

 − + ∇ ∇ + − −= 
 ∂

21
2

0

S

D\S
 )29(  

   

): به هنگام سازي شكل • )( )k k kI τ+ = +1D D 

  . بايد توجه داشت كه مقدار پارامتر طراحي روي مرزهاي ثابت برابر صفر است
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ناميـده  سـازي   گسسـته -سپس-يساز نهيبه ميا كاربرده بهكنترل بهينه روي مرز ثابت  مسالهاستراتژي كه ما براي حل 

توضـيح   4كـه در بخـش    طـور  همـان اسـت بـراي اعمـال روش عـددي،      شـده  محاسبهحال سيستم بهينگي . دشو مي

 jy كنـيم كـه   در اينجا فـرض مـي  . ميكن يمتصادفي براي گسسته سازي استفاده  يمحل هماست، از روش  شده داده

, براي ,...,j M= 1 kباشد،  يمحل همنقاط  2 ∈ 0N   را باk شمارنده تكرارهـا   عنوان به، نيآغازگام  عنوان به 0=

زيـر   صـورت  بـه عددي  يساز نهيبهاكنون الگوريتم . يمده مينقطه شروع قرار  0D را متناظر با τ0. يمگير ميدر نظر 

  :دشو ميخلاصه 

 جزيـي سيستم معـين متنـاظر معادلـه بـا مشـتقات       jy يمحل همهر نقطه  براي :حل معادلات حالت و الحاقي. 1

)را براي به دست آوردن ) كلهيريددر حالت ) 27(و ) 22) ((23(و ) 22(تصادفي  , , )j j j
k k ku p λ حل كنيد.  

)با استفاده از : جستجوي جهت .2 , , )j j j
k k ku p λ يا چندجملـه با اسـتفاده از توسـيع   ، )1(گام از  آمده دست به 

)، مقدار گيري انتگرالقاعده  به كار بردنو ) 18( , , )k k ku p λ     را محاسبه كرده و بـا اسـتفاده از آن و رابطـه

   .آوريم را به دست مي )شبكه ييجا جابه( ، پارامتر طراحي)29(

)يم، ده ميقرار : به هنگام سازي .3 )( )k k kI τ+ = +1D D و :k k= +1.   

  :د مفيد واقع شودتوان ميتوضيحات زير  تر شيببراي بيان 

) داخليبايد توجه داشت كه گراديان تابع هدف از ضرب  :يمنظم ساز) الف( ),refJ τ′ D  يم كن ـ مياستخراج

)بـراي مثـال  ( هيلبـرت ضـرب داخلـي داراي سـاختار     .دشـو  مـي كه در تعريف مشتق فرشت ظـاهر   )H1 D( اسـت .

)جهت كاهشي بنابراين  )d H∈ 1 D  يكتا از رابطه زير به دست آورد طور به توان ميرا:   

( ), ,refdd d x Jτ ττ ′=∇ ∇ +∫D D  )30(  

بـه گسـترش طبيعـي     تـوان  مـي را ) 30(رابطـه   ،آيـد  مـي منظم بودن دلخواه گراديـان بـه دسـت     كه نياكه علاوه بر  

  .]1[شبكه به همه دامنه تعبير كرد ييجا جابه

گـرفتن مشـتق    در نظـر بـا  . دشـو  مـي مقدار ضريب لاگرانژين در هر تكرار به هنگام سـازي  : محدوديت حجم) ب(

) صورت بهشكل  ) '( )J lV′ + =0D D  دشو ميلاگرانژين در هر گام با استفاده از رابطه زير به هنگام:  
( )

( ).k
k l

l l
l V Vε+

+= + −1 0
2

  

پارامتر تغييـر شـبكه و حجـم پارامترهـاي      كه نيابا توجه به . كافي كوچكي است اندازه بهعدد مثبت  lεكه در آن 

  .يردپذ ميي معين انجام ها مسالهغير تصادفي هستند، محاسبات مانند 

 توجـه  قابـل  انـدازه  بـه بسـيار دشـوار اسـت و محاسـبات را      مسـايل محاسبه طول گام در اين : محاسبه طول گام) پ(

ي كـارايي ماننـد آرميـژو و ولـف     ها روشكه براي استفاده از  يتوجه قابل يها يدشواربا توجه به . دهد ميافزايش 

كـه   بي ـترت ني ـا بـه . ايم آوردهدست ه ي كاهشي قبلي بها جهت در مقاله حاضر ، طول گام را با محاسبه  وجود دارد

k,ضــرب داخلــي  kd d ــراي كــاهش يــا افــزايش طــول گــام   1− همچنــين . دشــو مــيگرفتــه  در نظــرمعيــاري ب
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 انـدازه  بـه ي ي كاهشي قبلها جهت كه

  برابر )19( در رابطه تابع هدف .گيريم

( )( , ,) d NJ u dxu uΓ Γ= +−∫ ∫ ∫ ∫
21

2 2D D
D  

نـازل شـامل يـك     .كنـد  يم ـ يسـاز  مـدل 

پـارامتر  ) S مـرز آزاد ( وارهيدو  است

 در همگـرا  نازل حاضر مساله مقاله 

 نـازل  خروجـي  جريـان  كـه  يدرحـال 

 بـا  اينجـا  در البتـه  كـه  اسـت  همـوار 

ودي نـازل بـا   ور. است شده دادهنشان 

داراي  y1 اينجـا در  .، مـدل شـده اسـت   

شـرط نيـومن   بـا   خروجيجريان  .است

در نظـر  ) اغتشـاش (دار كوچك قبا م

 شـده تقريـب   )4بخـش  ( لويو- توسيع كارهونن

ميـدان تصـادفي در نظـر    نيـز   ،كـه اثـر ديـواره نـازل بـر جريـان را مـدل كنـد        

0.با ميانگين و واريـانس   تـا مـدل مناسـبي از اثـر      اسـت  2

 را آمـده  دسـت  بـه بهينـه  جـواب   ،2شكل 

 شـده  دادهنشـان   در آن، همچنـين تـابع تـراز ميـانگين جريـان نيـز       

 
           )ب

شكل نهايي نازل كه تراز ميانگين متغيـر  ) 

  .)و سمت راست خروجي نازل است

 �� \]�دZ& ��ز� �RS TU� &VWXYدQت �MNOP �Iت �I &JKL داد"
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كه يدرصورت(د معياري را براي شرط توقف به دست دهد 

   ).ايم رسيدهاستنباط كرد كه به نقطه بهينه  توان ميد، كافي به هم نزديك شو

گيريم مي را در نظرشكل نازل سازي  بهينه موزندهآ مساله ،عددي

)( , ,;(
Nd NJ u dxdy d dx s yg y u

β
∂Γ Γ= +∫ ∫ ∫ ∫

2

2 2D D

مـدل را نـازل  رفتـار جريـان در    ،تصادفيبا پارامترهاي  ،)20(

است uتابع جريان مسالهحالت  مسالهدر اين  .است ورودي، يك خروجي و ديواره

 در. ايم كه جريان غير چرخشي و متقارن است همچنين فرض كرده

درحـال  ،هستيم نازل سراسر در duيكنواخت جريان دنبال به آن

همـوار  دشـو  مي استفاده مهندسي كاربردهاي در كه ها نازل آل ايده

نشان  1در شكل  اوليهنازل  .آيد مي دست به موردنظر همواري

( )Dg y x x= −1 2 22 ، مـدل شـده اسـت   يك ميدان تصـادفي اسـت   كه 1

yوسي با ميانگين  =1 ]و واريانس  2 ] .Var y =1 0 ]در بازه 02 , ]0 است 2

]يكنواخت در بازه  يتصادف ريمتغك كه ي ، مدل شده , ]−1 با م 1

( )b y x−= × −4
2 110 توسيع كارهونن پارامتر تصادفي است كه با 1

( )f y x−= −2 210 كـه اثـر ديـواره نـازل بـر جريـان را مـدل كنـد         1

y2 داراي توزيع نرمال در بازه[ , ]−1 0.با ميانگين و واريـانس   1 2

βدر اين مثال  .، به دست دهد = شكل . است شده گرفته در نظر 1

، همچنـين تـابع تـراز ميـانگين جريـان نيـز       دهد مينشان ) كه همان شكل بهينه است

   .است شده دادهميانگين متغير الحاقي نشان نازل بهينه به همراه 

      
ب(                                                       )الف(    

) ب(شده است،  يبند شبكهو شكل نهايي نازل ) هاي پر خط(شكل اوليه نازل 

و سمت راست خروجي نازل است دهد ميسمت چپ ورودي نازل را نشان 

��ز� �RS TU� &VWXYدQت �MNOP �Iت �I &JKL داد" BC��D�EFGH?، و   �A@?د� <=>ا;&

,k kd d د معياري را براي شرط توقف به دست دهد توان مي 1−

كافي به هم نزديك شو

       

  مثال عددي  6

عددي مثال براي مطالعه

(است و معادله حالت 

ورودي، يك خروجي و ديواره

همچنين فرض كرده. استطراحي 

آن در و شده گرفته نظر

ايده شكل .باشد ناچيز

همواري ليپشيتس مرز انتخاب

) كلهيريدشرط مرزي  )g y x x1 2 2

2وسي با ميانگين اتوزيع گ

Ng ξ−= ، مدل شده410×

) .است شده گرفته )b y x= × −2 110 1

) تابع منبـع . است )f y x2 2
2 110 1

y2كه در آن شده گرفته

، به دست دهدديواره بر جريان

كه همان شكل بهينه است(براي نازل 

نازل بهينه به همراه  3در شكل  .است

  
                                   

شكل اوليه نازل ) الف( .1شكل 

سمت چپ ورودي نازل را نشان ( دهد ميالحاقي را نشان 
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  )سمت چپ ورودي نازل و سمت راست خروجي نازل است

u (يري ـگ اندازه ناحيه در ) در كـه 

 جريـان  كه يدرحالDg شده داده 

شـود   كمينـه  انـرژي  كـه  باشـد  يا

 در .شـود  نزديـك  دلخـواه  حالت

 مجـاز  حجـم  قيـد  اعمـال  به توجه

 اينجـا  در .رسـاند  نمـي  بهينـه  جـواب 

 انـرژي  تـابع  كردن كمينه كه نيا به

 بـه  تـوان  مـي كـه   ددار فراوانـي  كـاربرد 

 ناديـده  را انـرژي  ضـريب  ايـن صـورت  

ماننـد  (ي غير نفوذي، در كنار قابليت بهبود بـا انتخـاب هوشـمندانه نقـاط     

. معـين اسـت   يهـا  دسـتگاه ي موجود براي حـل  

كـاراي در دسـترس بـراي بـه دسـت آوردن نتـايج       

 يافـزار  نـرم شـده و از بسـته    يسـاز 

 اسـت  ]DOLFIN ]35بسـته محاسـباتي   

 ييجـا  جابـه  مسـاله بـراي حـل   . دهـد 

ها بـا اسـتفاده از    شكل. است شده استفاده

  

  ، ٣٧-٥٩)    ١٣٩٤(   ٤٥  
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سمت چپ ورودي نازل و سمت راست خروجي نازل است(تراز ميانگين حالت نهايي متناظر با شكل بهينه 

du( دلخواه جريان به رسيدن براي كه دهد مي نشان آمده

 يچرخش ريغ و تصادفي ورودي جريان با) است يدوبعد

 Ngا گونه بهبايد  آن رييتغ )1 شكل(نازل  شكل بايد باشد

حالت به است ممكن كه آنجا تا آمده دست به حالت و) هدف 

توجه با البته .است شده تر جمع نازل شكل رود يم انتظار كه طور

جـواب  بـه  را ما حجم كردن كم تنها و است دشوار مساله بررسي

به بسته شود گرفته نظر در ساز منظم پارامتر مانند دتوان مي

كـاربرد  مهندسـي  در مسـايل  از دسته اين .باشد اهميت حايز

ايـن صـورت   در( كـرد تونـل اشـاره    داخـل  در يكنواخـت  باد با جريـان 

 .دارد مكان به نسبت تصادفي رفتار ورودي باد جريان كه

ي غير نفوذي، در كنار قابليت بهبود بـا انتخـاب هوشـمندانه نقـاط     ها روشاساسي  يها

ي موجود براي حـل  ها روشبا  ها آن، قابليت تركيب )يمحل همدر روش 

كـاراي در دسـترس بـراي بـه دسـت آوردن نتـايج        يهـا  تميالگـور و  ما اجازه داده است تا از ابزارها

سـاز  ادهي ـپلينـوكس   عامـل  سـتم يسبراي مقاله حاضر، كـدها در  

بسـته محاسـباتي    FEniCSميانبر اصلي . است شده استفاده Pythonمنطبق با 

دهـد  ميدر اختيار قرار  جزييكه ابزارهاي مناسبي را براي حل معادلات با مشتقات 

FEMorph استفاده ،شده دادهتوسعه  ]36[ كه توسط دكتر اشميت

  . است جادشدهيا ]37
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تراز ميانگين حالت نهايي متناظر با شكل بهينه  .2شكل 

  

آمده دست به عددي نتايج

دوبعد نازل دامنه همه اينجا

Ngبا برابر بايد خروجي

 تابع در دوم عبارت(

طور همان اين صورت

بررسي كه ديد توان مي

مي دوم عبارت ضريب

حايز اندازه چه دامنه در

باد با جريـان  تونل طراحي

كه يدرحال) يمگير مي

ها يژگيويكي از 

در روش  يمحل همنقاط 

ما اجازه داده است تا از ابزارهااين ويژگي به 

براي مقاله حاضر، كـدها در  . عددي استفاده كنيم

FEniCS ]34[  منطبق با

كه ابزارهاي مناسبي را براي حل معادلات با مشتقات 

FEMorphشبكه از افزونه 

Paraview ]7 افزار نرم
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  يريگ جهينت 7

) هندسـي تصـادفي ناميـديم   سـازي   بهينـه كـه آن را  (تصـادفي   يهـا  يورودشكل هندسي با سازي  بهينه مسالهدر اين مقاله 

شـده و بـا    يزي ـر يپ ـ مسـاله براي پارامتري كردن  ]16[ما بر اساس كارهاي مورات و سيمون  يبند فرمول. است شده ارايه

بـراي    .داختيمپـر  هـا  آنبـه بررسـي و حـل     ،شده دادهي اخير توسعه ها سالاستفاده از ابزارهاي كنترل بهينه تصادفي كه در 

بـراي  گيـري   انتگـرال تصـادفي بـا اسـتفاده از روش     يمحل هممانند روش  ينفوذ ريغي ها روشگسسته سازي تصادفي از 

در ادامـه روش   .تقريب زديـم  لويو- تصادفي را با استفاده از توسيع كارهونن يها دانيماست و  شده استفاده، انتخاب شبكه

بايد توجه داشت كـه ايـن روش   . برديم تا كاربري روش نشان داده شود به كار وزندهآم مساله يكرا براي حل  شده ارايه

ايـن نـوع   ؛ مشابهي بـراي مقايسـه، در اختيـار نبـوده اسـت      مساله، در آغاز راه است و بنابراين مسايلبراي حل اين دسته از 

و  شـده  اعمـال ي هـا  روشاما هنوز براي بررسي كـارايي   است شده انجام يخوب به، يساز نهيبهبراي استفاده در  يبند فرمول

   .صورت پذيرد يتر شيببايد مطالعات  ها آنبهبود كارايي همچنين 
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