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  هاي منفيبا داده در ارزيابي عملكرد MEAمدل 

  

  2∗∗∗∗رضا كاظمي متين، 1صديقه السادات محمدي نسب

  كرج، ايران گروه رياضي،، كرج دانشگاه آزاد اسلامي واحد كارشناسي ارشد، دانشجو -1

  كرج، ايرانگروه رياضي، ، اسلامي واحد كرجدانشگاه آزاد ، دانشيار -2

 
   1393مرداد  20: رسيد مقاله

    1393اذر  19: پذيرش مقاله

  

  چكيده

ي روبـرو  مسـايل دنياي واقعي با  دراما  ؛اندهاي نامنفي طراحي شدهبراي داده ،)DEA(هاهاي اساسي تحليل پوششي دادهمدل

گيرنده  هايي براي ارزيابي واحدهاي تصميممدلبسياري از محققين  .منفي باشندتوانند ها ميها و خروجيكه ورودي هستيم

در ادامـه  . كنـيم را بررسـي مـي   MSBMكه و مـدل   RDMاند كه ما در اين مقاله مدل داده ارايها ورودي و خروجي منفي ب

در ايـن   MEAمدل دهيم كه نشان مي. پردازيمميهاي منفي با داده (MEA)مدل تحليل كارايي چند جهتي  بحث به بررسي

كـارايي   يارتباط انـدازه  همچنين. قابل استفاده است هاي مختلفبازده به مقياسداراي خواص مطلوبي است و تحت زمينه 

 ارايـه  MEAانـدازه كـارايي جديـدي بـراي مـدل       ،MSBMمـدل  بر مبناي بررسي و  MSBMو  RDMاين مدل با دو مدل 

  .گرددمي ارايهنيز جهت مقايسه هاي منفي داده اي ازمجموعهروي ها مدل نتايج اجراي اين. شود مي

 
  .MEA  ،RDM ،MSBM،داراي جهت، تابع فاصلهها، كاراييتحليل پوششي داده :كلمات كليدي

 

  

  مقدمه 1

گيـري كـارايي يـك مجموعـه از     انـدازه  بـراي وش غيـر پـارامتري مـرزي    ،يـك ر )DEA(هـا  تحليل پوششـي داده 

بـه موضـوعاتي    دتوان ـها است كه ميDMUعملكرد اين مجموعه از يمقايسهو ) DMU(گيرنده واحدهاي تصميم

ايـن روش نخسـتين   . ه شـود مهندسي و مديريت بسط وگسـترش داد  وري و ارزيابي كارايي در تجارت وبهره مانند

بنكر و  توسط BCCو به دنبال آن مدل  ]1[ توسط چارنز و كوپر و رودز CCRتحت عنوان مدل  1978بار در سال 

  .مطرح شد ]2[ چارنز و كوپر

هـا در نظـر   ها و خروجـي مقادير ورودي يدن كليهفرض مثبت بو DEAهاي اصلي و كلاسيك در تمام مدل

هـا و  شـويم كـه شـرط مثبـت بـودن ورودي     با مواردي روبـرو مـي   واقعي مسايلز اما در بسياري ا ؛گرفته شده است

شـده   ارايـه هـاي  روش تـرين  مهـم از . سر و كار داريـم  هاي منفيها و خروجيو با ورودي برقرار نيستها خروجي

كـاربرد ديگـر   روش پـر  .اشاره كـرد  ]3[ سيفورد و زو روش پيشنهاديتوان به هاي منفي ميداده به كارگيري براي

                                                           
  عهده دار مكاتبات∗

 rkmatin@kiau.ac.ir: آدرس الكترونيكي
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ين سـهم را در پـرداختن بـه    تـر  بـيش مدل ديگري كه . معرفي شد RDMعنوان مدل  با ]4[توسط پورتلا و همكاران

ايـن   درهـدف مـا   . اسـت  MSMBعنـوان   بـا  ]5[ شده توسط شـارپ  ارايههاي منفي تاكنون داشته است روش داده

با داده هاي  ]6[ آسميلد و همكارانمعرفي شده توسط  MEAارزيابي كارايي  چگونگي برخورد مدلبررسي مقاله 

  . منفي است

خـواهيم   MSBM وRDM گـذري كوتـاه بـر مـدل هـاي      در بخش دوم و سـوم  ،اين مقاله مطالب يادامه در

 يي ميـان انـدازه  هاي منفي را توضـيح داده و رابطـه  با داده MEAچگونگي برخورد مدل  در بخش چهارم. داشت

يـك   MSBMبـا اسـتفاده از مـدل     سپس در بخش پـنجم  .ايمادهرا نشان د MSBMو  RDMو  MEAهاي كارايي

اشـاره  مـدل   چهارهر در نهايت، . ايمتعريف كردهبراي داده هاي منفي   MEAمدل  جدي بر  مبناياندازه كارايي 

گيـري  جـه يبـه نت  بخـش آخـر   .يمكـرد مقايسـه  و نتايج را  منفي اجرا نموده هايدادهاي شامل مجموعهروي شده را 

  .دارداختصاص 

  

  كارايي جامع آن ياندازه و RDMمدل مروري كوتاه بر 2

، RDMمـدل  . معرفـي كردنـد   در ارزيابي عملكرد اعداد منفي كارگيري هبرا براي  RDMمدل  ]4[پورتلا و همكاران 

در . شـود گيري كارايي به كـار گرفتـه مـي   ، براي اندازههاي منفيوعه دادهو در حضور مجم VRSعموما تحت فرض 

امكـان  ي اين نقطـه بـه مجموعـه    معمولاشود كه آل تعريف ميي ايدهها يك نقطه DMUي اين روش براي مجموعه

تعيـين   آلي ايـده نقطه، ارزيابي كارايي بر حسب موقعيت نسبي آن در قياس با ناكاراهر واحد  براي. لق ندارد تع توليد

ــي ــودم ــده. ش ــه اي ــورت نقط ــه ص )آل ب ), ,..., , , ,...,rj ij
jj

I Max y r s Min x i m= = =1 ــف1  تعري

ioRبردارهاي . شود مي roRو −   : شوندصورت زير تعريف ميهبود گويند بهي بكه به آن ها دامنه+

)1(  
{ }

{ }
min , ,...,

max , ,...,

io io ij
j

ro rj ro
j

R x x i m

R y y r s

= − =

= − =

1

1
  

 .خواهد آمـد  دست بهها ها و خروجياين همواره بهبود در وضعيت وروديبنابر ؛نامنفي هستندroRو ioRبردارهاي

  :  ]7[شودصورت زير تعريف ميهپورتلا و همكاران ب RDM مدل

 )2(   

. . , ,..., ,

, ,..., ,

,    ,           ,..., .

RDM

n

j jr ro RDM or
j

n

j ji oi RDM oi
j

n

j j
j
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s t y y R r s

x x R i m

j n

β

λ β

λ β
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+

=
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=

=

≥ + =

≤ − =
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∑

∑
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  : كه در اين مدل

{ }
{ }

, ,..., ,

, ,..., ,

min , ,..., ,

max , ,..., .

oi oi i

or r or

i ji
j

r jr
j

R x x i m

R y y r s

x x i m

y y r s

−

+

= − =

= − =

= =

= =

1

1

1

1

 

  

و  شود امكان دارد به مرز كاراي قـوي تعلـق نداشـته باشـد    تعيين مي) 2(مدل ي بردار جهتي ازهوسيل بهتصويري كه 

در مقايسـه بـا مـرز    ( مقدار متغيرهـاي كمكـي    ،ها استفاده شونداگر واحدهاي كاراي ضعيف تحت عنوان شاخص

خـود بـا مثـالي سـاده نشـان       يدر مقاله ]7[آسميلد و همكاران.دآينمي دست بهكلي در حالت ) 2(از ) كاراي قوي 

براي غلبـه بـر   . ها را تشخيص دهدكمبود خروجيها و مقادير تواند مقادير مازاد ورودينمي RDMدادند كه مدل 

با به كارگيري مدل جمعي، مـدل فـاز    ]6[اين مشكل و تعيين تصويري كه متعلق به مرز قوي باشد آسميلد و پاستور

  :دادندزير پيشنهاد  صورت بهشعاعي م براي تشخيص منابع ناكارايي غيردو

)3(  

*

*

. .

        , ,..., ,

, ,..., ,

,

, ,..., .

m s
oi or

j roi or

n

j jr or or RDM or
j

n

j ji oi oi RDM oi
j

n

j
j

j

Max
R R

s t

y y R r s

x x R i m

j n

τ τ

λ τ β

λ τ β

λ

λ

− +

− +
= =

+ +

=

− −

=

=

 
+ 

 

− = + =

+ = − =

=

≥ =

∑ ∑

∑

∑

∑

1 1

1

1

1

1

1

1

0 1

 

  

*كه
RDMβبراي) 2(مدل  يجواب بهينه( ),o ox yفرض كنيد .است*

oiτ *و−
orτ متغيرهـاي كمكـي    يجـواب بهينـه  +

*آمده دست بهد، مختصات تصوير نباش) 3(ورودي و خروجي از مدل  *
0 0( , )x y برابر است با) 3(از مدل:  

* * *

* * *

, ,..., ,

, ,..., .
oi oi RDM oi oi

or or RDM or or

x x R i m

y y R r s

β τ
β τ

− −

+ +

= − − =

= + + =

1

1
  

  :كنيمزير تعريف مي صورت بهي بهبود را براي تصويرهاي جديد محدوده
* *

* *

,..., ,

,..., .
or r or

oi oi i

R y y r s

R x x i m

+

−

= − =

= − =

1

1
  

  :عبارت است از RDMبراي مدلشده  ارايهكاراي جامع  يو اندازه

*توانكه به آساني مي
RDMΓ

t
  :نوشتزير  صورت بهكرد و  را تجزيه
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)4(  
* *

*
m s

oi or
RDM

i roi oi

R R

m s R R

− +

− +
= =

 
Γ = + +  

∑ ∑
t

1 1

1  

)5(  ( )
* *

* *
m s

oi or
RDM RDM

i roi orm s R R

τ τβ
− +

− +
= =

 
Γ = − − + +  

∑ ∑
t

1 1

1
1  

ــع *در واقـ
RDMΓ

t
ــر ــه بـ ــادير بهينـ ــاس مقـ ــدل اسـ ــه RDMي مـ ــادير بهينـ ــو مقـ ــده  ي مـ ــته شـ ــاز دوم نوشـ دل فـ

ــت ــا   . اسـ ــا زمـ ــه تـ ــت كـ ــح اسـ ــي  واضـ ــودي در خروجـ ــدار كمبـ ــيچ مقـ ــه هـ ــازادي  ني كـ ــا مـ ــا و يـ در هـ

ــدازه   ورودي ــدار انـ ــد، مقـ ــود نباشـ ــا موجـ ــامع  يهـ ــارايي جـ *كـ
RDMΓ

t
ــدازه  ــا انـ ــارايي  يبـ ــر  RDMكـ برابـ

 يد بــــود و در نتيجــــه انــــدازهمقــــدار يكســــان نخواهــــ دوصــــورت ايــــن  در غيــــر ايــــن. خواهــــد بــــود

*كارايي جامع
RDMΓ

t
  .ناكارايي را داردي از تر بيشتوانايي تشخيص منابع 

  

  RDMكارايي جامع يخواص اندازهبرخي  2-1

i- *
RDM≤ Γ ≤

t
0 1. 

ii-  اندازه كاراي جامعRDM تحت انتقال پايا است . 

iii-  اندازه كاراي جامعRDM تحت واحد پايا است     .                                                                                                                           

  

  MSBM مروري كوتاه بر مدل 3

) يشدههاي بهبود معرفيدادن جهتشارپ با قرار , )io roR R− خود مقـادير مشـاهدات، در   ، به جاي RDMدر مدل+

ايـن مـدل جديـد بـه     . دهـاي منفـي مناسـب باش ـ   كـه بـراي داده  طـوري به نمود تعديلي ايجاد SBMتابع هدف مدل 

MSBM  5[است قابل بيان زير صورت بهمعروف است كه[:  

)6(  

. .
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 شوند و فرض بر ايـن اسـت  معين مي (DM)ي گيرندههايي هستند كه از قبل توسط تصميموزنrvو  iwكه در آن

oiRكه جايي roRو  − iصفر هستند عبارت+ i

io

w s

R

−

rو− r

ro

v s

R

+

+
 

  .دشوف ميذصورت و مخرج ح از

  

  MSBMكارايي مدل  ياندازهخواص 3-1

i- *ρ≤ ≤0 1 . 

ii- يدامنهو  ]8[كه مدل جمعي نسبت به انتقال پايا است يياز آنجا( , )io roR R− نيز نسبت به انتقال پايا +

  .     ستنسبت به انتقال پايا MSBMتوان نتيجه گرفت كه مدل پس مي ،است

  

  RDMو مدل MSBMكارايي مدل  ياندازه يرابطه 3-2

  . استρ*از تر بزرگ،  RDMكارايي جامع مدل ياندازه )1 يقضيه

  

  : داريم RDMبا توجه به محدوديت هاي مدل : اثبات 

)I(  
* *

* *

i RDM oi i

r RDM or r

s R

s R

β τ
β τ

− − −

+ + +

= +

= +
  

  :داريم MSBMدر تابع هدف مدل (I)  باقراردادن
* - -*-

- -
* *

* *

( )
- -

- -
( )

m m
i io ioi i

m
i iio io

is s
ir r r ro ro

r rro ro

w Rw s

m R m R
w

v s v R

s R s R

β τ

β β
β τ

= =
+ + +

=
+ +

= =

+

= ≤ ≤
++ +

∑ ∑
∑

∑ ∑

1 1

1

1 1

1 11 1
1 1

1 11 1
   

    

rτكه مقدار متغيرهاي كمكي حالتي را در نظر بگيريد iτو+ و واحد مورد نظر متعلق به مرز قوي  استهر دو صفر −

  .دهدتشخيص مي RDMي را نسبت به مدل تر بيشمنابع ناكارايي  MSBMمدل  كند كهاين قضيه ثابت مي ،است

  

 هاي منفيدادهو MEAمدل  4

روش جديـد ناپـارامتري    ]9[ بر مبناي شاخص كـارايي بهبـود پتانسـيل بوگتفـت و هوگـارد      ]7[آسميلد و همكاران

گيري معرفي نمودند كارايي واحدهاي تصميم يرا براي محاسبه MEA)(مرزي با عنوان تحليل كارايي چند جهتي

  . ها دارددادهكه مزاياي زيادي نسبت به روش رايج تحليل پوششي 

انتخاب يـك الگـوي مرجـع مناسـب كـه       يكي: است مسالهواحدها شامل دو  از نظر بوگتفت ارزيابي كارايي

كـارايي   گيـري انـدازه (گيري عملكرد متغير كمكي اندازهتحت بررسي را با آن مقايسه كرد و ديگري  بتوان واحد

تركيبـي از   صورت به مسالهاين دو  BBCو  CCRمانند  DEAهاي كلاسيك در مدل. )تركيبي واحد تحت بررسي

بوگتفت و هوگارد در مقاله خود به جنبه هاي تئوري اين جداسـازي  . دآيمي دست بهحل يك مدل رياضي يكسان 
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در ] 7[آسـميلد و همكـاران  .دادنـد  ارايـه آنان روشي جديد بر مبناي بهبودهاي پتانسـيل  . و مزيت هاي آن پرداختند

، بـراي آن  DEAمـدل هـاي    در چـارچوب خود شاخص ناكارايي بهبود پتانسيل را دوباره بررسي و مـدلي   يمقاله

 ،هـا يـا خروجـي   هـا مجزاي بهبـود پتانسـيل هريـك از ورودي    ياين روش به دليل توانايي در محاسبه. كردند ارايه

خـود نشـان    يبـا مثـالي در مقالـه    ]6[ سـتور آسميلد و پا .دهد ارايهاز عملكرد واحدها  قبوليقابل  يندازهتواند ا مي

آمـده توسـط    دسـت  بهكارا  يهمواره به مرز كاراي قوي تعلق ندارد در نتيجه اندازه آمده دست به دادند كه تصوير

MEA كاراي جامع نيست و براي غلبه بر اين مشـكل، اسـتفاده از مـدل هـاي فـاز دوم را پيشـنهاد        يضرورتا اندازه

براي هر واحد به طور  MEAدر مدل  .تعريف كردندMEAكاراي جامع جديدي براي مدل  يدادند و يك اندازه

گـرا   و در حالتي كه جهت VRSرا تحت فرض  MEAدر اينجا مدل . شودآل تعريف ميي ايدهجداگانه يك نقطه

 ها را در نظرخروجيها و افزايش در تمام به طور همزمان كاهش در تمام ورودي حالتي كه .كنيمنباشد بررسي مي

  .گيريممي

*هاي وروديدار با در نظر گرفتن مولفهاي جهتبا استفاده از تابع فاصله MEAآل ي ايدهنقطه
0 0( , )ix x y ،

,...,i m= *هاي خروجي و مولفه 1
0 0( , )ry x y ،,...,r s= ريـزي خطـي زيـر بـه ترتيـب      برنامـه  مسالهبا حل  1

  .]6[آيدمي دست بهها خروجيها و براي ورودي

)7(  

( )

( )

*

,

( )

, min

. . ,

, ,..., ,

,        - = 1,..., i -1, i +1,...,

, , ,..., .

i

i
i o o d

n
i

j ji
j

n

j jr or
j

n

j j i o i
j

n

j
j

x d

s t x d

y y r s

x x i m,

j n

λ

λ

λ

λ

λ λ

=

=

− −
=

=

=

≤

≥ =

≤

= ≥ =

∑

∑

∑

∑

1

1

1

1

1

1 0 1

x y

  

  

) 7(مدل . شوديك حداقل مقدار ممكن پيدا مي ،با فرض امكان پذيري خروجي براي هر بعد ورودي) 7(مدل در 

  . ها براي هر واحد اجرا شودبايد به تعداد ورودي
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)8(  

( )

( ) ( )

*

,
,

. . ,

,      ,..., ,

, ,..., , ,..., ,

, , ,..., .

r

r
r o o d

n
r

j jr
j

n

j ji oi
j

n

j j r o r
j

n

j
j

y x y Max d

s t y d

x x i m

y y r r r s

j n

λ

λ

λ

λ

λ λ

=

=

− −
=

=

=

≥

≤ =

≥ − = − +

= ≥ =

∑

∑

∑

∑

1

1

1

1

1

1 1 1

1 0 1

  

هـا بـراي   به تعداد خروجيبايد نيز  اين مدل. كندبراي هر بعد خروجي يك حداكثر مقدار ممكن پيدا مي) 8(دل م

  .شود هر واحد اجرا

زير قابـل بيـان    صورت به VRS-MEAمدل تحليل كارايي جهتي ) 8(و ) 7(آمده از  دست بهآل ي ايدهبا نقطه

  :  است

)9(  ( )( )

( )( )

,

*

*

. .

           , ,       ,..., ,

, , ,..., ,

, , ,..., .

MEA

n

j ji oi MEA oi i o o
j

n

j jr or MEA r o o or
j

n

j j
j

Max

s t

x x x x x y i m

y y y x y y r s

j n

λ β β

λ β

λ β

λ λ

=

=

=

≤ − − =

≥ + − =

= ≥ =

∑

∑

∑

1

1

1

1

1

1 0 1

  

  

ز بـردار  ولي اين مدل ناكاراييرا تحـت مضـربي ا   ؛كنيمعنوان يك مدل كاراي جهتي رجوع مي با MEAمدل به ما 

ــي )  جهت ) ( ) ( )( )* *, , , ,MEA MEA MEA
o o o o o o o o ox y x y− += = − −g g g x x y y ــدازه ــي ان ــري م ــدگي ــر . كن اگ

*
MEAβناكارايي جهتي دقيقا  باشد،) 9(ي مدلي مقدار بهينهدهندهنشان* MEA

MEA oβ g  آمـده   دسـت  بهاست و تصوير

شـود،   اسـتفاده ) 3(شـده در  ارايهست كه دوباره از مدل فاز دوم ا نياز ،بنابراين ؛صفر استشامل متغيرهاي كمكي نا

MEAبا RDMبردار جهتي  جايگزيني با البته
og:  
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)10(  

*

*

. .

    , ,..., ,

, ,..., ,

, , ,..., .

m s
oi or

i roi or

n
MEA

j ji oi oi MEA oi
j

n
MEA

j jr or or MEA or
j

n

j j
j

Max
R R

s t

x x i m

y y r s

j n

τ τ

λ τ β

λ τ β

λ λ

− +

− +
= =

− −

=

+ +

=

=

 
+ 

 

+ = − =

− = + =

= ≥ =

∑ ∑

∑

∑

∑

1 1

1

1

1

1

1

1 0 1

g

g

  

   :زير است صورت به) 10(آمده از دست بهمختصات نقاط 

)11(  
* * *

* * *

, ,..., ,

, ,..., .

MEA
oi oi o oi oi

MEA
or or o or or

x x i m

y y r s

β τ
β τ

−

+

= − − =

= + + =

1

1

g

g
  

  

كنـيم كـه دقيقـا مشـابه آن     كاراي جامع تعريف مـي  ييك اندازه VRS-MEAو براي مدل β*با استفاده ازاكنون 

*بـا ايـن تفـاوت كـه     . آمددست به RDM است كه براي مدل 
orR *و  +

oiR ) 11(نسـبت بـه تصـويرهاي     MEAدر  −

  .است شده تعريف

)12(  
* *

*
m s

oi or
MEA

i roi oi

R R

m s R R

− +

− +
= =

 
Γ = + +  

∑ ∑
t

1 1

1
 

*يپس از تجزيه
RDMΓ

t
  : خواهيم داشت 

)13(  
* *

* *
m s

oi or
MEA o MEA

i roi or

k
m s R R

τ τβ
− +

− +
= =

 
Γ = − − + +  

∑ ∑
t

1 1

1
1  

  :عبارت است از koكه در آن 
MEA MEAm s
oi or

o
i roi or

k
m s R R

− +

− +
= =

 
= + +  

∑ ∑
1 1

1 g g  

  

MEAهاي بردار جهتي كران بالاي مؤلفه ok≥1كه توجه داريم كه 
og  است و مقدارko وابسته به DMUo است .  

  

 VRS-MEAكاراي جامع  يخصوصيات اندازهبرخي  4-1

i- 
*

0 MEA≤ ≤Γ
sr

1 . 

ii- اگرok = -VRAتوان نتيجه گرفـت كـه مـدل    د و ميشومي يكسان MEAو  RDMهايگاه تجزيهآن،1

MEA ي را نسبت به مدلتر بيشمنابع ناكاراييRDM كندشناسايي مي. 
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iii- * *
MEA o MEAk βΓ = −

t
كمكـي مـدل مسـاوي    تمـام متغيرهـاي  ) 10(اگر و فقط اگر اگر در مدل فاز دوم 1

okاگر . دباشصفر  =  .كمكي متناظر استبدون متغير) 3( RDMكارايي  يبا اندازه) 13(باشد مدل  1

iv- اندازه كاراي تعريف شده درMEA دانـيم كـه پايـايي تحـت واحـد      مي. نسبت به واحد و انتقال پايا است

طـور  هدهـد، ب ـ مدل را افزايش مـي ي كاربرد اين يك خاصيتي اقتصادي است و پايايي تحت انتقال حوزه

 .سازدهاي منفي را ممكن ميداده يمثال بررسي مجموعه

و نتايج را بـا   هاي منفي اجرا كنيمرا روي دادهVRS-MEAمدل كارايي جامع يدر اين مقاله قصد داريم كه اندازه

هـاي منفـي را بررسـي    دادهبـا   MEAمـدل  به كارگيريابتدا با مثالي ساده . مقايسه كنيم RDMو MSBMهايمدل

  .كنيممي

كـه  آل ايـده  ينقطـه . دهـد را در حالت دو خروجي و ورودي ثابت نشـان مـي  ) y(واحد ناكاراي ) 1( شكل) 1مثال

در اين  .استدر شكل مشخص شدهI، با كندرا محاسبه ميطور مجزا ها بهحداكثر افزايش در هر يك از خروجي

تصـوير  . هر بعد از خروجي است آل داراي حداكثر افزايشي ممكن درايده يها برابرند پس نقطهمثال تمام ورودي

  .آيدمي دست به gآل تحت مضربي از بردار جهتي ايده يآمده روي مرز كارايي با استفاده از نقطه دست به

  
  هاي منفي،  حالت دو خروجي و ورودي ثابتدر حضور داده MEA مدل  .1شكل 

  

FEآل برابر است باايده يآمده با توجه به نقطهدست بهكارايي  ياندازه شكل، با توجه به

FC
DAيا

DB
واضـح اسـت    .

  .شدميدر جهت منفي توسعه داده  Y1 كرديم مياستفاده  BCCهاي كلاسيك مانند اگر از مدلكه 

اين . كند مي محاسبهمجزا  طور بهلفه ورودي يا خروجي ورا براي هر م حداكثر بهبود ممكن MEAمدل 

تصوير واحد ناكاراي  .گاه منفي نباشدكند كه بهبود حاصل هيچتضمين مي gبردار . است gبهبود در جهت بردار 

(y) عبارت است از  روي مرز ناكارايي( )* *y y I yβ= + −.  

B 

Y1 

y*

*

y 

Y2 

 آلنقطه ايده

I g 

3 

2 

1 
F 

E 

C 
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طـور جداگانـه محاسـبه    ر واحـد بـه  و بـراي ه ـ  اسـت  I-yيك بردار متناظر بـا   gPI جهتبردار توجه داريم كه 

است كه بردار ورودي دفعاتي  ست كه معادل تعدادها كمبود خروجيي بردار دهندهنشان βدر اين رابطه  .شود مي

y تـر  بـزرگ بنـابراين، مقـدار    ؛آنچه لازم بوده، اسـتفاده شـده اسـت    از تر كم β   ي شـاخص ناكـارايي   نشـان دهنـده

. خواهـد شـد    y*=Iصـفر بـوده و    هـا كمبـود خروجـي  باشد، مقدار  y=Iواضح است هرگاه . خواهد بود تر بزرگ

جهت نقطه مرجع است و متناسب  gآيد كه در اين رابطه مي دست به                                            از βمقدار بهينه 

ــا  ــت I-yب ــين  .اس ــود   همچن ــارايي بهب ــاخص ناك ــزان ش ــاراي   پمي ــد ناك ــراي واح ــيل ب ــت  (y)تانس ــر اس ــا براب  ب

( )*
s

r r
r

E y y
=

= −∑
1

هـاي منفـي را دارد و   شده در بخش چهار توانايي كار با داده ارايهمدل رياضي در مجموع  .

ظرفيـت   (MEA)مدل تحليل كارايي چند جهتي . كندهاي منفي حفظ ميتمام ويژگي هاي خود را در حضور داده

كند و سپس بـر اسـاس   كاهش ورودي و افزايش خروجي را در هر بعد براي هر واحد به طور جداگانه محاسبه مي

اين مدل در هر تكنولوژي قابل استفاده است و توانايي تشخيص منابع . دهدمي ارايهمتناسب با آن آن يك شاخص 

 DEAهـاي كلاسـيك   در اين مدل برخلاف مدل. دارد DEAهاي كلاسيك ي از ناكارايي را نسبت به مدلتر بيش

  .كارايي جدا است ياندازه يمسالهانتخاب شاخص از  يمساله

  

  VRS-MEAو مدل  MSBMكارايي مدل  ياندازه يرابطه 4-2
* )2قضيه  *

MSBM MEAρ ≤ Γ
t

                                                                                                                            .                            

  :داريم MEAمدل هايبا توجه به محدوديت: اثبات

 (I)  

* * *

* * *

* *

* *

,...,

,...,

MEA
oi oi o oi oi

MEA
or or o or or

MEA
o oi oi

MEA
o or or

x x g i m

y y g r s

s g

s g

β τ
β τ

β τ
β τ
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+

− −

+ +

= − − =

= + + =

= +

= +

1

1
 

 :     داشتخواهيم MSBMدر تابع هدف مدل  I)( با جايگذاري

                                                                              

( )

( )

** - -*-

- -
*

* * *

( )
- -

( )

m m m
i MEA ioi MEA io ioi i

i i iio io io
s s s

r r r MEA ro ro r MEA ro

r rro ro i ro

w gw gw s

m R m R m R

v s v g v g
s R s R s R

ββ τ

ρ
β τ β

−

−
= = =

+ + + +

+ + += = =

+ −
= = ≤

++ + +

∑ ∑ ∑
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1 1 1

1 1 1

1 1 11 1 1

1 1 11 1 1
               

  

همچنين 
*

* *
m s s

io ro MEA io
MEA MEA

i r iio ro iom s R R m s R

ββ
− + −

− + −
= = =

 
Γ ≤ − + ≤ − + + 

∑ ∑ ∑
1 1 1

1 1
1 1

t g g g
  و داريم  

*
*

s
MEA io

MEA
i iom R

β −

−
=

Γ ≤ − ∑
1

1
1

t g در نتيجه ،* *
MSBM MEAρ ≤ Γ

t
.  
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  .كندشناسايي مي MEAي را نسبت به مدل تر بيشمنابع ناكارايي  MSBMكه مدل  دهداين قضيه نشان مي

  

  MSBMبر اساس مدل  MEAمدل جديدي براي كارايي  ياندازه 5

تعريف كرد به طوري كه بعـد از   MEAتوان اندازه كارايي جامع جديدي براي مدل مي MSBMبا استفاده از مدل

متغيرهـاي كمكـي رادارد و عـدد     يمحاسـبه  امكـان مدل زيـر را اسـتفاده كنـيم كـه     ) 9(و ) 8(و ) 7(هاي حل مدل

   :فراهم مي كندكارايي 
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∑

∑

∑
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1

1

1
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*اگر  
oi oi ix x x= در اين صورت، جمله  =

* *MEA
o oi oi

-
ioR

β τ −+g طور مشـابه در   به .گردداز تابع هدف حذف مي

  .چنين است نيز هاروجيخمورد 

ولي  ؛كند و نسبت به انتقال و واحد پايا استاين مدل همزمان ناكارايي تركيبي و امتياز كارايي را محاسبه مي

نوشـته شـده    MSBMمـدل   بر مبنـاي اين مدل چون همچنين . را دارا نيست) 13(كارايي  يهاي اندازهتمام ويژگي

سادگي كـاربرد و محاسـبات    MEAنسبت به مزيت اصلي اين مدل  .استهاي منفي را داراست توانائي كار با داده

  .آن است

  

  كاربردي مثال 6 

فاضـلاب پيـاده    يتصـفيه سيسـتم  يـك  هاي مربـوط بـه   را روي داده MEAبراي توضيح نتايج اخير، عملكرد مدل 

  ]. 5[ شارپ استفاده شده است يها در مقالهاين مجموعه داده .سازي نموديم

مقـادير مثبـت و   هـا  هـاو ورودي ، خروجـي در اين ارزيابي دو ورودي و سه خروجي درنظرگرفته شـده اسـت  

و  RDM هـاي مـدل  نتـايج ارزيـابي كـارايي   . مشـاهده اسـت  قابـل   1هاي مثال در جدول داده. اندمنفي اختيار كرده

VRS-MEA   وMSBM  و*
MEAρ  دهـد كـه مـدل    اين جدول نشان مـي . نشان داده شده است 2در جدولMEA 

هرچهـار مـدل در تشـخيص     2باتوجه بـه جـدول   . دهدمي ارايهدرحضوراعداد منفي نيز عدد كارايي قابل قبولي را 
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تر از اندازه كارايي را كوچك MEAكارايي مدل  يهمچنين اندازه. اندواحدهاي كارا و ناكارا يكسان عمل كرده

  . دهدنشان مي MSBMكارايي مدل  ياز اندازه تر بزرگو RDMمدل 

  
   ي فاضلابسيستم تصفيه هايداده. 1جدول 

 I1 DMUهزينه  I2لجن فاضلاب  O1ي خارج شده الكتريسيته O2دي اكسيد كربن  O3متان 

44/0- 

31/0- 

21/0- 

34/0- 

34/0- 

43/0- 

94/1- 

24/0- 

43/0- 

00/0 

09/0- 

24/0- 

35/0- 

08/1- 

44/0- 

08/0- 

42/1- 

0 

67/0- 

58/0- 

56/0 

74/0 

37/1 

49/0 

61/1 

82/0 

61/5 

57/0 

57/0 

56/9 

05/0- 

17/0- 

56/0- 

07/0- 

10/0- 

17/0- 

32/2- 

11/0- 

25/0- 

16/0- 

03/1 

75/1 

44/1 

30/1 

98/1 

97/0 

82/9 

29/1 

38/2 

30/10 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

9 

10 

  

  MEAو مدل   RDMو مدل  MSBMنتيجه مدل .2جدول 
*
MEAρ

 
*
MEA

t
ΓΓΓΓ  *

MEAββββ  *
RDM

t
ΓΓΓΓ  *

RDMββββ  *
MSBMρρρρ DMU 

851709/0  

811456/0  

1  

678838/0  

736043/0  

1  

1  

1  

604099/0  

1  

479134/0  

883441/0  

1  

729300/0  

726579/0  

1  

1  

1  

850797/0  

1  

021477/0  

055788/0  

0  

067436/0  

093538/0  

0  

0  

0  

175209/0  

0  

960711/0  

918126/0  

1  

754540/0  

825529/0  

1  

1  

1  

730251/0  

1  

035101/0  

081862/0  

0  

075736/0  

025907/0  

0  

0  

0  

155165/0  

0  

449/0  

509/0  

1  

537/0  

635/0  

1  

1  

1  

406/0  

1  

1  

2  

3  

4  

5  

6  

7  

8  

9  

10  

  

   گيرينتيجه 7

ايـن اسـت    MSBM  و RDMمزيت اين مدل نسبت به دو مـدل  . گيري كارايي معرفي شدبراي اندازه MEAمدل 

انتخـاب   يمسـاله همچنين در اين مدل . با هربازده به مقياسي چه ثابت و چه متغير قابل اجرا استكه در تكنولوژي 

 ارايـه هاي منفي هم عدد كارايي قابل قبولي ين مدل با دادهنشان داديم ا. ستكارايي از هم جدا يشاخص و اندازه

 MSBMكارايي جديـدي بـر اسـاس مـدل      يهمچنين  اندازه .شودهاي مطلوب آن حفظ ميدهد و نيز ويژگيمي

از نظـر جايگـاه تشـخيص    . دهـد هـاي منفـي عـدد كـارايي قابـل قبـولي مـي       دادهبه كارگيري معرفي كرديم كه در 

 .گيردقرار مي MSBM و RDMهاي همواره بين مدلMEA  مدل  ، ناكارايي
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