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سبزی هقیبس اٍل برای حل هسبیل بْیٌِ-ِرسبًی هتقبرى از هرتبرٍزِرٍش ب

 بسرگ

 
 2بْرٍز داًطیبى، *1فرزیي هدرس خیبببًی
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 1395 دی 1همبلِ:  ذيسس

 6139 هشداد 9 همبلِ: ششیپز

 

 چکیدُ 

سبصی ًبهميذ ٍ یک ًمغِ ثبثت اص دستگبُ گشادیبى هؼبدلات دیفشاًسيل خستدَ خْت یبفتي كويٌِ هَضؼي دس هسبیل ثْيٌِ

ای خْت حل هسبیل هميبس ّبی ثب حبفظِ هحذٍد ثِ عَس گستشدُثبضٌذ، الگَسیتنثِ ّن هيهؼوَلي دٍ هسبلِ ًضدیک 

ّبی ساًگ كَتب ًيض ثشای حل ػذدی هؼبدلات دیفشاًسيل هَسد استفبدُ لشاس دس حبلي كِ سٍش؛ ضًَذثضسگ استفبدُ هي

ّبی خستدَی خغي ٍ ًبحيِ دغبم تکٌيکدس ایي تحميك ثب استفبدُ اص ایذُ سٍش صیش فضب ٍ عَل گبم ثبثت ٍ ا. گيشًذهي

سبصی هميبس ثضسگ اسایِ ضذُ است. ثب تَخِ ثِ ایٌکِ ثشای حل هسبیل ثْيٌِ ODEهغوئي، یک سٍش پيًَذی هجتٌي ثش 

ّبی ًبحيِ كِ سٍشدس حبلي؛ تشی ثشای ّوگشایي ثبضٌذّبی ثيصّبی خستدَی خغي هوکي است ًيبصهٌذ تکشاسسٍش

ّب عَسی پيطٌْبد ضذُ، كِ تکشاسّبی صیبدی ثشای حل صیش هسبلِ هميذ ثبضٌذ، كلاس خذیذی اص سٍشهغوئي ًيض ًيبصهٌذ 

ٍیژگي اغلي سٍش پيطٌْبدی  ٍ خستدَی خغي سا ثب ّن تشكيت كٌذ،ّبی ًبحيِ هغوئي ّبی سٍشثتَاًذ ثْتشیي ٍیژگي

ضَد. ػلاٍُ ثش ایي، دس طي حل هيدست آٍسدى گبم آصهبیثبس خْت ثِایي است كِ دستگبُ هؼبدلات خغي فمظ یک

ّب خَیذ. ًتبیح یک سشی اص آصهَىغَستي كِ گبم آصهبیطي هَسد لجَل لشاس ًگيشد ایي سٍش اص خستدَی خغي ثْشُ هي

ایي ًتبیح ػذدی ًطبى دٌّذُ هؤثش ثَدى الگَسیتن خذیذ ثشای  .استضذُسبصی ًبهميذ استبًذاسد گضاسشثش سٍی هسبیل ثْيٌِ

 ذ.ثبضيبس ثضسگ هيحل هسبیل هم

خغي، ًبحيِ -ّبی ثب حبفظِ هحذٍد، خستدَیًبهميذ، هؼبدلات دیفشاًسيل هؼوَلي، سٍشسبصی ثْيٌِ ٍاشگبى کلیدی:

 هغوئي

 

 هقدهِ 1

 :سبصی ًبهميذ ثِ ضکل كليدس ایي همبلِ، هسبیل ثْيٌِ

(1                 )                                                                                                , f x
nx R

Min


 

                                                           
 هکبتجبتداس ػْذُ* 

 f.modarres@iaut.ac.ir آدسس الکتشًٍيکي:
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nfضَد ثِ عَسی كِ   دس ًظش گشفتِ هي :  پيَستِ هطتك پزیش، عَس ِیک تبثغ ثn n:f   

f گشادیبى  ٍn n n:f  2  ّسيبى هبتشیسfًشم الليذسي سٍی  ||.||دس سشاسش ایي همبلِ،  ثبضٌذ.هيn 

 دّذ. سا ًطبى هي

ّبیای اص تکشاسدًجبلِ x0سبصی ثب ضشٍع اص ًمغِ دادُ ضذُّبی ثْيٌِالگَسیتن kx ایي  كٌٌذ.سا تَليذ هي

ضَد كِ یب ّيچ ثْجَد دس خَاة هطبّذُ ًطَد ٍ یب ایٌکِ خَاة تمشیجي ثب دلت دًجبلِ تَليذ ضذُ صهبًي هتَلف هي

گيشی ثشای حشكت اص تکشاس كبفي ثِ دست آیذ. دس ًحَُ تػوين
kx ّب اص اعلاػبت یتنثِ تکشاس ثؼذی، الگَسf

دس
kxتوبلاً اص اعلاػبت تکشاسّبی لجلي)ٍ اح

 ,  ,..., kx x x 0 1 ثشای ّب ایي اعلاػبت سا ٌذ. الگَسیتنكٌ( استفبدُ هي1

kxیبفتي تکشاس خذیذ  1 ثبتشی دس همبیسِ كِ همذاس كنkx دٌّذ. داسد، هَسد استفبدُ لشاس هي 

ثبضٌذ كِ ثشای ّب هيالگَسیتناص دٍ گشٍُ ػوذُ  2ٍ الگَسیتن خستدَی خغي 1الگَسیتن ًبحيِ هغوئي

حشكت اص ًمغِ فؼلي 
kx ثِ ًمغِ خذیذ

kx 1 ّبی ًبحيِ هغوئي ثشهجٌبی گيشًذ. سٍشهي، هَسد استفبدُ لشاس

كٌٌذ. خستدَیي ّستٌذ كِ یک تکشاس خذیذ سا دس داخل یک ًبحيِ چٌذ ثُؼذی هحبط ثِ ًمغِ فؼلي تَليذ هي

-یبثذ. سٍشثِ سشػت كبّص هي fّبضًَذ دس اغلت آىّبیي كِ تَسظ الگَسیتن ًبحيِ هغوئي تَليذ هيتکشاس

دس ساستبی خغي كِ اص تکشاس  xّبی خستدَی خغي، ّش تکشاس سا ثب خستدَیي ثشای یک همذاس لبثل لجَل اص 

 .ّبیي ثب گبم هحذٍد ًيض هؼشٍفٌذّبی ًبحيِ هغوئي ثِ ػٌَاى سٍشكٌذ. سٍشگزسد تکشاس خذیذ تَليذ هيلجلي هي

ّبی ًبحيِ تشیي هشثؼبت پيطٌْبد گشدیذ. دس ّش تکشاس اص سٍشخغي كن ایي سٍش اٍليي ثبس ثشای حل هسبیل غيش

 هغوئي، ثِ حل صیش هسألِ ًيبص داسین. 

كٌٌذ. تؼشیف هي fاستشاتژی فَق تکشاس خذیذی سا ثب كويٌِ كشدى یک هذل دسخِ دٍم اص تبثغٍ ّش د

 ًضدیک ًمبعي كِ هبتشیس هذل هٌفشدضَد  ثب هطکل هَاخِّبی ًبحيِ هغوئي ٍ خستدَی خغي اهکبى داسد سٍش

ّبی خستدَی خغي هوکي است ًيبصهٌذ تکشاسّبی صیبدی خْت ّوگشایي ّبیي، سٍش. دس چٌيي حبلتثبضذ

ثبضٌذ. ثشای ایي هٌظَس  ّبی صیبدی خْت حل صیش هسبلِّبی ًبحيِ هغوئي ًيض ًيبصهٌذ تکشاسثبضذ اص عشفي سٍش

كٌذ، ّبی خستدَی خغي ٍ ًبحيِ هغوئي سا استفبدُ هيّبی سٍشّب كِ ثْتشیي ٍیژگيكلاس خذیذی اص سٍش

ّبی ًبحيِ هغوئي ثِ دست تشی دس همبیسِ ثب سٍشهغوئي ّوگشایي سشیغ-ّبی خستدَیلحبػ ضذُ است. سٍش

ّب ثشای حل كٌٌذ. ایي سٍشسٍش خستدَی خغي حل هيتشی ًسجت ثِ دٌّذ، ٍ صیش هسبلِ سا ثب ّضیٌِ كنهي

 ثبضٌذ.خغي هٌبست هيهميبس ثضسگ ٍ دستگبُ هؼذلات غيش سبصی ثْيٌِهسبیل 

خغي  سبصی غيشًسيل هؼوَلي ثشای حل هسبیل ثْيٌِّبی هجتٌي ثش هؼبدلات دیفشاّبی اخيش سٍشدس عَل سبل

[ ًطبى دادًذ كِ 5] 3(. ثشاٍى ٍ ّوکبساى[1،2،3،4،5،6،7])هشاخؼِ ضَد ثِ   است تَخِ هحممبى صیبدی سا خلت ًوَدُ

 تَاى همبیسِ ثسيبس هغلَثي سا ثيي عَس هٌبست اخشا ضَد هيِسبصی ًبهميذ ث دس هسبیل ثْيٌِ ODEّبی ٍلتي سٍش

                                                           
1 Trust- region 
2 Line-search 
3 Brown et al. 
4 Narrow curved valley 
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سبصی  هسبیل هيٌيون اص لحبػ لبثليت اعويٌبى، دلت ٍ كبسایي ثِ ٍیژُ ثشای ّبی ًيَتي ٍ ضجِ ًيَتي الگَسیتن

 اًدبم داد. 1ّبی ثبسیک هٌحٌي لسوتخغي دس  غيش

[. ایي 6،8] ثبضذ هيIMPBOT تشیي الگَسیتن، الگَسیتن  هَفك ODEّبی هجتٌي ثش اص ثيي توبهي سٍش

اهب اگش تؼذاد هتغيشّب صیبد ثبضذ حل دٍثبسُ دستگبُ  ؛سٍش ثشای هسبیل دس هميبس كَچک لبثل استفبدُ است

ای ّضیٌِ هحبسجبت سا افضایص دّذ ثٌبثشایي ّذف اغلي دس عشاحي  هلاحظِ  عَس لبثلِتَاًذ ث هؼبدلات خغي هي

2ّبی هجتٌي ثش هذل
ODE، ُثبضذ.      سبصی دستگبُ هؼبدلات خغي ٍ اختٌبة اص حل دٍثبسُ آى دس یک تکشاس هي سبد

ّبی ّبی ًبحيِ هغوئي سا ثب سٍشاًذ كِ سٍش ّبی پيًَذی دس ایي ساستب اسایِ ضذُّبی اخيش سٍشلدس سب

ّبی خذیذ ایي است كِ ٍلتي گبم آصهبیطي هَسد لجَل [. یکي اص هضایبی سٍش8،9]  كٌٌذخستدَی خغي ادغبم هي

هسألِ ًبحيِ هغوئي اًدبم  صیشٍالغ ًطذ یک خستدَی خغي خْت یبفتي یک ًمغِ تکشاس ثِ خبی حل دٍثبسُ 

ّبی ًبحيِ هغوئي كلاسيک داسًذ. ثب ایي تشی ًسجت ثِ سٍشّب ًيبص ثِ هحبسجبت كنایي سٍش ثٌبثشایي  ؛ضَد هي

خغي ثبضذ پيذا كشدى عَل گبم هٌبست دس خْت  دسخِ دٍ یب ثِ همذاس صیبد غيش fحبل سٍضي است كِ ٍلتي 

هوکي است خيلي كَچک ثبضذ )ثشای هثبل ٍلتي كِ ًمغِ فؼلي  ثبضذ ٍ لزا گبم ثِ دست آهذُ  دضَاس هيخستدَ 

غلجِ ثش ایي هطکل، سٍش عَل گبم ثبثت هؼشفي ضذُ است ثشای ّبی ثبسیک هٌحٌي لشاس ثگيشد(. دس لسوت

 [(.10،11،12،13)هشاخؼِ ضَد ثِ ]

، [14،15]اًذسبصی ًبهميذ هؼشفي ضذُ یل ثْيٌِثشای هسب ضبف ّبی ًبحيِ هغوئي صیشلاصم ثِ ركش است كِ سٍش

كبس   ثٌبثشایي دس كل،؛ ضَد ي دس یک صیش فضبی سبدُ حل هيثِ عَسی كِ دس ّش تکشاس صیش هسألِ ًبحيِ هغوئ 

[. هطکلي كِ دس ایي كلاس اص سٍش16یبثذ ] هحبسجبتي دس فضبی حبفظِ هَسد ًيبص ثِ عَس لبثل تَخْي كبّص هي

بة كشد. ٍخَد داسد ایي است كِ صیش فضب سا ثبیذ ثب كذام گبم آصهبیطي یب ًبحيِ هغوئي هتؼلك ثِ آى اًتخّب 

ًبهميذ اسایِ ضَد ثِ  سبصی ثْيٌِثشای  ODEد كِ یک سٍش پيًَذی خذیذ هجتٌي ثش ضَ هفشٍضبت ثبلا هَخت هي

 3اسٍی ٍ هبسسيبضَد.  ثت ادغبم هيفضب ٍ عَل گبم ثب ثب سٍش صیش  IMPBOTعَسی كِ دس آى  ایذُ الگَسیتن 

ّبی ثب حبفظِ هحذٍد دس ًظش گشفتِ ٍ سٍیکشد خذیذی سا ثش ثب هؤلفِسا هسبلِ حل دستگبُ هؼبدلات خغي  [17]

دادًذ. ًتبیح ػذدی  اسایِّبی ثب حبفظِ هحذٍد سا بیص فطشدُ ثشای هؼکَس ایي هبتشیسهجٌبی اخشای ػولي اص ًو

خبًَادُ ثشٍیذى لبثل  یاػضبخػَظ دلت ثب سبیش الگَسیتن ّب ثًِطبى داد كِ سٍش پيطٌْبدی دس سشػت ٍ 

دستگبُ هؼبدلات خغي ثب ثؼذ كن سا فمظ  [، 3،5،7،18،19،20ّبی هَخَد دس هٌبثغ ]ثشخلاف سٍش سلبثت ّست.

یبثذ. هضیت دیگشی كِ داسد ایي است كِ ٍلتي گبم  هيثٌبثشایي كبس هحبسجبتي كبّص   ؛كٌذ یک ثبس حل هي

ثلکِ یک ًمغِ تکشاس  ؛كٌذ سٍش هزكَس دستگبُ هؼبدلات خغي سا دٍثبسُ حل ًوي  آصهبیطي هَسد لجَل ٍالغ ًطذ،

ثٌبثشایي اص اًدبم یک خستدَی خغي ثشای هحبسجِ  ؛كٌذ كِ عَل گبم آى تَسظ فشهَلي هحبسجِ ضَد ایدبد هي

)ّسيبى   ػلاٍُ لاصم ًيست كِ تمشیت هبتشیسِ ضَد. ث هي عَل گبم اختٌبة )f xهثجت ثبضذ.  هؼيي هثجت یب ًيوِ هؼيي

                                                           
 
 
2  Ordinary differential equations 
3  Erway and Marcia 
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است. ثش ایي اسبس  ضشح دادُ ضذُ  ّبی ػذدی اًدبم یبفتِ، كبسایي سٍش اسایِ ضذُ دس هحبسجبت ػولي ٍ ًيض آصهَى

هميبس  سبصی ثْيٌِص سٍش خستدَی هغوئي ثشای حل هسبیل ایذُ ی اغلي ایي همبلِ استفبدُ اتَاى گفت هي

 ثبضذ. هي ODEثضسگ هجتٌي ثش 

، اثتذا استشاتژی ًبحيِ هغوئي سا ثشسسي كشدُ ٍ سپس 2ثبضذ: دس لسوت سبختبس ایي همبلِ ثِ غَست صیش هي

سَم،  گيشد. لسوتّبی خستدَی خغي هَسد ثحث لشاس هيّبی ًبحيِ هغوئي ثب سٍشی ادغبم سٍشًحَُ

سسبًي ای اص الگَسیتن ثِ سٍصكٌذ ثشای ایي هٌظَس اثتذا ًوبیص فطشدُهغوئي پيطٌْبدی سا اسایِ هي-خستدَی

ی یک سا خَاّين داضت ٍ سپس الگَسیتن پيطٌْبدی اسایِ خَاّذ ضذ. دس ًْبیت ًتبیح ػذدی ثِ هتمبسى اص ستجِ

 ضَد.ركش هي 4غ آصهَى استبًذاسد دس لسوت دست آهذُ اص اخشای الگَسیتن پيطٌْبدی ثش سٍی هدوَػِ تَاث

 

 رٍش ًبحیِ هطوئي 2

 :هسألِ   (  یک گبم آصهبیطي سا ثب حل صیش1ٍش ًبحيِ هغوئي ثشای حل هسألِ )س

(2              )                                                                                        
 

n

T T

k k k
d

k ,       

g d d B d d

. .s t d

Min 


 

 

1
2 

كٌذ كِ هحبسجِ هي k kg f x  ٍ گشادیبى تبثغ ّذف دس خَاة تمشیجي فؼلي استkB یک هبتشیس

nهتمبسى  n  است كِ تمشیت ّسيبىf  ٍ استk  ای حَل  ًبحيِ هغوئي، ًبحيِ .ثبضذضؼبع ًبحيِ هغوئي هي 0

ّبی ًبحيِ هغوئي ّبی هتفبٍت، الگَسیتنّبی هتفبٍت اص ًبحيِ هغوئي ٍ هذلاًتخبة. ثبضذ تکشاس فؼلي هي  ًمغِ

ّبی خستدَی ّبی ًبحيِ هغوئي ایي است كِ دس همبیسِ ثب سٍشیکي اص هضایبی سٍش. دّذ هتفبٍتي سا اسایِ هي

 .ضَد ٍسيلِ فشهَل ضجِ ًيَتي ثِ سٍص سسبًي ِتَاًذ ًبهؼيي ثبضذ ٍ ث هي k Bخغي

 ّبیاست، الگَسیتن( 2)كِ یک خَاة تمشیجي یب دليك صیشهسبلِ   kdثؼذ اص ثِ دست آٍسدى گبم آصهبیطي

ًبحيِ هغوئي ثب هحبسجِ ًسجت   

   
k k k

k k k

f x f x d

0 d 

 




كبّص ٍالؼي 

 كبّص پيص ضذُ ثيٌي
 kρ   ضؼبع ًبحيِ هغوئيk سا

)یؼٌي اگش  ؛هَفك ًجبضذ kdحبل اگش گبم . كٌٌذ ثِ سٍص سسبًي هي kهغبثك ثب همذاس  ) ( )k k kf x d f x    گبم

kضَد ٍ پزیشفتِ ًوي kx x 1 سا حل ( 2)دّذ ٍ ضؼبع ًبحيِ هغوئي سا كبّص دادُ ٍ دٍثبسُ صیشهسبلِ لشاس هي

 .كٌذ هي

 

 ّبی ًبحیِ هطوئي بب جستجَی خطیادغبم رٍش 2-1

حبل اگش تؼذاد هتغيشّب صیبد ثب ایي . هميبس كَچک كبهلاً هٌبست است  هغوئي ثشای هسبیل ثب -هسبلِ ًبحيِ حل صیش

دستگبُ خغي ثِ ضکل     صیشا ثِ یک یب ثيص اص یک ؛تَاًذ پشّضیٌِ ثبضذ ثبضذ حل دٍثبسُ صیشهسبلِ ًبحيِ هغوئي هي

 k kB λI d g   تشی ثشای تؼييي یک ًمغِ ّبی خستدَی خغي ثِ هحبسجبت خيلي كنٍلي سٍش؛ ًيبص داسد

 .داسًذآصهبیطي خذیذ ًيبص 
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سا دس یک سٍش ًبحيِ هغوئي ادغبم كٌين ثِ ثبصگطتي ثٌبثشایي ّذف ایي است كِ ثتَاًين خستدَی خغي 

اگش چِ هوکي است . گيشد، اختٌبة كٌين ٍلتي كِ گبم هَسد لجَل لشاس ًوي هسبلِ  عَسی كِ اص حل دٍثبسُ صیش

سبص  ثٌبثشایي ثب دٍ حبلت هطکل ؛كٌذ ّبی خستدَی خغي خَاظ ّوگشایي الگَسیتن سا تضؼيف استفبدُ اص سٍش

 :سٍ ّستينِسٍث

ثبضذ  kgٍلتي كِ خْت خستدَ دس یک الگَسیتن خستدَی خغي هتؼبهذ ثِ خْت تٌذتشیي كبّص  -1

ّب خغبّبی گشد كشدى دس ثشخي حبلت. تَاًذ گبم هَسد لجَل سا ثِ دست آٍسدیک عَل گبم خيلي كَچک هي

دس هَالغ هطبثِ الگَسیتن ًبحيِ هغوئي، ًبحيِ هغوئي . ثبػث ضَد كِ خستدَی خغي ضکست ثخَسد هوکي است

-ایي خػيػِ ثبػث هي. تشیي كبّص هيل خَاّذ كشد سا كبّص خَاّذ داد ٍ گبم آصهبیطي خذیذ ثِ خْت تٌذ

 .پبیذاس ثبضذتش كشدى ثيص  گشد ًسجت ثِ اًتطبس خغبیضَد كِ الگَسیتن 

خستدَ دس یک الگَسیتن خستدَی خغي یب گبم آصهبیطي دس یک سٍش ًبحيِ هغوئي  ٍلتي كِ خْت -2

ایدبد ضَد. دس ایي حبلت ثب كبّص  kBٍسيلِ یک هبتشیس خيلي كَچک ِخيلي ثضسگ ثبضذ كِ هوکي است ث

دس ایي حبلت . ک خَاّذ ضذًبحيِ هغوئي، گبم آصهبیطي ثِ دست آهذُ ثِ خْت گبم آصهبیطي ًبهَفك لجلي ًضدی

اهب ّضیٌِ هحبسجبتي افضایص خَاّذ  ؛سٍش ًبحيِ هغوئي هبًٌذ سٍش خستدَی خغي ثبصگطتي سفتبس خَاّذ كشد

 .پس دس ایي حبلت ثْتش است یک خستدَی خغي ثبصگطتي اًدبم گيشد. یبفت

سٍش سا دس اهتذاد تَاى ایي  دس ًتيدِ دس سٍش ثبصگطتي ثبیذ خْت خستدَ ثِ حذ كبفي كبّطي ثبضذ. هي

پيذا كشدین كِ گبم ( 2)پس یک ساُ حل ثشای هسألِ . ٍاس اًدبم داد یک خظ هستمين یب دس اهتذاد یک هسيش هٌحٌي

هؼٌي است كِ صاٍیِ ثيي ایي ثذاى . ثبضذ ّويطِ یک خْت ثِ اًذاصُ كبفي كبّطي ثشای تبثغ ّذف هيkdآصهبیطي 

kd  ٍkg  ثيص اص

2
ایي . اص ثبلا كشاًذاس ثبضٌذ kd ٍkBثِ غفش ًضدیک ضَد ٍ kgخَاّذ ثَد ّشگبُ  

 . ای ثِ دست آیذ كٌٌذُ ساضيضَد ًتبیح ّوگشایي  خػيػِ ثبػث هي

 

 هطوئي-رٍش پیًَدی جستجَی 3

سبصی ًبهميذ، اسایِ ضذُ تَسظ هذسس ٍ ثشای هسبیل ثْيٌِ ODEدس ایي لسوت، ثب استفبدُ اص سٍش هجتٌي ثش   

ّبی خستدَی خغي ٍ ًبحيِ هغوئي، الگَسیتوي خذیذی سا اسایِ ، سٍش صیش فضب ٍ ادغبم تکٌيک]21[1ليبًگ

ّبی سٍش پيطٌْبدی هَسد ثحث كبس گشفتِ خَاّذ ضذ ٍ دس اداهِ ٍیژگيِ( ث1كِ خْت حل هسبلِ )خَاّين كشد 

ًبهميذ، كِ اص  سبصی ثْيٌِثشای حل هسبیل   ODEلشاس خَاّذ گشفت. هذسس ٍ ليبًگ، سٍش پيًَذی هجتٌي ثش 

اسبسبً اص استشاتژی ] 21[اًذ. الگَسیتن اسایِ ضذُ دس كٌذ، اسایِ دادُكن استفبدُ هي-كَتب ثب هشتجِ-تکٌيک ساًگ

ّبی خستدَی خغي ٍ ًبحيِ كٌذ. ثب تَخِ ثِ هضایب ٍ هؼبیت ّش یک اص استشاتژیخستدَی خغي استفبدُ هي

ٌّگبم استفبدُ اص سٍش ًبحيِ هغوئي دس ایي ثخص الگَسیتوي سا ثِ SR1سبصی سٍش هغوئي، ثِ ٍیژُ هَفميت پيبدُ

ای ثب ّب، ثب استفبدُ اص الگَسیتن ثبصگطتي دٍ حلمِخَاّين داد تب ضوي استفبدُ اص هضایبی ّش یک اص ایي سٍشاسایِ 
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ثب تَخِ ثِ ایٌکِ  ثضسگ استفبدُ كٌين.-هميبس سبصی ثْيٌِآى سا خْت حل هسبیل SR1 (L-SR1 )حبفظِ هحذٍد 

الگَسیتن ادغبهي خستدَی خغي ٍ ًبحيِ سبصی ّذف اغلي ایي تحميك ثشسسي ًتبیح ثِ دست آهذُ اص پيبدُ

ٍ هضایبی استفبدُ اص ایي سٍش  SR1ثبضذ اثتذا دس خػَظ سٍش هي SR1سٍصسسبًي ِهغوئي ثش سٍی فشهَل ث

سا اسایِ خَاّين داد تب دس سٍصسسبًي ِای اص ایي فشهَل ثاّين كشد ٍ دس اداهِ ًوبیص فطشدُهغبلجي سا هشٍس خَ

 هَسد استفبدُ لشاس گيشد.سبصی الگَسیتن اغلي پيبدُ

 
 یک  –رٍزرسبًی هتقبرى از رتبِ ای از فرهَل بِارایِ ًوبیص فطردُ 3-1

یؼٌي؛ اص ستجِ یک ثِ تمشیت ّسيبى لجلي ثبضذ تغييشاتي ساّبی اص هشتجِ یک هيایي سٍش اص خولِ سٍش 
kB هي-

 :آیذدست هياص حل فشم كلي صیش ثِ SR1سٍصسسبًيِدّذ. ث

. . .;k k k k k

Tuvv sB tB B s y  1 1 
 :آٍسدسا ثِ غَست صیش ثِ دست هي 1SRسٍصسسبًي ِ فشهَل هؼشٍف ث ،حل هسبلِ فَق

  ( )( )

)
,

(

T

k k k k k k
k k T

k k k k

y B s y B s
B B

y B s s
 

 



1 

سا خْت تمشیت هؼکَس ّسيبى ثِ غَست  SR1تَاى فشهَل ثشٍصسسبًي هَسیسي هي -ثب استفبدُ اص فشهَل ضشهي

 :صیش هحبسجِ كشد

  ( )(
.

)

( )

T

k k k k k k
k k T T

k k k k

s H y s H y
H H

y s H y


 



1 

ًيَتي اص خَد  -ّبی ضجِتشی سا دس همبیسِ ثب سبیش سٍشاص خولِ هضایبی ایي سٍش ایي است كِ تؼذاد تکشاس كن

ِ اص هبتشیس ستجِ یک خْت ث ؛ صیشاضَدسبصی استفبدُ هيتش ثشای پيبدُدّذ. ػلاٍُ ثشایي ثسيبس آسبىهي ًطبى

ّبی ًبحيِ هغوئي ػولکشد ثسيبس لَی داسد. ّوچٌيي ایي سٍش دس چبسچَة تکٌيک .كٌذسٍصسسبًي استفبدُ هي

ثبضذ كِ هشحلِ ثشای تَاثغ دسخِ دٍم هحذة هي nّبی خبلت ایي سٍش اتوبم آى دس حذاكثشیکي اص ٍیژگي

ِ َس خغي هستمل سا داضتِ ثبضٌذ. اص خولِ هؼبیت ایي سٍش ایي است كِ ایي فشهَل ثتکشاسّب خبغيت ثِ ع

ثبضذ اص ایي خْت كِ هؼيي هثجت ثَدى سٍصسسبًي ًبپبیذاس هي
k

B
1 حتي اگش هبتشیس تمشیت  ؛كٌذسا تضويي ًوي

ِ تَاًذ غفش ٍ یب ًضدیک ثِ غفش ثبضذ كضذُ ّسيبى فؼلي هؼيي هثجت ثبضذ. ّوچٌيي هخشج كسش دس ایي سٍش هي

ثِ دست آٍسدى تمشیجبت هؼيي هثجت ثِ هبتشیس ّسيبى تبثغ ّذف خلاّبیي سا . ضَدهٌدش ثِ ًبپبیذاسی ػذدی هي

 ؛ّبی كبّطي لجلي سا ثِ ّوشاُ داسدداسد كِ سیسک اص دست دادى اعلاػبت ثب اسصش ثِ دست آهذُ اص تکشاس

ي سا اتخبر كٌين كِ ػلاٍُ ثش حفؼ هؼيي هثجت ثَدى ّبیاستشاتژی ذثٌبثشایي ثبی
k

B
1  اعلاػبت ثِ دست آهذُ لجلي

 سا اص دست ًذّين.

nحبفظِ خْت رخيشُ یک هبتشیس  هکبى n2ًيَتي دست كن ثِ  -ّبی ًيَتي ٍ ضجِسٍش         n  ًيبصهٌذ

اًذ، ثِ عَس ّب هؼوَلاً ثشای ّسيبى یب هؼکَس آى هتشاكن ضذُّبی ضجِ ًيَتي تمشیتستٌذ، اص آًدب كِ دس سٍشّ

ًيَتي ثب حبفظِ هحذٍد ثِ ػٌَاى سٍضي  -ّبی ضجِثبضٌذ. سٍشسبصی ثضسگ لبثل اخشا ًويهستمين ثشای هسبیل ثْيٌِ
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 دس هميبس ثضسگ عشاحي گشدیذُ است كِ دس آى ثيصسبصی ًبهميذ هؤثش ٍ ثشای حل دستِ خبغي اص هسبیل ثْيٌِ

)ّبی حبفظِ تش هکبى )O n  ثِ رخيشُ ثشداسّبیn- ای اص فشهَل لزا دس ایي لسوت اسایِ فطشدُ ؛ثُؼذی ًيبص داسًذ

 سا خَاّين داضت. SR1سٍصسسبًي ِث

 

سسبًي هبتشیسسٍصِثشای ث
i kB , (  :كٌيناستفبدُ هي ریلكِ تمشیجي ثشای هبتشیس ّسيبى است اص سًٍذ (

T

i k i k k i k i k k

i k i k T

i k i k k

Y B s Y B s
B B

Y B s

   
 

 


 




, , , ,
, 1 ,

, ,

( ( ) ( ) )( ( ) ( ) )
( ) = ( ) ,

( ( ) ( ))
 

 :آیذ صیش ثِ دست هي ی تَاًذ تَسظ ساثغِ ٍ هؼکَس تمشیت هبتشیس ّسيبى ًيض هي

(3)     
,

T

k i k i k k i k i k

i k i k T

k i k i k i k

s H Y s H Y
H H

s H Y Y

   
 

  


 




, , , ,
1 ,

, , ,

( ( ) ( ))( ( ) ( ))
( ) = ( ) ,

( ( ) ( )) ( )
 

 :كِ دس آى

( ) : ...

i k k i k k k

i k j j

i

H Y s

Y s y i s

 






  

 

, 1 1 , 1

,

( ) ( ) = ,

,   =1, , .

 

Tاگشٍ 

k ks y  0  ،k  1  :داسین 0

.T

k i k ks Y   , 1( ) 0 
 :حبل اگش لشاس دّين

T T

i k i k i k i k ka Y B Y b Y s    1
, , , ,= ( ) [ ( )] ( ),    ( ) . 

 :سسبًي هؼکَس تمشیت هبتشیس ّسيبى سا ثِ غَست صیش ثبصًَیسي كشد سٍص ی ثِ تَاى ساثغِ آًگبُ هي

,

T T

i k k i k k k k kH W Y W s s   1 ,( ) = ( ( )) , 

 :كِ دس آى

T

k i k k

k k k

k k i k i k

k k k k k k

k k

W I Y u

b a b
u s H Y

b b a a b a

b



 

 

 


  


 





,

, ,

1

= ( ) ,

1
= ( ) ( ),

( )

= ( ) .

 

تَاى سا هي L-SR1سسبًي سٍصِ ٍ یک هبتشیس اٍليِ هثجت هؼيي سٍش ث ثشضذُ تَسظ كبس هطخع mثشای

kثِ دست آٍسد. دس ایي سٍش ثشایتَسظ سٍش صیش  m 1داسین: 
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T T T T

i k k k i k k

T T T T

k k k k

T T

k k k k k

T

k k k

H W W W W H WW W W

W W W s s W W W

W s s W

s s

 







  

 

  







0
, 1 1 1 0 0 1 1

1 1 0 0 0 1 1

1 1 1

( ) = ( ) ( )( )

( ) ( )

.

 

kثشایٍ  m 1  سٍشL-SR1 سا ثِ غَست صیش خَاّين داضت: 

 
T T T

i k k k k m i k m k k

T T T T

k k k m k m k m k m k m k k

T T

k k k k k

T

k k k

H W W W H W W W

W W W s s W W W

W s s W

s s

 







      

           

  







0
, 1 1 1 1 1

1 2 1 1 1 2 1

1 1 1

( ) = ( ) ( )( )

( ) ( )

.

 

ˆتَاى اص ًوبد ثشای ساحتي هي minm k m= { ,  :دس سٍاثظ ثبلا استفبدُ كشد ٍ آى سا ثِ غَست صیش ًَضت{1

 

ˆ ˆ

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ

T T T

i k k k k m i k m k k

T T T T

k k k m k m k m k m k m k k

T T

k k k k k

T

k k k

H W W W H W W W

W W W s s W W W

W s s W

s s

 







    

        

  







0
, 1 1 1

1 1 1 1

1 1 1

( ) = ( ) ( )( )

( ) ( )

.

 

آًگبُ  ،ضَد یک هبتشیس هثجت هؼيي ثبضذ استفبدُ هي H0 یؼٌي؛ ّب ای كِ ثشای ضشٍع تمشیت اٍليِ اگش هبتشیس

 .ّبی هثجت هؼيي ّستٌذ كٌٌذ هبتشیس ّبیي كِ سٍاثظ ثبلا سا هؼشفي هيتَاى گفت كِ هبتشیس هي

 یبثين كِ اگش ( دس هي3ی ) ثب تَخِ ثِ ساثغِ
T

k i k i k i ks H Y Y   , , ,( ( ) ( )) ( ایي تَاًين اص  ًوي ،ثشاثش ثب غفش ثبضذ (

ٍاگشا ضَد. ثشای ایي هٌظَس هب اص سٍش  ،سٍش استفبدُ كٌين ٍ اگش همذاس آى خيلي كَچک ثبضذ هوکي است

 ن.كٌي سسبًي هبتشیس تمشیت استفبدُ هيسٍصِثشای ثِ دست آٍسدى ث ثذٍى حبفظِ

 :پبساهتش .3.1قضیِ 

max

n

A

det A


 1( ) = ,

( )
 

n تشیي همذاس ٍیژُ هبتشیسثضسگ max سا كِ دس آى n است دس ًظش ثگيشیذ. فشؼ كٌيذ 
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(4)         
T T T

k k k k k k
k T T T

k k k k k k

s s s s s s

s y s y y y


 
  
 

1
2

2= ( ) . 

سٍص سسبًيِ كِ اص ث SR1آًگبُ هؼکَس هبتشیس
k Iِست آهذُ ٍ ثِ غَست صیش استدث: 

T

k k k k k k
k k T

k k k k

s y s y
H I

y s y

 





 



1

( )( )
=

( )
 

 :فشدِ یک خَاة هٌحػش ث

min k

k k k

H

s t H s y

 







1
1

1
1

( )

. . = ,

 

ٍ
kH 



1
 .]21[ثشّبى.یک هبتشیس هثجت هؼيي است.  1

سسبًي ضذُ خْت خستدَ سا ثِ غَست صیش ثِ سٍصِفَق ثؼذ اص هحبسجِ هبتشیس ث هغلتتَاى ثب استفبدُ اص  حبل هي

 :دست آٍسد

.

k k k

T T

k k k k k
k kT T

k k k k k

T T

k k k k k
kT T

k k k k k

d g

s g y g
y

y s y y

s g y g
s

y s y y














  
 

    

  


    



 
  

 

 
 

 

1

1 1 1
1 1

1 1 1 1 1

1 1 1
1

1 1 1 1 1

=

 

kكِ دس آى 1تش حبل یک سٍیکشد ثبصگطتي سا خْت هحبسجِ هؤثش. دادُ ضذُ است( 4ساثغِ ) دس.H  اسایِ هي-

 دّين.

 

 الگَریتن پیطٌْبدی 3-2

 (L-SR1ای )الگَریتن ببزگطتی دٍ حلقِ 1-3ن الگَریت

s}خفت ثشداسّبی هَسد استفبدُ دس حبفظِ هحذٍد : ّبٍرٍدی , y }j j
i ،k، همذاس ٍیژُ  1 ،m ،k ،q  ٍ

,هبتشیس ّسيبى اٍليِ   ( )i k kH 0. 
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,

,

,

,

,

min{ , };

q ;

for , ,...,

Compute ( ) using :

( ) .

;

( );

;

end (for)

if

( )

else

( )q;

ˆfor ,...,

( ) r;

;

if

i j k

k
i j k j j

i

T

j j

j i j k

i

i k k

j i j k

j j

m k m

j k k k m

Y

Y s y

u q

q q Y

p q

k m

r H

r H

j k m k

Y

r r u

j k












 





 














 



   

 



 









  



 

 

1

1
1

1

0 0

0
1

1

1

1 2

1

,

;

else

( );

end (for)

stop with result ( ) : .

T

j j j j

T

j j j j

i k k

r r s p s

r r s g s

H q r











 

 



1

1

1

 

سا ثِ ػٌَاى  gسا ثِ ػٌَاى تمشیجي ثشای هؼکَس هبتشیس ّسيبى،  Hثب تَخِ ثِ هغبلت فَق دس غَستي كِ      

سا ثِ ػٌَاى تفبضل گشادیبى تبثغ ّذف دس دٍ تکشاس فؼلي ٍ لجلي لحبػ كٌين، حبغل  yگشادیبى تبثغ ّذف ٍ 

اص الگَسیتن فَق  y (v   ٍuثب g ٍ uثب  vخبیگضیي ًوَدى تَاًٌذ ثِ تشتيت ثب هي gH  ٍ.yH.ّبی ػجبست

دس ّش تکشاس عَسی رخيشُ ضَد كِ دس تکشاس ثؼذی ثتَاًذ هَسد  ذثبی uثٌبثشایي؛ آیٌذ ثِ دستضًَذ( هحبسجِ هي

 دس ّش تکشاس ّستين.  s ،y  ٍاستفبدُ لشاس گيشد. ػلاٍُ ثش ایي، ًيبصهٌذ رخيشُ ًوَدى 

[s ,...,s ,s ], [ ,..., , ],

[ ,..., , ], [ ,..., , ].

k k m k k k k m k k

k k m k k k k m k k

S Y y y y

U u u u   

     

     

 

 

2 1 2 1

2 1 2 1

 

ثب تَخِ ثِ ایٌکِ دس سٍش پيطٌْبدی اص ادغبم  .كٌين اسایِ هي الگَسیتوي سا ثِ غَست صیش حبل دس ایي لسوت

 ًبهين.ّبی خستدَی خغي ٍ ًبحيِ هغوئي استفبدُ ضذُ است آى سا الگَسیتن پيًَذی خستدَی هغوئي هيسٍش
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HTSA) . الگَریتن پیًَدی جستجَی هطوئي2-3الگَریتن 
1:) 

x0  ٍثشای ًمغِ اٍليِ دادُ ضذُ  گبم اٍل. 0،, ( , )  01( , . ) 00 1 ،M  2 ،h 0 0 ،

( ) nW f x g R    1
0 0 0 ،( , ) 1 01 ، 2 )ٍ هبتشیس اٍليِ  1 )H 0 k:لشاس دّيذ:  0  0 

kfاگشضشط تَلف.  گبم دٍم. x  ( غَست ثِ گبم سَم  كٌيذ دس غيش ایيسا هتَلف الگَسیتن آًگبُ سًٍذ (

 .ثشٍیذ

هحبسجِ گبم آصهبیطي. صیش هسبلِ ًبحيِ هغوئي سا خْت هطخع ًوَدى یک گبم آصهبیطي  گبم سَم.
kd  كِ دس

 كٌذ، حل كٌيذ. غذق هيصیش ّبی ضشط

)ثشای پبساهتش پزیشش گبم آصهبیطي.  گبم چْبرم. ) ( )

(g )

k k k k
k

T Tk
k k k k k

ared f x f x d

pred
d d H d




 
 

  11
2

kاگش    لشاس

1kدّيذ  k kx x d   ،)غَست ثشٍ ثِ گبم ّطتن. دس غيش ایي ٍ ثشٍ ثِ گبم پٌدن )استفبدُ اص ایذُ سٍش صیش فضب 

}minپبساهتش  گبم پٌجن. , }km k M دّين:سا تؼشیف ٍ لشاس هي{ , ,..., } k

k

n m

k k k k mV g g g
 

  
1

1 

1Tحبل اگش هبتشیس 

k k k kh V H V I  غَستسٍین دس غيشایيهؼيي هثجت ثبضذ، ثِ گبم ثؼذی هيkl سا كَچک-

klتشیي ػذد غحيح هثجت لشاس دّيذ كِ هؼيي هثجت ثبضذ ٍ لزا 

k kh h


 2. 

)دستگبُ هؼبدلات خغي  گبم ضطن.  ) y h ( )T T

k k k k k k kh V H V I V f x    1  ِسا خْت هحبسجky .حل كٌيذ 

kثشداس  گبم ّفتن. k kd V y  سا هحبسجِ كشدُ اگش( ) ( ) T

k k k k kf x d f x g d    ُآًگبk k kx x d  1 

 ٍk kh h 1  غَست ثشٍ ثِ گبم ّطتن.ایيٍ ثشٍ ثِ گبم ًْن، دس غيش 2

kلشاسدّيذ  گبم ّطتن. kh h 1 1  ٍk k k kx x d  1  خْت خستدَ ٍ عَل گبم سا تَسظ هشاحل صیش ٍ

kسا تَسظ ساثغِ  khهحبسجِ كٌيذ ٍ 

k

c
h

f x



1 =

( )
لشاس دّيذ ثشٍص سسبًي كٌيذ ٍ سپس 

k

kh
 



1
1

1
ٍ ثشٍیذ  =

 ثِ گبم آخش.

 هحبسبِ جْت جستجَ:
ثب همبدیش اٍليِ .1-4گبم 

kx 

(0)
1،k > }ٍ ثشداسّبی0 }isٍ{ }iy ٍd0 دس ًظش ثگيشیذػذد غفش سا. 

ndاگش  .2-4گبم    آًگبُ هتَلف ضَیذ.، 0

j. 3-4گبم 

kx 



( 1)
 هحبسجِ كٌيذ. L-SR1ی صیش ٍ استفبدُ اص الگَسیتن ثبصگطتي دٍ حلمِ ای سا ثب استفبدُ اص ساثغِ 1

k k k k k k k kx x I f x x x f x 

       (1) (0) 2 (0) 1 (0) (0)
1 1 1 1 1= ( ( )) ( ( ) ( )) 

 

jلشاس دّيذ. 4-4گبم 

k k kd x x

 ( 1)
1= ٍT

n k kd d g=. 

 ثب استفبدُ اص ضشایظ صیش )ضشایظ ٍلف( عَل گبم سا ثيبثيذ: :kهحبسبِ طَل گبم 

 
T

k k k k k k kf x d f x g d     1( ) ( ) , 

                                                           
1 Hybrid Trust-Search Algorithm 
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T T

k k k k k kf x d d g d    2( ) , 
گبم ًْن. 

kH سا تَسظ فشهَلSR1  ِث
kH 1 سٍصسسبًي كٌيذ.ِ ث 

k:لشاس دّيذ  گبم دّن. k 1 .ثِ گبم دٍم ثشٍیذ ٍ 

)استفبدُ اص الگَسیتن فَق ثؼذ دستگبُ خغي      ) y h ( )T T

k k k k k k kh V H V I V f x    1  سا اصn  ِثkm 1 

mتمليل دادُ ٍ ثٌبثشایي حل دستگبُ فَق دس حبلتي كِ  n خَاّذ ثَد. دس ایي سٍش ػوليبت  تشثِ هشاتت آسبى

ّب كن ثبضذ، هحبسجبتي ًيض ثشای هسبیل ثب اثؼبد ثضسگ كبّص خَاّذ یبفت. دس الگَسیتن فَق صهبًي كِ تؼذاد هتغيش

هحبسجِ ٍ رخيشُ هبتشیس 
kH ثٌبثشایي ثْتش است  ؛ثبضذكن ّضیٌِ هي

kH  تَسظ دستَسSR1 ثب ایي  .هحبسجِ ضَد

ضَد ٍ دس ثيص اص حذ ثضسگ هي nثٌبثشایي ؛ یبثذافضایص هي n2ّبی هحبسجبتي ًسجت ثِ سبصی ٍ فشؼحبل رخيشُ

استفبدُ  L-SR1یؼٌي استفبدُ اص الگَسیتن ثبصگطتي دٍ حلمِ ای ؛ ًوبیص فطشدُ آىت ثْتش است كِ اص ایي حبل

 ًوَد. 

ضَد كِ هبتشیس ّبی لجل ٍ دلت دس الگَسیتن اسایِ ضذُ هلاحظِ هيثب تَخِ ثِ تَضيحبت اضبسُ ضذُ دس لسوت   

kV سبصی دستگبُ ٌکِ ًمص اسبسي دس سبدُكِ ثب تَخِ ثِ اعلاػبت هشاحل لجل ثِ دست آهذُ است، ػلاٍُ ثش ای

ّبی دیگشی ًيض اص تَاًذ ثبػث ّوگشایي پبیذاس دس هحبسجبت ػولي ضَد. ّوچٌيي اًتخبةهؼبدلات خغي داسد، هي

 ّبی ثْتش داضت.ةتَاى ثشای ثِ دست آٍسدى خَاهي kVهبتشیس

 

 ًتبیج عددی 4

ای ثب دّين. ّوچٌيي، همبیسِدس ایي لسوت، ًتبیح ػذدی ثِ دست آهذُ اص سفتبس الگَسیتن پيطٌْبدی سا اسایِ هي

ّب ثش خْت ًطبى دادى تَاًبیي الگَسیتن پيطٌْبدی خَاّين داضت. الگَسیتن L-BFGS  ٍFRSCGّبی الگَسیتن

سبصی ضذُ است. ، پيبدُ]22[هسبلِ آصهَى استبًذاسد اص هدوَػِ هسبیل آصهَى استبًذاسد اسایِ ضذُ دس  52سٍی 

ّوچٌيي ًمبط اٍليِ ثشای هدوَػِ هسبیل استبًذاسد ّوبًٌذ ًمبط آغبصی دس هشاخغ فَق دس ًظش گشفتِ ضذُ كِ دس 

ثؼذ هختلف،  3اخشا ثشای ّش الگَسیتن اًدبم ضذُ است. ثشای ّش تبثغ،  156ضويوِ ًيض اسایِ ضذُ است. دس كل 

 دس ًظش گشفتِ ضذُ است. 10000ٍ  5000، 1000

ثب سم  Pentium ® Intel Coreثبضذ، اص كبهپيَتش ثب هطخػبت هي 771بى ثشًبهِ ًَیسي هَسد استفبدُ فَستشى صث

Gb 4 ُّب سبصی استفبدُ ضذُ است. تلشاًس تَلف هَسد استفبدُ دس توبهي الگَسیتنخْت اخشا ٍ پيبد510 هي-

ّب لحبػ ضذُ است. ّوچٌيي دس اخشای توبهي الگَسیتن 2هحبسجبتيّب دلت هضبػف ثبضذ. دس توبهي حبلت

ثٌبثشایي  ؛تکشاس ثشلشاس ًجبضذ 1000ضکست سا ثِ ایي هؼٌي دس ًظش خَاّين گشفت كِ ضشط تَلف پس اص حذاكثش 

3ضکست"ام اخشای الگَسیتن سا هتَلف ٍ ثِ ػٌَاى 1000پس اص تکشاس 
 لحبػ خَاّذ ضذ. "

hُ دس الگَسیتن ّبی هَسد استفبدپبساهتش 0 1 ،/ 0 0 1،  4
1 10 ،/ 2 0 9 ،  4

1 10 ،/ 1 0 5  ٍ

 2  ثبضٌذ. هي 2

                                                           
1Fortran g77 
2Double Precision Arithmetic  
3Failure 
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خْت همبیسِ ثب الگَسیتن پيطٌْبدی استفبدُ ضذُ است.   ایي  FRSCG وIMPBOT ، LBFGSّبی اص الگَسیتن

 اًذ. اسایِ ضذُ] 9[ٍ ] 3[ّب ثِ تشتيت دس هٌبثغ الگَسیتن

، 1اسایِ ضذُ است، دس خذٍل  1خذٍل ّب دس ًتبیح دليك الگَسیتن
in  ٍ

/f gn  ثِ تشتيت تؼذاد تکشاس ٍ تؼذاد

دٌّذ كِ الگَسیتن پيطٌْبدی دس همبیسِ ثب ثبضذ. ًتبیح ػذدی ثِ دست آهذُ ًطبى هيّبی تبثغ/گشادیبى هيفشاخَاًي

ًتبیح لبثل لجَلي سا ػلي الخػَظ ثشای هسبیل هميبس ثضسگ ثِ دست  FRSCG و IMPBOTّبی الگَسیتن

 ثبضذ.دس سلبثت هي L-BFGSدّذ ٍ دس ثسيبسی اص هَاسد ثب الگَسیتن هي
 HTSA،IMPBOT ،L-BFGS ،FRSCG ّبیًتبیح آصهَى ثشای سٍش .1جدٍل 

 ثؼذ ًبم هسبلِ
HTSA IMPBOT L-BFGS FRSCG 

in   /f gn   
in  /f gn  

in  /f gn  
in  /f gn  

Freudenstein & Roth 1000 18 24 26 27 20 25 46 174 

 
5000 19 34 31 29 22 34 84 198 

 
10000 22 26 31 32 24 30 70 303 

Trigonometric 1000 37 39 48 51 43 45 171 230 

 
5000 35 36 45 56 41 47 180 107 

 
10000 34 28 46 63 38 39 275 324 

Rosenbrock 1000 27 53 44 66 31 58 74 118 

 
5000 28 48 53 87 35 55 97 165 

 
10000 32 45 59 89 38 57 107 189 

White & Holst 1000 36 58 53 74 44 64 78 146 

 
5000 40 67 46 88 47 77 53 97 

 
10000 31 61 44 72 38 69 48 87 

Beale 1000 20 29 31 27 23 36 19 35 

 
5000 13 20 33 33 18 25 19 36 

 
10000 22 32 38 42 28 40 29 54 

Penalty 1000 37 45 43 57 45 55 24 40 

 
5000 38 43 48 57 44 57 25 41 

 
10000 43 51 55 64 52 66 24 45 

Raydan 1 1000 187 251 252 301 228 245 341 400 

 
5000 - - - - - - - - 

 
10000 - - - - - - - - 

Raydan 2 1000 5 10 8 9 7 9 4 9 

 
5000 5 10 8 9 7 9 4 9 

 
10000 8 13 9 11 7 10 4 9 

Diagonal 1 1000 195 246 304 427 254 268 493 829 

 
5000 - - - - - - - - 

 
10000 - - - - - - - - 

Diagonal 2 1000 171 183 198 223 163 193 253 325 

 
5000 367 389 437 431 398 441 537 668 

 
10000 - - - - - - - - 

 

 [
 D

O
R

: 2
0.

10
01

.1
.2

25
17

28
6.

20
19

.1
5.

4.
4.

6 
] 

 [
 D

ow
nl

oa
de

d 
fr

om
 ja

m
lu

.li
au

.a
c.

ir
 o

n 
20

25
-0

7-
04

 ]
 

                            13 / 20

https://dor.isc.ac/dor/20.1001.1.22517286.2019.15.4.4.6
https://jamlu.liau.ac.ir/article-1-1511-fa.html


 سبصی هميبس ثضسگاٍل ثشای حل هسبیل ثْيٌِ-سسبًي هتمبسى اص هشتجِسٍصِسٍش ث ،هذسس خيبثبًي ٍ داًطيبى

164 

 HTSA،IMPBOT ،L-BFGS ،FRSCGّبی ًتبیح آصهَى ثشای سٍش .1اداهِ جدٍل

 ثؼذ ًبم هسبلِ
HTSA IMPBOT L-BFGS FRSCG 

in  /f gn  
in  /f gn  

in  /f gn  
in  /f gn  

Perturbed Quadratic 1000 281 304 303 329 295 320 384 439 

 
5000 - - - - - - - - 

 
10000 - - - - - - - - 

G. Tridiagonal 1 1000 27 42 39 47 34 44 61 92 

 
5000 26 51 37 56 32 54 23 52 

 
10000 29 56 41 59 36 56 98 619 

Tridiagonal 1 1000 21 31 30 35 27 35 28 55 

 
5000 28 42 34 46 33 44 10 22 

 
10000 26 35 27 39 27 37 38 74 

Three Expo Terms 1000 14 16 15 20 14 18 17 30 

 
5000 17 20 21 22 19 22 23 40 

 
10000 20 22 14 24 12 24 28 108 

G. Tridiagonal 2 1000 71 91 86 105 82 100 193 228 

 
5000 74 94 91 108 86 103 117 152 

 
10000 91 114 106 127 102 122 364 480 

NONDIA 1000 20 31 27 35 24 33 12 25 

 
5000 14 23 19 24 17 24 7 14 

 
10000 17 23 19 35 17 32 7 14 

DQDRTIC 1000 34 45 42 50 41 49 6 13 

 
5000 22 31 36 47 27 35 7 15 

 
10000 33 45 43 53 38 49 7 15 

DENSCHNB 1000 7 14 17 19 13 15 8 17 

 
5000 6 13 14 18 12 14 8 17 

 
10000 9 18 18 20 14 18 9 19 

DENSCHNF 1000 15 31 22 37 21 36 145 438 

 
5000 16 33 23 39 20 34 132 491 

 
10000 21 38 29 44 26 42 99 506 

SINQUAD 1000 137 259 168 284 157 275 259 457 

 
5000 - - - - - - - - 

 
10000 - - - - - - - - 
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 HTSA،IMPBOT ،L-BFGS ،FRSCGّبی ًتبیح آصهَى ثشای سٍش .1اداهِ جدٍل 

 ثؼذ ًبم هسبلِ
HTSA IMPBOT L-BFGS FRSCG 

in   /f gn   
in  /f gn  

in  /f gn  
in  /f gn  

PPQ1 1000 230 289 255 303 246 298 607 688 

 

5000 94 134 119 152 110 145 257 440 

 

10000 57 95 85 109 75 103 39 69 

Broyden Tridiagonal 1000 33 59 42 64 38 62 - - 

 

5000 54 82 67 89 61 85 275 314 

 

10000 52 69 58 74 56 72 183 220 

Almost Perturbed Quadratic 1000 265 303 282 306 278 305 772 826 

 

5000 - - - - - - - - 

 

10000 - - - - - - - - 

EDENSCH 1000 23 47 26 54 26 51 30 56 

 

5000 27 61 31 63 30 62 43 183 

 

10000 32 77 35 81 35 79 43 74 

LIARWHD 1000 29 48 37 52 34 50 116 230 

 

5000 33 56 42 61 38 59 73 141 

 

10000 38 59 45 63 42 61 91 173 

Diagonal 6 1000 6 9 8 10 7 9 4 9 

 

5000 6 9 8 10 7 9 4 9 

 

10000 6 9 8 10 7 10 4 9 

DIXMAANF 1000 114 127 139 144 132 140 229 265 

 

5000 235 262 261 272 253 267 - - 

 

10000 - - - - - - - - 

Diagonal 4 1000 6 13 7 13 6 12 6 12 

 

5000 6 13 7 13 6 12 7 14 

 

10000 6 13 7 13 6 12 22 41 

Diagonal 5 1000 5 7 6 9 5 8 4 9 

 

5000 5 7 6 9 5 8 4 9 

 

10000 5 7 5 8 4 8 4 9 

Himmelblau 1000 13 26 15 30 14 28 16 30 

 

5000 14 28 16 27 15 27 19 36 

  10000 16 32 21 31 19 32 21 37 

G.PSC1 1000 79 102 99 119 93 113 231 373 

 5000 112 137 130 152 125 149 - - 

 10000 - - - - - - - - 
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 HTSA،IMPBOT ،L-BFGS ،FRSCGّبی ًتبیح آصهَى ثشای سٍش .1اداهِ جدٍل 

    HTSA IMPBOT L-BFGS FRSCG 

 ثؼذ ًبم هسبلِ
in   /f gn   

in  /f gn  
in  /f gn  

in  /f gn  

PSC1 1000 10 18 23 30 18 20 11 23 

 

5000 11 18 25 36 19 21 11 23 

 

10000 19 26 29 40 19 24 35 807 

Maratos  1000 68 110 77 119 74 116 628 849 

 

5000 59 98 64 102 63 100 - - 

 

10000 47 77 54 83 52 82 629 948 

Cliff  1000 51 58 59 65 56 62 57 93 

 

5000 56 65 61 69 59 67 25 52 

 

10000 61 75 60 68 60 70 44 88 

Wood 1000 226 307 212 303 232 312 70 132 

 

5000 237 271 223 278 221 278 94 178 

 

10000 - - - - - - 81 155 

Hiebert 1000 74 133 85 142 82 140 109 205 

 

5000 58 102 68 111 65 109 84 151 

 

10000 91 160 102 169 98 167 69 131 

QF1 1000 264 278 266 294 267 288 728 783 

 

5000 - - - - - - - - 

 

10000 - - - - - - - - 

QP1 1000 18 22 19 29 18 20 12 28 

 

5000 26 28 26 33 24 26 - - 

 

10000 26 29 26 33 24 26 - - 

QP2 1000 38 71 45 82 42 77 - - 

 

5000 54 85 61 94 58 89 248 372 

 

10000 32 61 39 69 36 66 285 425 

QF2 1000 321 387 351 377 341 374 - - 

 

5000 - - - - - - - - 

 

10000 - - - - - - - - 

EP1 1000 5 8 4 7 4 7 2 5 

 

5000 5 8 4 7 4 7 3 6 

  10000 5 8 4 7 4 7 5 9 

ARWHEAD 1000 13 24 22 28 18 27 24 47 

 5000 14 28 10 33 11 31 35 230 

 10000 16 38 12 40 13 39 - - 
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 HTSA،IMPBOT ،L-BFGS ،FRSCGّبی . ًتبیح آصهَى ثشای سٍش1اداهِ جدٍل

 ثؼذ ًبم هسبلِ
HTSA IMPBOT L-BFGS FRSCG 

in  /f gn  
in  /f gn  

in  /f gn  
in  /f gn  

DIXMAANA 1000 8 10 11 13 10 12 11 22 

 
5000 8 10 11 13 10 12 11 22 

 
10000 8 10 11 13 10 12 12 24 

DIXMAANB 1000 12 16 17 19 15 18 12 21 

 
5000 13 18 18 20 16 19 12 21 

 
10000 13 18 18 20 16 19 12 21 

DIXMAANC 1000 15 20 14 18 14 18 15 27 

 
5000 16 23 14 16 14 18 16 28 

 
10000 16 23 16 18 16 18 15 26 

DIXMAANE 1000 151 173 165 173 160 174 352 381 

 
5000 389 411 402 450 406 434 712 743 

 
10000 - - - - - - 839 871 

DIXMAANG 1000 133 140 146 153 141 148 273 303 

 
5000 223 245 255 263 244 260 671 702 

 
10000 - - - - - - 793 825 

DIXMAANH 1000 - - - - - - 599 663 

 
5000 - - - - - - 763 849 

 
10000 - - - - - - - - 

DIXMAANI 1000 123 138 147 161 139 153 312 343 

 
5000 265 278 297 318 286 304 674 705 

 
10000 - - - - - - 889 921 

ENGVAL1 1000 - - - - - - - - 

 
5000 23 44 26 51 25 48 28 49 

 
10000 21 46 26 48 24 47 42 66 

SQ1 1000 239 255 238 259 241 257 886 951 

 
5000 - - - - - - - - 

 
10000 - - - - - - - - 

SQ2 1000 120 209 133 213 128 211 - - 

 
5000 315 388 335 417 327 407 - - 

 
10000 - - - - - - - - 

 

 IMPBOTثِ  HTSAًسجت ًتبیح الگَسیتن  .2جدٍل

 الگَسیتن
HTSA 

 ّبی تبثغتؼذاد فشاخَاًي تؼذاد تکشاسّب

 90/0 92/0 هيبًگيي حسبثي

 84/0 84/0 ٌّذسيهيبًگيي 
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 L-BFGSثِ  HTSAًسجت ًتبیح الگَسیتن  .3جدٍل 

 الگَسیتن
HTSA 

 ّبی تبثغفشاخَاًي تؼذاد تکشاسّبتؼذاد 

 92/0 95/0 هيبًگيي حسبثي

 85/0 91/0 هيبًگيي ٌّذسي

 
 FRSCGبه  HTSAًسجت ًتبیح الگَسیتن  .4جدٍل 

 الگَسیتن
HTSA 

 تبثغ ّبیفشاخَاًي تؼذاد تؼذاد تکشاسّب

 74/0 77/0 هيبًگيي حسبثي

 69/0 71/0 هيبًگيي ٌّذسي

 

كٌذ كِ الگَسیتن اسایِ ضذُ است. ًتبیح اسایِ ضذُ دس ایي خذاٍل ثيبى هي 4ٍ  3، 2 ّبیخلاغِ ًتبیح دس خذٍل  

HTSA  ثِ عَس هَثشی ػولکشد الگَسیتنIMPBOT  سا ثْجَد ثخطيذُ است. ثْجَدHTSA  ثش سٍیIMPBOT 

% ثِ عَس هيبًگيي دس تؼذاد فشاخَاًي تبثغ/گشادیبى  16الي  10ثبضذ ٍ % دس تؼذاد تکشاس هي 11تب  8هتَسظ ثِ عَس 

% ثب  9الي  5ثِ عَس هتَسظ  L-BFGSًسجت ثِ الگَسیتن  HTSAثْجَد الگَسیتن  3-4ثبضذ. ثب تَخِ ثِ خذٍل هي

% دس تؼذاد هحبسجبت تبثغ/گشادیبى  12الي  8دس ًظش گشفتي تؼذاد تکشاسّبی هَسد ًيبص خْت سسيذى ثِ خَاة ٍ 

% دس  31الي  26% دس تؼذاد تکشاس ٍ 29الي  23ثِ عَس هتَسظ  FRSCGثبضذ. ایي همبدیش ًسجت ثِ الگَسیتن هي

 تغييش یبفتِ است. 4تؼذاد هحبسجبت تبثغ/گشادیبى دس خذٍل 

ّب استفبدُ ْبدی دس همبیسِ ثب سبیش الگَسیتنػلاٍُ ثش ایي اص هؼيبس دیگشی ًيض خْت ثشسسي ػولکشد الگَسیتن پيطٌ

اسایِ ضذُ است ٍ ػولکشد  ]23[ًيض هؼشٍف است تَسظ دٍلاى ٍ هَس  1ضذُ است، ایي هؼيبس كِ ثِ ًوَداس ػولکشد

دّذ ٍ ثشتشی ّش الگَسیتن سا دس توبهي اخشاّب ثش سٍی هدوَػِ هسبیل آصهَى ثِ غَست گشافيکي ًطبى هي

 ّبی ثضسگ داسد. اثضاسّبی تؼييي هؼيبس هَخَد ثشای آصهَى هدوَػِثيطتشی ثِ ًسجت سبیش 

,ًسجت ػولکشد ثِ غَست 

, *

p s

p s

p

l
r

l
 ضَد، كِ تؼشیف هي

,p sl  تؼذاد هحبسجبت هَسد ًيبص تبثغ ّذف ثشای حل

*ثبضذ، ٍ هي sتَسظ الگَسیتن  pهسبلِ

pl تشیي دفؼبت هَسد ًيبص خْت هحبسجِ تبثغ ّذف دس ّش ًطبى دٌّذُ كن

داسین:  p  ٍsلزا ثشای ّش ؛ثبضذالگَسیتن هي
,p sr 1 ای ثبضذ ثشای ًسجت هسبلِ. ّشگبُ الگَسیتن لبدس ثِ حل

,p sr  ػذد ثضسگي هبًٌذM یبثذ ثِ عَسی كِ ثشای ّش تخػيع هيp  ٍs ،
,p sr M ثٌبثشایي ًوَداس ؛

ػولکشد سا ثِ غَست 
Number of all problems

,
( )

p s

s

r 
 


 تش دس خػَظ تَاى تؼشیف كشد. ثشای خضئيبت ثيصهي

 هشاخؼِ كٌيذ.  ]23[ًوَداس ػولکشد ثِ 

                                                           
1Performance Profile 
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، ثِ تشتيت ثش HTSA،IMPBOT ،L-BFGS، FRSCGّبی ًوَداس ػولکشد الگَسیتن 2ٍ  1ّبی دس ضکل

 ضذُ است.ّبی تبثغ/گشادیبى ًوبیص دادُ ٍ تؼذاد فشاخَاًي هجٌبی تؼذاد تکشاس

 
 ثش هجٌبی تؼذاد تکشاس HTSA،IMPBOT ،L-BFGS ،FRSCGّبی ًوَداس ػولکشد الگَسیتن. 1ضکل 

 
 ّبی تبثغ/گشادیبىثش هجٌبی تؼذاد فشاخَاًي HTSA،IMPBOT ،L-BFGS ،FRSCGّبی ًوَداس ػولکشد الگَسیتن .2ضکل 

 

ّب ٍ ثشای دس ثيي سبیش الگَسیتن HTSAًطبى دادُ ضذُ است، الگَسیتن  2ٍ  1 ّبیعَس كِ دس ضکلّوبى

ثٌبثشایي، اص ًتبیح ػذدی هَثش ثَدى سٍش پيطٌْبدی ًسجت ثِ  ؛ثبضذهدوَػِ هسبیل آصهَى هَسد استفبدُ ثْتشیي هي

 ثِ عَس ٍاضح هطَْد است. IMPBOT، L-BFGS  ٍFRSCGّبی سٍش

 

 گیریًتیجِ 5

 ODEٍ خستدَی خغي هجتٌي ثش ّبی ًبحيِ هغوئي استشاتژیدس همبلِ حبضش سٍضي خذیذ ثب استفبدُ اص ادغبم  

ثلکِ ثب  ؛ثشدضذ، سٍش پيطٌْبدی ًِ تٌْب اص هضایبی ّش دٍ استشاتژی ًبحيِ هغوئي ٍ خستدَی خغي ثْشُ هياسایِ 
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اص ًوبیص فطشدُ ایي فشهَل دس سٍش فَق  SR1سٍصسسبًي ِتَخِ ثِ ًتبیح هَثش گضاسش ضذُ دس خػَظ فشهَل ث

ًتبیح ثِ دست آهذُ هَثش ثَدى سٍش پيطٌْبدی سا ًسجت ثِ  .ضذ تب ثشای هسبیل هميبس ثضسگ ثِ كبس سٍداستفبدُ 

ّبی ّب دس هدوَػِ هسبیل آصهَى هَسد استفبدُ ًطبى داد. تحليل ّوگشایي ایي سٍش دس پژٍّصسبیش الگَسیتن

 آتي هَسد ثحث لشاس خَاّذ گشفت.
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