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  1390 ماه اردیبهشت بیست و ششم :رسید مقاله
  1390 ماه شهریورچهاردهم  : پذیرش مقاله

 

  
  چکیده

 ]1[ سیفورد و همکاران. است طالعه شدهبوسیله ی  برنامه ریزی خطی م DEAتحلیل حساسیت طبقه بندی بازده به مقیاس در 
برای  .تحلیل حساسیت در حالت کلی بحث می شود ،در این مقاله .تحلیل حساسیت بازده به مقیاس را براساس دو شرط  بررسی کردند

یاس داده می شود که توسط آن مدل ها نوع بازده به مقیاس و ناحیه ی پایداری طبقه بندی بازده به مق ارایهمدل هایی  ،این منظور
ماهیت خروجی در  CCRماهیت ورودی و اثر تغییرات ورودی روی مدل  CCRاثر تغییرات خروجی روی مدل . مشخص می شود

  .می باشند، در نظر گرفته می شود CCRهایی که نا کارای  DMUتنها تحلیل حساسیت  ، در این مقاله. نظر گرفته می شود
  

  .، تحلیل حساسیت DEAبازده به مقیاس، :کلمات کلیدی
  
  مقدمه   1

 توسط CCRسپس مدل . ابداع شد] 2[توسط چارنز و همکاران   CCRمدل  ارایهتحلیل پوششی داده ها با  
ی واحدهای تصمیم گیرنده به دو هدف این دو مدل طبقه بند. گسترش یافت BCCبه مدل ] 3[بنکر و همکاران 

یکی از موضوعات بسیار مهم در تحلیل پوششی داده ها مشخص کردن نوع بازده به . طبقه کارا و ناکارا می باشد
. نوع بازده به مقیاس را مشخص کردند BCCبا استفاده از دوال مدل  ]4[ بنکر و همکاران. می باشد (RTS)مقیاس 

شده  ارایهمدل های . استفاده از مقدار کارایی نوع بازده به مقیاس را مشخص کردندبا  ]6-5[سپس فار و همکاران 
از آنجا  .می کنند فوق بازده به مقیاس واحدهای تصمیم گیرنده را به سه دسته صعودی، نزولی و ثابت طبقه بندی

در مورد پایداری بازده بنابراین تحقیق . که نوع بازده به مقیاس در تحلیل پوششی داده ها به صورت موضعی است
تحلیل حساسیت طبقه بندی بازده به مقیاس در  ]1[سیفورد و همکاران . به مقیاس یک موضوع بسیار مهمی است

ما در این مقاله بدون در نظر گرفتن این دو . تحلیل پوششی داده ها را با در نظر گرفتن دو شرط محاسبه می کند
  .ا محاسبه می کنیمشرط ناحیه ی پایداری بازده به مقیای ر
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طبقه . می دهیم ارایه واحدهای ناکارا  ما چندین مدل برنامه ریزی خطی را برای محاسبه پایداری بازده به مقیاس 
امکان دارد   ماهیت ورودی و خروجی برای واحد تصمیم گیرنده ای،  CCRبندی بازده به مقیاس بر اساس مدل 

ماهیت ورودی و ماهیت  CCRاسیت بازده به مقیاس بر حسب مدل برای این منظور تحلیل حس . متفاوت باشد
  . خروجی محاسبه می کنیم

 تحلیل حساسیت بازده به مقیاس بر حسب مدل: 3بخش . مفاهیم اولیه:  2بخش  : بخش های این مقاله عبارتند از
CCR تحلیل حساسیت طبقه بندی بازده به مقیاس بر حسب مدل : 4بخش . درماهیت ورودیCCR   درماهیت

  .نتیجه گیری: 6بخش . مثال: 5بخش . خروجی
  

  مفاهیم اولیه 1
jDMUnjn کنیم فرض ),,1(, L=  بردن بردار ورودی  به کارمتجانس هستند که با واحد

jxnj ),,1( L=  بردار خروجیjynj ),,1( L= را تولید می نمایند وoL ≥∈= m
j Rxnj و )1,,(

oL ≥∈= s
j Rynj ),,1(.  

  :معرفی شدبه صورت زیر  ] 2[توسط چارنز و همکاران  در ماهیت ورودی CCR  مدل 

)1 (                                                              

n

j 1

n

j 1

j

Min     

s.t.       ,             i 1,2,...,m,

           ,              r 1,2,...,s,

           0,             j 1,2,...,n.

j ij io

j rj ro

x x

y y

θ

λ θ

λ

λ

=

=

≤ =

≥ =

≥ =

∑

∑
           

  

0*1همواره شدنی است و ) 1(توجه کنید که مدل  ≤<θ.  

  :در ماهیت خروجی را می توان به صورت زیر نوشت CCRهمچنین مدل 

)2(                                                                   

n

j 1

n

j 1

j

Max     

s.t.       ,            i 1,2,...,m,

           ,           r 1,2,...,s,

           0,                j 1,2,...,n.

j ij io

j rj ro

x x

y y

ϕ

λ

λ ϕ

λ

=

=

≤ =

≥ =

≥ =

∑

∑
  

  :نوع بازده به مقیاس را  به صورت زیرمشخص کردند) 1(با استفاده از جواب های بهین مدل  ]3[کر و همکاران بن
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oDMU   1دارای بازده به مقیاس ثابت است اگر و فقط اگر  حداقل در یکی از جواب های بهینه رابطه
1

* =∑
=

n

j
jλ  

دارای بازده به مقیاس صعودی  است اگر و فقط اگر  برای تمام جواب های بهینه  رابطه   oDMU.  برقرار باشد

1
1

* <∑
=

n

j
jλ  برقرار باشد .oDMU  دارای بازده به مقیاس نزولی  است اگر و فقط اگر  برای تمام جواب های

1بهینه  رابطه  
1

* >∑
=

n

j
jλ  برقرار باشد.  

 
 ماهیت ورودی در  CCR تحلیل حساسیت بازده به مقیاس بر حسب مدل 2

آن دارای بازده به مقیاس ثابت باشد،  oDMUدر ماهیت ورودی اگر CCRت مدل وجه داشته باشید که تحت
دارای بازده به مقیاس  oDMUاگر. کاهش و افزایش خروجی ها نوع بازده به مقیاس ثابت راتغییر می دهد گاه

 oDMUبه همین ترتیب اگر . تغییر  نمی دهدصعودی باشد، کاهش خروجی ها نوع بازده به مقیاس صعودی را 
دارای بازده به مقیاس نزولی باشد افزایش خروجی ها نوع بازده به مقیاس نزولی را تغییر نمی دهد تا هنگامی که 

oDMU به  مرز BCC  را برای  ما فقط افزایش خروجی ها ،بنابراین. برسدDMU هایی که دارای بازده به
هایی که دارای  بازده به  DMUمقیاس صعودی می باشند را در نظر می گیریم، کاهش خروجی ها را برای 

هایی که دارای بازده DMUمقیاس نزولی می باشند در نظر می گیریم و افزایش و کاهش  خروجی ها را برای 
وتناسب کاهش  α≤1 توجه کنید که تناسب افزایش خروجی  با. به مقیاس ثابت می باشند را در نظر می گیریم

به صورت  α ،βکاهش خروجی ها به ترتیب توسط  افزایش و. ممکن استoDMUبرای β≥1 خروجی با
roro yysr αβ ,),,1( K= ل مقدار حا. نمایش می دهیمαβ را به نحوی محاسبه می کنیم که نوع بازده به  ,

αβبرای محاسبه کردن . مقیاس تغییرنکند oE،oE′،oE ابتدا مجموعه های , ′′،oT،oT را به صورت زیر تعریف  ′
  . می کنیم

  

                                                                                                          }DMU های کارایCCR{  =oE ′  

} DMUهای کارای  CCR که دارای بازده به مقیاس چپ صعودی هستند{  =oE ′  
 }DMU های کارایBCC که دارای بازده به مقیاس صعودی هستندUoE ′{ =oE ′′          

{( , ) : , , 1, 0, }
o o o

o j j j j j j o
j E j E j E

T x y x x y y j Eλ λ λ λ
∈ ∈ ∈

= ≤ ≥ = ≥ ∈∑ ∑ ∑  

{( , ) : , , 1, 0, }
o o o

o j j j j j j o
j E j E j E

T x y x x y y j Eλ λ λ λ
′′ ′′ ′′∈ ∈ ∈

′ ′′= ≤ ≥ = ≥ ∈∑ ∑ ∑  

                                     
  :بر اساس این دو مجموعه می توانیم مقادیر زیر را تعریف کنیم

)3(                                                     }),(:{*
oooooo TyxMax ∈= ϕϕϕ  

)4(                                                      }),(:{*
oooooo TyxMax ′∈= φφφ  
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  .1 قضیه
*1 دارای بازده به مقیاس ثابت است اگر و فقط اگر oDMU)الف =oϕ   1یا* =oφ  1,1(یا( ** <> oo φϕ.   

*1 ارای بازده به مقیاس نزولی است اگر و فقط اگرد oDMU )ب  <oϕ.  
*1 دارای بازده به مقیاس صعودی است اگر و فقط اگرoDMU )ج >oφ.  

  
⇒)( )الف  .برهان  (i)    1فرض* =oϕ ]1[ ودمشاهده ش .  
)(⇒  (ii)  1فرض* =oφ ابتدا متغیرهای جدید را معرفی می کنیم :  

 

                                                                                                    
)(ˆˆ

0ˆ1ˆˆ 1

ojj

ooo

Ej ′′∈=

>=⇒== −

λθλ

φθφθφ                                 

  :ضرب می کنیم و از این رو داریمθ̂را در  )4(تمام محدودیت های 
  

1 1

ˆ

ˆ ˆ. . , 1, , ,

ˆ , 1, , ,

ˆ ˆ,

ˆ , 0, .

o

o

o o

j ij io
j E

j rj ro
j E

j j o o
j E j E

j j o

Min

s t x x i m

y y r s

j E

θ

λ θ

λ

λ λ φ φ θ

λ λ

′′∈

′′∈

− −

′′ ′′∈ ∈

≤ =

≥ =

= = =

′′≥ ∈

∑

∑

∑ ∑

K

K                                                           )5(  

                                                            
1* =oφ.  بنابراین∑

∈

==
oEj

j 1ˆˆ ** θλ یعنی در مدلCCR درماهیت ورودی داریم: ∑
∈

=
oEj

j 1*̂λ1 وˆ* =θ و 

  .                              دارای بازده به مقیاس ثابت است oDMUلذا
(⇒ ) (iii)   1,1(اگر( ** <> oo φϕ آن گاه oDMUدارای بازده به مقیاس ثابت است.  

I(  اگر)1( * <oφ آن گاه  ),( *
oooo yxUDM φ=′ مقدار بهین آن برابر و کنیم  می ارزیابی )4(را  توسط

),(به دست می آوریم  (ii)از . می باشد 1با  *
oooo yxUDM φ=′ پس . دارای بازده به مقیاس ثابت است

oDMU ما نمی توانیم مقدار خروجی ها راکاهش  دهیم و باعث (نمی تواند دارای بازده به مقیاس صعودی  باشد
، ارای بازده به مقیاس ثابت استای که د DMUای که دارای بازده به مقیاس صعودی است به DMUشود که 

  .)تبدیل شود
II(  اگر)1( * >oϕ آن گاه  ),( *

oooo yxUDM ϕ=′ مقدار بهین آن و کنیم  می ارزیابی )3(را  توسط
),(به دست می آوریم  (i)از . می باشد 1برابر با  *

oooo yxUDM ϕ=′ پس . دارای بازده به مقیاس ثابت است
oDMU  افزایش  دهیم و باعث  ما نمی توانیم مقدار خروجی ها را(نمی تواند دارای بازده به مقیاس نزولی  باشد
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، ای که دارای بازده به مقیاس ثابت استDMUای که دارای بازده به مقیاس نزولی است به DMUشود که 
  .)تبدیل شود

  .دارای بازده به مقیاس ثابت استoDMU ،به دست می آوریم )(II و) (Iین از بنابرا
⇐)(الف   .مشاهده شود ]1[ . 
*1فرض  .)⇒( ب <oϕ اگر  آن گاه),( *

oooo yxUDM ϕ=′ را  توسط مدلCCR زیابی در ماهیت ورودی ار
  . است 1کنیم مقدار بهین آن برابر با 

oUDM) الف(بنابراین طبق قسمت  نمی تواند دارای بازده به oDMUپس  . دارای بازده به مقیاس ثابت است′
ای که دارای DMUما نمی توانیم مقدار خروجی ها را کاهش دهیم و باعث شود که (مقیاس صعودی باشد 

هم چنین ). تبدیل شود، ای که دارای بازده به مقیاس ثابت استDMUبازده به مقیاس صعودی است به 
oDMU ،داریم   )الف(زیرا از   نمی تواند دارای بازده به مقیاس ثابت باشدoDMUیاس ثابت دارای بازده به مق

*1نیست اگر وفقط اگر  ≠oϕ  1و* ≠oφ 1((و( * >oφ    1(یا( * <oϕ(.  1* <oϕ   1بنابراین* ≠oϕ  می دانیم که
1** <≤ oo ϕφ   1بنابراین* ≠oφ   پسoDMUن  بنابرای. دارای بازده به مقیاس ثابت نیستoDMU  دارای

  .به مقیاس نزولی است بازده
  .مشاهده شود ]1[ .)⇐(ب
*1فرض  .)⇒(ج >oφ اگر  آن گاه),( *

oooo yxUDM φ=′ را  توسط مدلCCR  در ماهیت ورودی ارزیابی
  . است 1کنیم مقدار بهین آن برابر با 

oUDM) الف(بنابراین طبق قسمت  نمی تواند دارای بازده به oDMUپس . دارای بازده به مقیاس ثابت است′
ای که دارای بازده DMUرا کاهش دهیم و باعث شود که  ما نمی توانیم مقدار خروجی ها(مقیاس نزولی باشد 

      oDMUهم چنین ). تبدیل شود، ای که دارای بازده به مقیاس ثابت استDMUبه مقیاس نزولی است به 
قیاس ثابت نیست اگر مدارای بازده به oDMUیم دار) الف(نمی تواند دارای بازده به مقیاس ثابت باشد، زیرا از 

*1فقط اگر  و ≠oϕ  1و* ≠oφ 1((و( * >oφ    1(یا( * <oϕ(.  1* >oφ   1بنابراین* ≠oφ.   می دانیم که
**1 oo ϕφ *1بنابراین   .>≥ ≠oϕ،   پسoDMUن  بنابرای. دارای بازده به مقیاس ثابت نیستoDMU  دارای

  .به مقیاس صعودی است بازده
*1،برهان خلف .)⇐( برهان ج >oφ 1این نباشد، بنابر* =oφ 1 یا* <oφ . 1اگر* =oφ نتیجه ) الف(از  آن گاه  

*1اگر. دارای بازده به مقیاس ثابت است که این تناقض است oDMUمی شود که <oφ متغیرهای   آن گاه
    :      جدید را معرفی می کنیم

                                                                                                           
)(ˆˆ

0ˆ1ˆˆ 1

ojj

ooo

Ej ′′∈=

>=⇒== −

λθλ

φθφθφ  

  :داریم آن گاهضرب کنیم  θ̂در  را )4( اگر تمام محدودیت های
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sryy

mixxts
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∑

∑

′′∈ ′′∈
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′′∈

′′∈
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λ
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θ

K
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*1از این که  >oϕ، نتیجه می شود ∑
∈

>
oEj

j 1λ̂ . یعنی در مدلCCR در ماهیت ورودی داریم :

∑
∈

>
oEj

j 1*λ1وˆ* =θ است و این تناقض با صعودی بودن بازده به مقیاس است.  

roroاگر خروجی ها به. دارای بازده به مقیاس نزولی است oDMUکنید  فرض   .2 قضیه  yy β=ˆ  تبدیل شوند
*1که  ≤< βϕo، آن گاه )ˆ,( ooO yxUDM ضریب کاهش β. (دارای بازده به مقیاس نزولی است′=

  )خروجی هاست
  .مشاهده شود ]1[  0برهان

roroاگر خروجی ها به  . دارای بازده به مقیاس صعودی استoDMUکنید  فرض  .3 ضیهق yy α=ˆ تبدیل
1*شوند که  oφα ),ˆ( آن گاه ،≥> ooo yxUDM ضریب افزایش α.(دارای بازده به مقیاس صعودی است ′=

  ).خروجی هاست
oUDMاگر ، برهان خلف .انبره oUDMبازده به مقیاس صعودی نداشته باشد، بنابراین در ارزیابی ′ ) 4( با مدل ′
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ˆ1حال اگر  * ≤oφ داریم :                                                                           
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1* این تناقض است با و oφα <≤.  
roroاگر خروجی ها به . دارای بازده به مقیاس ثابت استoDMUکنید فرض  .4 قضیه yy β=ˆ  تبدیل شوند
**که 

oo ϕχφ ),ˆ( آن گاه ،≥> ooo yxUDM یب تغییرات ضرχ( .دارای بازده به مقیاس ثابت است ′=
  ) خروجی هاست

oUDMاگر ،برهان خلف .برهان  یا و  بازده به مقیاس ثابت نداشته باشد بنابراین دارای بازده به مقیاس نزولی′
  .مشاهده شود ]1[ اگر دارای بازده به مقیاس نزولی باشد .صعودی است

oUDMر ارزیابی بنابراین د، حال اگر دارای بازده به مقیاس صعودی باشد  :آوریم به دست  می )4( با مدل ′
1ˆ* >φ .بنابراین داریم     :                           

                    

.,0

,1

,,,1,ˆˆ

,,,1,.

ˆˆ*

oj

Ej
j

Ej
roorjj

Ej
ioijj

oo

Ej

sryy

mixxts
Max

o

o

o

′′∈≥

=

=≥

=≤

=

∑

∑

∑

′′∈

′′∈

′′∈

λ

λ

χφλ

λ

φφ

K

K

                                

χ
φ

φ
*

*ˆ o
o *که  =

oφ در ارزیابی   )4(جواب بهین مدلoDMU 1حال اگر . می باشدˆ * >oφ، آن گاه  
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oاین تناقض است و.  
  
  درماهیت خروجی CCRتحلیل حساسیت طبقه بندی بازده به مقیاس بر حسب مدل   4

توجه کنید تحت مدل . گرفته می شوددر نظر  oDMUتگی ورودی  به جای تغییرات خروجی آشفاکنون 
CCR اگر ،ماهیت خروجیoDMU،کاهش و افزایش ورودی ها بازده  آن گاه دارای بازده به مقیاس ثابت باشد

افزایش ورودی ها بازده  آن گاهدارای بازده به مقیاس نزولی باشد oDMUاگر. تغییر می دهد به مقیاس ثابت را
 آن گاهدارای بازده به مقیاس صعودی باشد oDMUاگر  ،به همین ترتیب .به مقیاس نزولی را تغییر نمی دهد

بنابراین . برسدCCR به مرز oDMUکاهش ورودی ها بازده به مقیاس صعودی را تغییر نمی دهد تا هنگامی که 
    نزولی را در نظر های به ترتیب دارای بازده به مقیاس صعودی وDMUفقط افزایش و کاهش ورودی ها را برای 



 
کاران िی و ھਊ੪ॸ ن زادهඌࣹ ،   ن هࣝಭ ࢌඇඋࣱل ࣹساൎূحభ یاسग़ ଘ دی بازده    DEA  

 

122 
 

باشند را در  هایی که دارای بازده به مقیاس ثابت میDMUمی گیریم و افزایش و کاهش  ورودی ها را برای 
 ε≥1و تناسب کاهش ورودی با   η≤1توجه کنید که تناسب افزایش ورودی  با  .گیریم می نظر
oDMUبرای ηεبه ترتیب توسط را کاهش ورودی ها  افزایش و. ممکن است  roroبه صورت , yy ηε ,  

),,1( sr K= ل مقدار حا. نمایش  می دهیمηε را به نحوی محاسبه می کنیم که نوع بازده به مقیاس تغییر ,
ηε در رابطه با محاسبه. نکند oF،oFابتدا مجموعه های , ′ ،OT ′′′،Oψوoζ    زیر تعریف می کنیمرا به صورت .  

  

} DMU های کارایCCR که دارای بازده به مقیاس راست نزولی هستند{ =oF  
 }DMU های کارایBCC زده به مقیاس نزولی هستندکه دارای باUoF{=oF ′  
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)6(                                                          * { : ( , ) }o o o o o oMax x y Tψ ψ ψ ′′′= ∈  
)7(                                                            * { : ( , ) }o o o o o oMin x y Tζ ζ ζ= ∈  
  

),(به طوری که  oo yxخروجی نشان دهنده بردار ورودی وoDMUمی باشد.  
  .5 قضیه

*1دارای بازده به مقیاس ثابت است اگر و فقط اگر oDMU .الف  =oψ   1یا* =Oζ  1,1(یا( ** <> OO ζψ                                    .
*1دارای بازده به مقیاس صعودی است اگر و فقط اگر oDMU.ب  >oζ                                    .                        
*1دارای بازده به مقیاس نزولی است اگر و فقط اگرoDMU  .ج <oψ. 

  .بدیهی است) 1(با توجه به برهان قضیه   .برهان
ioioبه ورودی ها اگر . است صعودیدارای بازده به مقیاس oDMUکنید  فرض . 6 قضیه xx η=)  تبدیل شوند

1*که  oζη ),( آن گاه ،≥> ooo yxUDM       .است صعودیدارای بازده به مقیاس  ′=(
  .بدیهی است) 3(با توجه به برهان قضیه   .برهان
ioioه بورودی ها اگر . است نزولیدارای بازده به مقیاس oDMUکنید  فرض  .7 قضیه xx ε=)  تبدیل شوند

*1که  ≤< εψ o، آن گاه ),( ooo yxUDM       .است نزولیدارای بازده به مقیاس  ′=(
  .بدیهی است) 2(با توجه به برهان قضیه  .برهان
ioioبه ی ها وروداگر . است ثابت دارای بازده به مقیاس oDMUکنید  فرض . 8 قضیه xx β=)  تبدیل شوند

**که 
oψβζ ),( آن گاه ،≥≥ ooo yxUDM ضریب تغییرات  β(    .است ثابتدارای بازده به مقیاس  ′=(

 )هاست ورودی

  .بدیهی است) 4(با توجه به برهان قضیه   .برهان 
تنها تحلیلی برای پایداری طبقه بندی بازده به مقیاس نیست بلکه طبقه بندی بازده ) 5( توجه داشته باشید که قضیه

  .به مقیاس را نیز نشان می دهد
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  عددی مثال  5
. دنیک خروجی مـی باش ـ  است هر کدام دارای یک ورودی و DMU ،  10 فرض مجموعه ی داده ها شامل  

  .نشان داده شده است) 1(مقدار داده ها در جدول 
 
داده های مثال عددی .1دولج  

10 9 8 7 6 5 4 3 2 1 DMU 

ورودی 2 3 6 7 8 6 8 9 10 8 )( jx  

خروجی 1 2 4 4.25 4.5 1 2 3 4.4 4 )( jy  

 
2DMU  3وDMU  کارایCCR  2 {هستند  وDMU{ =oE′ و}2DMU1وDMU{=oE ′′ 7DMU، 8DMU 

16و  هستند دارای بازده به مقیاس ثابت 10DMUو   ,DMUDMU دارای بازده به مقیاس صعودی هستند
54و ,DMUDMU9وDMU مقدار حساسیت بازده به ) 2(جدول . دارای بازده به مقیاس نزولی می باشند

   .را هنگامی که مقدار خروجی را تغییر می دهیم نشان می دهد 10و 9و  8 و  7و  6های  DMUمقیاس  
  

  مقدار حساسیت بازده به مقیاس .2جدول 
10 9 8 7 6 DMU 

5.0,1 ** == OO φϕ  
4.4

4* =Oϕ  3
2,3

4 ** == OO φϕ  1,2 ** == OO φϕ  2* =Oφ  حساسیت 

]1,5.0[∈χ  ]1,4.4
4(∈β  ]3

4,3
2[∈χ  ]2,1[∈χ  )2,1[∈α جهنتی   

   
  
  نتیجه گیری  6

اثر . دادیم که توسط آن مدل ها ناحیه ی پایداری طبقه بندی بازده به مقیاس مشخص شد ارایهمدل هایی را 
را ماهیت خروجی  CCRدر ماهیت ورودی و اثر تغییرات ورودی روی مدل  CCRتغییرات خروجی روی مدل 

در این مقاله تنها . می آورددادیم نوع بازده به مقیاس را به دست  ارایههم چنین مدل هایی که . گرفتیم در نظر
باید توجه داشت که آشفتگی واحدهای کارا ممکن است طبقه بندی بازده به . واحدهای ناکارا بررسی شدند

اکارا دچار اشفتگی شوند می تواند بنابراین بررسی موقعیت هایی که واحدهای کارا و ن .مقیاس را تغییر دهد
  .موضوع تحقیق دیگری باشد
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