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چکیده
برنامه‌ریزی غیرخطی یکی از متداول‌ترین مدل‌ها در زمینه  بهینه‌سازی است که در حل بسیاری از مسایل در دنیای واقعی کاربردهای فراوان دارد. از طرفی دیگر، در فرمول‌بندی مسایل کاربردی و مهندسی با نوعی خاص از مسایل بهینه‌سازی غیرخطی مواجه می‌شویم که تحت عنوان برنامه‌ریزی هندسی شناخته می‌شوند. در حقیقت،  برنامه‌ریزی هندسی روشی است برای حل مسایل برنامه‌ریزی غیرخطی با قیود خطی یا غیر خطی. بسیاری از کاربردهای برنامه‌ریزی هندسی مسایل مهندسی هستند از این رو اغلب داده‌ها  نادقیق‌اند. وقتی مقادیر پارامترها  نادقیق باشند؛  مقداری که برای تابع هدف به دست می‌آید نیز نادقیق است. هدف این مقاله ارایه راه‌حلی برای حل مسایل برنامه‌ریزی هندسی با اعداد فازی مثلثی است.


کلمات کلیدی: برنامه‌ریزی هندسی، اعداد فازی،  برنامه‌ریزی هندسی فازی،-  برش،  مدل‏سازی.




1 مقدمه
برنامه‌ریزی هندسی روشی برای حل مسایل غیرخطی با محدودیت‌های غیر خطی ایجاد می‌کند که در آن پارامترها نمایی هستند. هدف اصلی برنامه‌ریزی هندسی حداقل ساختن تابع هدف مساله می‌باشد. بسیاری از کاربردهای برنامه‌ریزی هندسی طراحی دستگاه‌های صنعتی و پروژه‌های مدیریتی است. چویی و بریکر [1] و پراسد [2] کاربردهایی از برنامه‌ریزی هندسی را در طراحی مهندسی بیان نمودند. اسکات و جفرسون [3] نیز کاربردهای دیگری از برنامه‌ریزی را در پروژه‌های مدیریتی مطرح کردند. چنگ [4]، لی [5]،  روی و میتی [6]، کیم و لی ]7[ ، جانگ و کلین ]8[ و کائو و لیو ]9[ دیگر کاربردهای برنامه‌ریزی هندسی را در مدیریت تحول بیان نمودند. چون اکثر کاربردهای این برنامه‌ریزی در مسایل مهندسی است بیشتر داده‌ها نادقیق هستند. برای این‌که بتوان از این اطلاعات نادقیق در مدل‌سازی استفاده کرد؛ بلمن و زاده ]10[ و زاده ]11[ نظریه فازی را مطرح نمودند. نظریه فازی به طور گسترده‌ای در طراحی مدل‌های بهینه‌سازی کاربرد دارد. کوپر ]12[ و کائو ]13[ و لیو ]14[ بسیاری از مسایل برنامه‌ریزی هندسی را که در آن پارامترها نادقیق‌اند به شکل بازه‌ها مورد بررسی قرار دادند. لیو ]15[ روشی را برای محاسبه کران‌های مقادیر تابع هدف با پارامترهای بازه‌ای در برنامه‌ریزی هندسی مطرح کرد. هدف این مقاله ارایه روشی برای حل مساله برنامه‌ریزی هندسی با پارامترهای فازی است. در بخش دوم، برنامه‌ریزی هندسی به طور مختصر معرفی شده؛ سپس در بخش سوم نحوه مدل‌سازی مساله هندسی تشریح می‌شود. در بخش چهارم نیز روش حل جدیدی برای این‌گونه مسایل پیشنهاد و در بخش آخر مثالی جهت تشریح روش پیشنهاد شده آورده می‌شود و با استفاده از آن روش به حل مثال می‌پردازیم. 

2 معرفی برنامه‌ریزی هندسی
از مدل‌های کاربردی در برنامه‌ریزی ریاضی مرسوم به برنامه‌ریزی هندسی است که در حالت کلی به صورت زیر است ]16[:

(1)	





که در آن ،...،، اعداد مثبت‌اند و توان‌ها اعداد حقیقی و پارامترها اعداد مثبت‌اند و مسایل در شکل برنامه‌ریزی هندسی ممکن است مقید یا نامقید باشند. اگر در مدل فوق برای هر ،  آنگاه این مدل،  مدل متعارف برنامه‌ریزی هندسی است؛ در غیر این‌صورت با اندکی تغییر می‌توان آن را به شکل اصلی مدل هندسی به صورت تبدیل نمود:

(2)	

3 مدل‌سازی ریاضی



مسایلی که در دنیای واقعی اتفاق می‌افتند؛ اغلب دارای داده‌های دقیق نیستند و بنابراین باید راه‌حل‌هایی را ارایه کرد تا بتوان از مقادیر نادقیق در مدل‌ها استفاده نمود. در یک مدل هندسی ممکن است تمام پارامترها دقیق نباشند و به صورت اعداد فازی مطرح گردند. در این صورت مقدار تابع هدف نیز فازی به دست می‌آید و مدل هندسی به صورت مدل هندسی فازی مطرح می‌شود. مدل (2) را در حالتی که پارامترهای  نادقیق باشند در نظر می‌گیریم و آن‌ها را به ترتیب به صورت مجموعه‌های فازی محدب   نشان می‌دهیم و توابع عضویت آن‌ها را به ترتیب   در نظر می‌گیریم. در این‌صورت:




  





که در آن   تکیه‌گاه‌های هستند. شکل فازی برنامه‌ریزی هندسی به صورت زیر نشان داده می‌شود:

(3)	





حال هدف ما به دست آوردن تابع عضویت تابع هدف مساله است. از آنجا که مقدار تابع هدف عددی است فازی، بنابراین با استفاده از اصل توسیع زاده ]11[ مساله را به مساله معمولی مدل هندسی تبدیل می‌کنیم.  با استفاده از روندی که توسط لیو ]15[ برای به دست آوردن  داده شده است؛ کافی است کران پایین   و کران بالا  را در سطح خاص α به دست آوریم.

4 معرفی روش و مدل تحقیق
در این قسمت هدف تبدیل اعداد فازی به گونه‌ای است که بتوان آن‌ها را در مساله به کار برد. در این مقاله اعداد فازی را مثلثی در نظر می‌گیریم که به صورت زیر نشان داده می‌شوند: (شکل 1 را ببینید)



برای هر عدد فازی کران بالا و پایینی در نظر می‌گیریم:


(4)	





                                        
شکل 1.  نمایش عدد فازی مثلثی
                     
با توجه به نوع مدل مساله (حداقل یا حداکثر)، از کران بالا یا پایین استفاده می‌نماییم. حال برای پارامترهای فازی مدل  (3) با استفاده از رابطه (4)  داریم:


(5)	

در نتیجه اعداد فازی مدل (3)  با به کارگیری رابطه (4) غیر فازی می‌شوند و با استفاده از آن‌ها می‌توان مساله را به شکل معمولی مطرح و حل نمود.

4-1 کران پایین




برای به‌دست آوردن کران پایین  باید مقادیر غیرفازی شده ، و  را به گونه‌ای در مدل (3)  قرار دهیم که تابع هدفمان را کمینه کند. داریم: 


(6)	

بنابراین برای به‌دست آوردن کران پایین باید مساله دو سطحی زیر را حل نماییم:


(7)	

باید مساله درونی را به شکل متعارف هندسی تبدیل نمود که عبارت است از:


(8)	


چون هدف مساله بیرونی کمینه کردن مساله درونی است؛  بنابراین با اعمال   مساله بیرونی را حذف می‌کنیم:




 (9)	


با حل عبارت فوق کران پایین برای α- برش‌های مختلف به دست می‌آید.

4-2 کران بالا


برای به دست آوردن کران بالا مقادیر غیر فازی شده  را با توجه به هدفمان یعنی بیشینه نمودن تابع هدف انتخاب می‌کنیم. در اینصورت داریم:


(10)	

بنابراین همانند یافتن کران پایین ابتدا مساله درونی را به شکل متعارف هندسی تبدیل نموده؛ داریم:


(11)	


چون هدف مساله بیرونی بیشینه کردن مساله درونی است بنابراین با اعمال   مساله بیرونی را حذف می‌کنیم: 


        

(12)	


با حل عبارت فوق کران بالا  برای α- برش‌های مختلف به دست می‌آید.

5 مثال عددی
در این بخش مثالی را که لیو در مقاله خود در ]15[ مطرح نموده و بازه بهینه را به دست آورده مطرح و با استفاده از روش پیشنهادی آن را حل می‌نماییم و در نهایت جواب‌ها را مقایسه کنیم.

1.5 مثال





طراحی یاتاقان گردی را در نظر بگیرید. برای یک وزن و سرعت داده شده نسبت خروج از مرکز و زاویه ایستار تعیین شده است. مهندسان هیچ تجربهای برای طراحی نوع جدید یاتاقان ندارند؛ بنابراین برخی از پارامترها به طور تقریبی توسط مهندسان تخمین زده شده‌اند. فرض کنید شعاع آزاد، نیروی سیال،  قطر تکیه‌گاه اصلی، سرعت دوران یاتاقان و نسبت طول به قطر باشد. مساله بالا را می‌توان به صورت زیر مدل‏سازی نمود:



که در آن اعداد داخل پرانتز اعداد فازی مثلثی هستند. ابتدا با به کار بردن رابطه (5) پارامترهای فازی مدل را غیر فازی می‌نماییم:











حال با استفاده از مدل‏های (9) و (12) به ترتیب کران پایین و کران بالای تابع هدف را برای α- برش‌های مختلف محاسبه می‌کنیم.



و برای محاسبه کران بالا داریم:



کران بالا و پایین تابع هدف برای مقادیر مختلف  محاسبه شده‌اند. جدول (1) مقادیر کران بالا و پایین تابع هدف را برای 11 مقدار  αمختلف نشان می‌دهد.  

جدول 1. مقادیر کران بالا و کران پایین برای α-  برش‌های مختلف در روش پیشنهادی
	0/1
	9/0
	8/0
	7/0
	6/0
	5/0
	4/0
	3/0
	2/0
	1/0
	0/0
	α

	
561/3

561/3

	
634/3

508/3

	
708/3

456/3
	
783/3

404/3
	
858/3

352/3
	
933/3

300/3
	
008/4

249/3
	
084/4

197/3
	
160/4

146/3
	
237/4

095/3
	
313/4

044/3
	









از مقایسه نتایج روش لیو ]15[ (جدول 2) با روش پیشنهادی در این مقاله مشاهده می‌شود که از هر دو روش جواب‌های تقریباً یکسانی حاصل شده است. اگرچه هر دو روش جواب‌های تقریباً یکسانی دارند اما در روش پیشنهادی بدون دوگان‌گیری از مساله هندسی می‌توان به جواب مطلوب رسید و بنابراین با رویه‌ای ساده‌تر مقدار بهینه تابع هدف به دست آمده است.

جدول 2. مقادیر کران بالا و کران پایین برای α- برش‌های مختلف در روش  لیو ]4[
	0/1
	9/0
	8/0
	7/0
	6/0
	5/0
	4/0
	3/0
	2/0
	1/0
	0/0
	α

	
561/3

561/3
	
635/3

509/3
	
709/3

456/3
	
783/3

404/3
	
858/3

353/3
	
933/3

301/3
	
009/4

249/3
	
085/4

198/3
	
161/4

147/3
	
237/4

096/3
	
314/4

045/3
	







6 نتیجه‌گیری 
همان‌طورکه خاطر نشان شد؛ مساله برنامه‌ریزی هندسی روشی قدرتمند برای حل مسایل بهینه‌سازی غیرخطی است که اخیراً مدل‌سازی آن در محیط‌های فازی مورد توجه خاص قرار گرفته است ] 9 و 17[. در این مقاله بر اساس روش پیشنهاد شده برای حل مسایل برنامه‌ریزی هندسی با پارامترهای فازی در ضرایب هزینه، ضرایب قیود و اعداد سمت راست و نتایج عددی حاصل از به کارگیری این روش و روش ارایه شده در ]15[ که برای حل این‌گونه مسایل پیشنهاد گردیده بود کارآمدی رویه پیشنهاد شده نمایان شد. در حقیقت نتایج عددی، موید این مطلب بود هر دو روش جواب‌های تقریباً یکسانی را ارایه می‌دهند اما با روش جدید می‌توان بدون دوگان‌گیری از مساله برنامه‌ریزی هندسی آن را حل نمود و مقدار تابع هدف را برای α- برش‌های مختلف به دست آورد و این رویکرد از لحاظ محاسباتی بسیار حایز اهمیت است. با استفاده از توانایی این روش نویسندگان درصددند چنین مسایلی را برای اعداد فازی ذوزنقه‌ای و نیز برای مسایل با توان‌های فازی مطالعه نمایند.  
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