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 معادلات حل برای گامی باحافظههای دوک کلاس از روشساختار ی

 غیرخطی

 
  1،2ولی ترکاشوند

  تْشاى، ایشاىهشكض آهَصش ػالي ضْيذ بْطتي، ، فشٌّگياىداًطگاُ  دكتشی، -1

  ی، تْشاى، ایشاىستاس ذيضْ یيَّا فٌَى ٍ ػلَم داًطگاُ دكتشی، -2

 

 1400دی  15همالِ:  ذيسس

 1401تيش  18 همالِ: ششیپز

 

 چکیده 

 ًيض اداهِ دس. اینساختِ غيشخغي هؼادلات حل بشای خَدضتابگش سا دٍپاساهتش با 4هشتبِ  بْيي دٍگاهي سٍش یک همالِ ایي دس

 با  یؼٌي 37/6 ّوگشایي ی هشتبِ آًْا تشیيكاسا كِ باحافظِ رذیذ ّای اص سٍش كلاس یک خَدضتابگش پاساهتشّای تمشیب با

ِ  است ایي رذیذ ّای سٍش دیگش ایي هضیت داسد، هغشح ضذُ است. سا ّوگشایي ی هشتبِ بْبَد دسغذ 37/59 ِ  ًيهاصی  كه  به

ِ  داسای غيشخغهي  هؼهادلات  استيفٌسي ضبِ ّای سٍش با استفادُ اص ایي. ًذاسًذ هطتك هحاسبِ ِ  تمشیهب  بها  سهادُ،  سیطه  ی اٍليه

 . دّين ًطاى ػذدی ّای هخال با سا ضذُ هغشح لضایای است تا دسستي ضذُ حل سیطِ هٌاسب

 
 .پاساهتش خَدضتابگش، دسًٍيابي ًيَتي ،باحافظِ سٍش غيشخغي، هؼادلات :کلمات کلیدی

 

 

 مقدمه  1

ِ  اهها . اسهت  يشخغه يغ هؼهادلات  حهل  یبهشا  سٍش يیتش هؼشٍف[ 1]َتييً دٍم هشتبِ یتکشاس سٍش  آى ضهؼ   ًمغه

 :   باضذ يه شیص غَست بِ صیخغا هؼادلِ ٍ هطَْس سٍش يیا. باضذ يه هطتك هحاسبِ
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ضهذُ   شتبِ اٍل تابغ سا با تفاضل تمسين، هطتك ه1933دسسال  [2] 1باضذ. بشای حل هطکل هحاسبِ هطتك، استيفٌسي هي

 هشتبِ اٍل ًيَتي تمشیب صد:

                                                           
هکاتبات داس ػْذُ    

    torkashvand1978@gmail.com :   آدسس الکتشًٍيکي   
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 ِ ًوَد: غَست صیش اسایش هشتبِ دٍ خَد سا بٍِ سٍ
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 باضذ: غَست صیش هيِ هؼادلِ خغای ایي سٍش بذٍى حافظِ ًيض ب
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             یي ّش دٍ سٍش فَق بشابش است با ضاخع كاسا

/2 1 414 

هطهَْستشیي سٍش   1960سهال بؼهذ، دسسهال     27ّای دٍگهاهي هغهشح ضهذ.     خغي سٍشدس اداهِ حل هؼادلات غيش

 صیش است: غَستِ . ایي سٍش ب[3]ِ ًوَد اسای 2دٍگاهي بذٍى حافظِ سا استشٍفسکي
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 غَست صیش است:ِ ٍ هؼادلِ خغای آى ب  4ایي سٍش داسای هشتبِ ّوگشایي 
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 ِ ًوَد: غَست صیش اسایِ [ سٍش بذٍى حافظِ دٍگاهي خَد سا ب4] 3سال بؼذ اص استشٍفسکي، راسات 6
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 غَست صیش است:ِ ٍ هؼادلِ خغای آى ب 4ایي سٍش بْيي داسای هشتبِ ّوگشایي 
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غهَست صیهش   ِ خاًَادُ تک پاساهتشی خَد سا كِ سٍش استشٍفسکي ًيض رضء آًْاست، ب [5] 4، كيٌگ1973دس سال 

 ِ ًوَد:اسای

                                                                                                                                                                          
1J.F. Steffensen 
2A.M.Osrowski 
3P.Jarrat 
4R.F.King 
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 :هي باضذ ٍ هؼادلِ خغای آى بػَست صیش  است 4ایي سٍش بْيي داسای هشتبِ ّوگشایي 

    .k k ke c c c e O e    3 4 5
1 2 3 21 2 

 ِ ًوَد:با استفادُ اص ایذُ تابغ ٍصى اسایسٍش هشتبِ چْاس صیش سا  [6]  1، چاى2008دس سال 
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 غَست صیش است:ِ ٍهؼادلِ خغای آى ب 4ایي سٍش ًيض داسای هشتبِ ّوگشایي  

   .k k ke c c c e O e   3 4 5
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 ِ ًوَدًذ:سٍش هشتبِ چْاس صیش سا اسای [7]ٍ ّوکاساى  2ًيض ليَ 2010دس سال 
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   :[3] است باّای بْيي هشتبِ چْاس فَق بشابش یي سٍشضاخع كاسا

/ هشتبِ ّوگشایي بِ تَاى هؼکَس تؼذاد اسصیابي تابغ
1
34 1 5874 

تهَاى بهِ    كاس بشدًذ. اص رولِ هيِ ّای دٍگاهي بذٍى حافظِ سا بشای حل هؼادلات غيشخغي ب افشاد دیگشی ًيض سٍش

[ ، سههليواًي ٍ 12، 13ٍ ّوکههاساى ] 6، كههَسدسٍ[11]ٍ ّوکههاساى 5[، كٌسههال10ٍ9[ ، چههاى]8] 4تههشا  - 3كاًههگ

 [ ٍ... اضاسُ ًوَد. 14ّوکاساى]

َم سٍضْای دٍگاهي بْيي بهذٍى  س ًيض دس بخص این ٍ ؼذی بِ بياى هسالِ پشداختِب دس اداهِ ایي همالِ دس بخص

ّهای رذیهذ باحافظهِ سا بها     م سٍشچْهاس دس بخهص  سهس   حافظِ سا با دٍ پاساهتش خَدضتابگش هؼشفي خَاّين ًوَد. 

ضذُ دس  ، غحت لضایای هغشحپٌذدسغذ بْبَد هشتبِ ّوگشایي هؼشفي خَاّين ًوَد. دس اداهِ ًيض دس بخص  37/59

 گيشی سا هلاحظِ خَاّين كشد.  خَاّين دیذ. دس پایاى ًيض ًتيزِ ّای ػذدیبخص دٍ ٍ سِ سا با ركش هخال
                                                           

1C.Chun 
2Zhongli Liu 
3H.T.Kung 
4J.F.Traub 
5M.Kansal 
6A.Cordero 
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 بیان مساله 2

اص خغي ههَسد تَرهِ لهشاس گشفتهِ اسهت.      بذٍى حافظِ بشای حل هؼادلات غيش ّای با حافظِ ٍ سٍشدس ایي پژٍّص 

ّهای تکهشاسی    باضٌذ، بشای حل ایهي هؼهادلات اص سٍش   خغي داسای سیطِ دليك ًويآًزا كِ بسياسی اصهؼادلات غيش

تهشی   یي پایييضاخع كاسا ّای بذٍى حافظِ ّستٌذ كِ ، سٍششضاىت ّا ًَع لذیوي تَاى استفادُ ًوَد. ایي سٍش هي

بهشای   ،یي بهالاتشی ّسهتٌذ  ّای با حافظِ سا كِ داسای كهاسا  ایي حَصُ سٍش ىًذ. اص ایي سٍ هحمميي ٍ پژٍّطگشاداس

. تسه ا ُذضه با استفادُ اص ایي سٍش حهل  يشخغي هؼادلات غ ضيًدس ایي كاس اًذ.  اس گشفتِكِ خغي بحل هؼادلات غيش

تابگش بهِ یهک سٍش بها حافظهِ بها      ُ سا با ٍسٍد پاساهتشّای خَدضه ضذ ى حافظِ هغشحبشای ایي هٌظَس ابتذا سٍش بذٍ

ضهذُ سا تمشیهب    يض پاساهتش ٍ یا پاساهتشّای دادٍُ دس اداهِ ً این بْبَد هشتبِ ّوگشایي تبذیل كشدُ یي بالاتش ٍ ًيضكاسا

 این.  ُ این ٍ بِ ایي تشتيب بذٍى افضایص ّضیٌِ هحاسبات كاسآیي سٍش سا استما داد صدُ

 

 های بدون حافظه  روش 3

تابگش تَاى با ٍسٍد یک پاساهتش خَد ضه  كِ یک سٍش بذٍى حافظِ است سا هي [7]ضذُ ليَ ٍ ّوکاساى  سٍش هؼشفي

 :بِ غَست صیش باصًَیسي ًوَد
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)ایي سٍش با سِ فشاخَاًي ), ( ), ( )k k kf x f w f y سٍ عبهك حهذس كاًهگ    هشتبِ ّوگشایي چْاس داسد، اص ایي- 

 كٌذ. هي ( سا هطخع8) سٍش بْيي دٍ گاهي بذٍى حافظِ خغای باضذ. لضيِ صیش  بْيي هي تشا 
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f:سیطِ سادُ تابغ بِ اًذاصُ كافي دیفشاًسيل پزیشIفشؼ كٌيذ I R R  ُی بهاص  سٍی باص I  باضهذ. اگهش

x0 ِبِ اًذاصُ كافي بِ سیط  بهَدُ ٍ دس هؼادلهِ    4داسای حهذالل هشتبهِ ّوگشایهي     (8)ًضدیک باضذ، آًگاُ سٍش

  .كٌذ هيغذق ( 9)خغای 
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 :ضَد ًتيزِ هي (11ی ) سابغٍِ  (10) ی اص سابغِ
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 ضَد: ( ٍ ّوچٌيي هؼادلِ خغای ًتيزِ هي13( بش  سابغِ )10اكٌَى با تمسين سابغِ )
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(17) 

 ( خَاّين داضت:17( الي )10) دس ًْایت با استفادُ اص سٍابظ

        ' ( ' ' ( ) .  n n ne f c f c f c e O e           2 4 5
1 2 2 31 2 1 

                                                                                          سسذ. یي تشتيب احبات لضيِ بِ پایاى هيٍ بِ ا

 :تابگش بِ غَست صیش باصًَیسي ًوَدپاساهتش خَدضتَاى با ٍسٍد دٍ  سٍش ليَ ٍ ّوکاساى سا هي

(18)      
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 دّذ. سا ًطاى هي (18)هؼادلِ خغای سٍش بْيي دٍ گاهي بذٍى حافظِ  2-2لضيِ 

 2-3قضیه 

f:سیطِ سادُ تابغ بِ اًذاصُ كافي دیفشاًسيل پزیشIفشؼ كٌيذ I R R  ُی بهاص  سٍی باص I  باضهذ. اگهش

x0 ِبِ اًذاصُ كافي بِ سیط  َدُ ٍ دس هؼادلهِ  به  4داسای حذالل هشتبِ ّوگشایهي   (10)ًضدیک باضذ، آًگاُ سٍش

 كٌذ:  خغای صیش غذق هي

            ' )( ' ' (  n n ne f c f c f c f c e O e                   2 4 5
1 2 2 2 31 1 2 1 

(19)  

  Mathematicaباضذ. با اسهتفادُ اص بشًاههِ صیهش كهِ بها اسهتفادُ اص ًهشم افهضاس          ات: سٍش احبات هطابِ لضيِ لبل هياحب

 :ضَد ًَضتِ ضذُ است، لضيِ احبات هي
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e ey Series f ey e Fullsimplify

f e ey









   

 

 


 
 

2 3 4
2 3 4

2

0 4

0 4

1 0 4

 

 غَست صیش است:ِ خشٍري ایي بشًاهِ ب

 [
 D

O
I:

 1
0.

52
54

7/
ja

m
lu

.1
9.

4.
13

7 
] 

 [
 D

ow
nl

oa
de

d 
fr

om
 ja

m
lu

.li
au

.a
c.

ir
 o

n 
20

25
-0

7-
03

 ]
 

                             6 / 22

http://dx.doi.org/10.52547/jamlu.19.4.137
http://jamlu.liau.ac.ir/article-1-2072-fa.html


 137 -158 (1401) 75 ،ی آىكاسبشدّادس ػوليات  دس تحميك هزلِ

143 

            ' )( ' ' (  n n ne f c f c f c f c e O e                   2 4 5
1 2 2 2 31 1 2 1 

 سسذ.  بِ پایاى هيًيضلضيِ ایي ٍ بِ ایي تشتيب احبات 

ّای  ّای با حافظِ سا هَسد بشسسي لشاس خَاّين داد. لاصم بِ ركش است سٍش دس اداهِ ایي همالِ دس بخص سَم سٍش

با ٍسٍد پاساهتشّای خهَد ضهتابگش ٍ ًيهض تمشیهب آًْها بها        ،ّای بذٍى حافظِ اسصیابي سٍش تؼذاد با حافظِ سا با ّواى

 یي بالاتشی داسًذ.  وگشایي ٍ ًيض بِ تبغ آى ضاخع كاسااستفادُ اص اعلاػات لبل خَاّين ساخت كِ هشتبِ ّ

 

 های باحافظه جدید ساختار روش 4 
سهس  دس بخهص دٍم ًيهض    ضهَد،   هغهشح ههي  ّای تک پاساهتشی ایي بخص ضاهل دٍبخص است. ابتذا خاًَادُ سٍش

 خغي هغشح خَاّين كشد.غيشّای دٍ پشاهتشی سا بشای حل هؼادلات  سٍش

 

 های تک پارامتری با حافظه روشخانواده 4-1

 اگش  .( ، چْاس خَاّذ بَد8ضذُ ) َرِ خَاّين ضذ كِ هشتبِ سٍش دادُ( هت9با هلاحظِ سابغِ )

( '( ))f  1 0 
 :حال اگش داضتِ باضين

 .
'( )f







1 

دس دستشس ًيست  ،، سیطِ دليك هؼادلِ ( بيص اص چْاس خَاّذ بَد اص آًزایي ك8ِآًگاُ هؼادلِ خغای سٍش )

 اص تمشیب  تَاى هي رای آىِ لابل هحاسبِ دليك ًخَاّذ بَد. اها ب پ  همذاس    ' ' αf f  اص  .استفادُ ًوَد

 تمشیب صیشاستفادُ اص با  هاسٍ  ایي

 
'( )f







1 

  2361/5ٍ  7892/4، 5616/4، 2361/4 ًيض دٍ پاساهتشی با هشتبِ ّوگشایي ّای باحافظِ تک پاساهتشی  ٍ سٍش

 خَاّين ساخت.

 اگش پاساهتش
'( )f







1
 ّای ّوگشایي هختل  سا ّای باحافظِ با هشتبِ ّای صیشتمشیب بضًين، سٍش غَستِ سا ب 

 :دست خَاّين آٍسد بِ

 :سٍش تمشیب سکاًت -ال 
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x x
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 :سٍش تمشیب  ًيَتي -د

(22)                                                                             ' )' , ; , ,  .(k k k kf N x N t x yN t x    22 2 1 1 

كِ  '

kN x2 ًِماط  با استفادُ اص ًيَتي  2ای دسًٍيا  دسرِ  چٌذرول, ,k k kx y x 1 صم بِ ركش است باضذ. لا هي1

 باضٌذ. ایي ًماط هؼلَم هي

 :سٍش  ًيَتي -د

(23 )                                     '' , ; , , ,  .( )k k k k kf tN x N t x y x wN     13 3 13 ك1ِ ' kN x3 

, هؼلَم ًيَتي اص بيي ًماط 3ای دسًٍيا  دسرِ  چٌذرولِ , ,k k k kx y x w  1 1 است با ایي  لاصم بِ ركشباضذ.  هي1

 ای تمشیب صدُ خَاّذ ضذ.  ًماط بْتشیي چٌذرولِ

k ضتابگشپ  پاساهتش ًوَد:تَاى تؼييي  صیش هي ّای غَستِ سا ب 

 سٍش تمشیب سکاًت : -ال 

(24)                                                                       
     

  .  
'

k k
k

k k

x x

f x f xf
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1

1
 

 یافتِ سکاًت :سٍش تمشیب بْبَد - 

(25 )                                                                         
     

  .  
'

k k
k

k k

x y

f x f yf









  



1

1

1
 

 :تمشیب ًيَتي سٍش -د

(26)                                                                                      
   '

 .      
'

k

kN xf




 
 

2

1 1
 

كِ           , , ,k k k k k k k k kN t f x f x y t x f x y x t x t y         2 1 1 1 1 1 

 :سٍش ًيَتي -د

(27)                                                                                                              
   '

 .     
'

k

kN xf




 
 

3

1 1
 

 كِ

          

    

, , ,

, , , .

k k k k k k k k k

k k k k k k k

N t f x f x y t x f x y w t y t w

f x y w x t y t w t x

    

     

     

   

3 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1

 

ّای باحافظِ صیش سا  كٌين، سٍشّای فَق تؼييي  سا با استفادُ اص یکي اص سٍش k خَدضتابگشحال اگش پاساهتش

 خَاّين داضت:
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 1-4قضیه 

f:پزیش ُ تابغ بِ اًذاصُ كافي دیفشاًسيلسیطِ سادIفشؼ كٌيذ I R R   سٍی باصُ ی بهاص I  .اگهش باضهذ 

x0 اًذاصُ كافي بِ سیطِب ِ بهِ تشتيهب    (31( ٍ)30) (،29) (،28)ّهای  هشتبِ  ّوگشایي سٍش، آًگاُ ًضدیک باضذ

 .2361/5ٍ  7912/4، 5616/4، 2361/4بشابش است با: 

( حذالل 28ی ّوگشایي سٍش تک پاساهتشی باحافظِ ) دّين هشتبِ : ًطاى هي(28رابطه )مرتبه همگرایی اثبات 

  بشابشاست با :

2 5 
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)با استفادُ اص بسظ هک لَسى تابغ )f x ِحَل ًمغx  خَاّين داضت : 

(32        )                  
       '' '''

! !

x f x f
f x f x f

   
  

 
     

2 3

2 3
 

k,حال با استفادُ اص سٍابظ k k ke x e x     1  داسین: (24)ٍ ًيض سابغِ  1

(33     )        
       '' '''
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k k
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x f x f
f x f x f
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(34   )       
       '' '''

! !

k k

k k

x f x f
f x f x f
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k, ابظٍبا استفادُ اص س k k ke x e x     1  ضَد: سابغِ صیش ًتيزِ هي (34( ٍ)33)ّای ٍ ًيض سابغ1ِ

(35)      
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 داسین:  (24)ٍ با استفادُ اص سابغِ 
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(36) 

)حال بشای هحاسبِ '( ))f 1  ِخَاّين داضت: (36)با استفادُ اص سابغ 

(37     )
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 ٍ ًيض هؼادلِ خغای آى خَاّين داضت: (37)اص سابغِ  

(38                    )
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}فشؼ كٌيذ دًبالِ ّای دس اداهِ },{ }k kw yٍ{ }kx ّوگشا با هشتبِ ّوگشایي ,r r1 2ٍr اضٌذ، داسین : ب 
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(39                                   ),

,
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~ ~
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 ِ دستگاُ سِ هؼادلِ ٍ سِ هزَْل صیش خَاّين سسيذ:( ب39)ٍ (38) رفت سٍابظدس ًْایت با استفادُ اص 

(40      )                               

,
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.

rr r

rr r

r r
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 :اص ػباستست هؼادلات دستگاُ يیا رَا   
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 خَاّين داضت: (32): با استفادُ اص سابغِ (29) مرتبه همگرایی روشاثبات 

(41  )       
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k, سابغِ اص استفادُ با k k k yx y e e  1  :ضَد يه زِيًت شیص سابغِ( 41)ٍ( 33)یّا سابغِ ضيً ٍ 1

 
(42) 

) حال بشای هحاسبِ '( ))f 1  ِخَاّين داضت: (42)با استفادُ اص سابغ 
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 ٍ ًيض هؼادلِ خغای آى خَاّين داضت: (43)اص سابغِ  

(44                    )
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}ّای دس اداهِ فشؼ كٌيذ دًبالِ },{ }k kw yٍ{ }kx ّوگشا با هشتبِ ّوگشایي,r r1 2ٍr اضٌذ، داسین : ب 
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(45                                     ),
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 ِ دستگاُ سِ هؼادلِ ٍ سِ هزَْل صیش خَاّين سسيذ:( ب45) ٍ (44) دس ًْایت با استفادُ اص رفت سٍابظ

(46 )                                       
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2 0

4 0

 

 :اص ػباستست هؼادلات دستگاُ يیا رَا  

            

 

 

 

      / ,   

      / ,  

      / .

r

r

r















  

  

  

1

2

1
9 17 1 2192

4
1

5 17 2 5616
4
1

5 17 4 5616
2

 

 است.( 29)كاهلا هطابِ سٍش   :(33) روشهمگرایی اثبات 

  : (31) همگرایی روشاثبات 
 Mathematicaبا استفادُ اص بشًاهِ كاسبشدی صیش دس ًشم افضاس 

ClearAll["Global'*"] 
A[t_]:=InterpolatingPolynomial[{{e,fx},{ew,fw},{ey,fy},{e1,fx1}},t] 
Approximation=-1/A'[e1]//Simplify; 
fx=fla*(e+c2*e^2+c3*e^3+c4*e^4); 
fw=fla*(ew+c2*ew^2+c3*ew^3+c4*ew^4); 
fy=fla*(ey+c2*ey^2+c3*ey^3+c4*ey^4); 
fx1=fla*(e1+c2*e1^2+c3*e1^3+c4*e1^4); 
γ=Series[Approximation,{e,0,2},{ew,0,2},{ey,0,2},{e1,0,0}]//Simplify; 
Collect[Series[+1+γ*fla,{e,0,1},{ew,0,1},{ey,0,1},{e1,0,0}],{e,ew,ey,e1},Simplify] 

 

 ش است.غَست صیِ خشٍري ایي بشًاهِ ب

eweyc e4 
)اص ایي خشٍري بشای هحاسبِ  '( ))f 1 ٍ ( ِخَاّين داضت:27استفادُ اص سابغ ) 

(47                                                                                               )   , , .~ e ek k k w k yf c e     
4 1 1 11 

 ( ٍ ًيض هؼادلِ خغای آى خَاّين داضت:47سابغِ )اص 
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(48                      )

  

  
  

,

,

~ '

~

,

,

.~

k k k

k y k k

k w k k

e f e

e f e

e f e

 

 

 







 



 










4
1

2

1

1

1

 

}ّایدس اداهِ فشؼ كٌيذ دًبالِ },{ }k kw yٍ{ }kx ّوگشا با هشتبِ ّوگشایي ,r r1 2ٍr اضٌذ، داسینب : 

(49     )                              ,

,

,

,

.

~ ~

~ ~

~ ~

r r

k k k

r rr

k y k k

r rr

k w k k

e e e

e e e

e e e

 













2

2 2

1 1

1 1

1

1

 

, ّای  هساٍی لشاس دادى تَاى( 49)ٍ (48) دس ًْایت با استفادُ اص رفت سٍابظ ,,k w k ye e ٍke 1 دستگاُ سِ ب ِ

 هؼادلِ ٍ سِ هزَْل صیش خَاّين سسيذ:

(50          )                                                                                    
,

, 

.

rr r r r

rr r r r

r r r r

  



 

    





  







 

1

2
2

1 1 2 0

1 1 2 2 0

1 1 2 4 0

 

 :اص ػباستست هؼادلات دستگاُ يیا رَا  

  / , 

    / ,   

    / .

r

r

r







  

 

 




1

2

1 5 2 2361

5 3 2361

3 5 5 2361

 

 سسذ.  یي تشتيب احبات لضيِ بِ پایاى هيٍ بِ ا

 ّای صیش سا بياى كٌين. َاًين گضاسُت اكٌَى هي

 1-4گساره 

 7912/4، 5616/4، 2361/4بِ تشتيب بشابشاست با :  (31( ٍ )30) (،29) (،28) ّای با حافظِ ّوگشایي سٍشی هشتبِ

 :غَست صیشاست اص ایي سٍ ضاخع كاسایي آًْا بِ . 2361/5ٍ 

/ / ,

/ / ,

/ / ,

/ / .

















3

3

3

3

4 2361 1 6181

4 5616 1 6585

4 7912 1 6858

5 2361 1 7365

 

 

 2-4گساره 

بْبَد  2361/1ٍ 7912/0 ،5616/0 ،2361/0بِ تشتيب كِ  (31( ٍ )30(، )29(، )28)باحافظِ ّای  اص سٍشّشیک 

 ًذ، هيضاى بْبَد ّوگشایي بِ تشتيب صیش داسًذ: اِ ( سا داضت8یي سٍش بذٍى حافظِ )هشتبِ ّوگشا

91/5  ، %04/14  ، %78/19ٍ % 90/30% . 
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 های باحافظه دوپارامتری روش 4-2

با هلاحظِ سابغِ  غَست صیش ػول خَاّين ًوَد.ِساخت سٍش دٍگاهي باحافظِ دٍ پاساهتشی رذیذ ب حال بشای

 ( ، چْاس خَاّذ بَد، اگش 18( هتَرِ خَاّين ضذ كِ هشتبِ سٍش دادُ ضذُ )19)

   '( ) ,        .f c     21 0 0 
 :اگش داضتِ باضين اص ایي سٍ

 

 

 
 ,    c  . 

'

f

f f


 

 


   



2

1

2
 

ی دليك هؼادلِ دس دستشس  ، سیطِبيص اص چْاس خَاّذ بَد. اص آًزایي كِ  (18)آًگاُ هؼادلِ خغای سٍش 

,پ  همذاس ،ًيست   ّصیش ّای اص تمشیب تَاى  هي رای آىِ ذ بَد. اها بٌلابل هحاسبِ دليك ًخَا 

        .' α , '' '' α  f f f f    
 ّای صیش  یبتَاى تمش سٍ هي استفادُ ًوَد. اص ایي  

 

 

 

''
 ,    .

' '

f

f f


 

 


 

1

2
 

 .ضَد ساختِ هي 37/6ّای باحافظِ دٍ پاساهتشی با هشتبِ ّوگشایي هِ ایي بخص سٍشاسا ًظش گشفت. دس اد

اگش پاساهتشّای
 

 

 

''
 ,    

' '
k k

f

f f


 

 


 

1

2
 ِك 

(51   )                                                                       ' ' , ; , , ,  .k k k k kf N x N t x y x w    3 3 1 1 1 

(52   )                                                                   '' ' , ; , , , , .k k k k k kf N x N t w x y x w    4 4 1 1 1                                                       

, پ  پاساهتش ّای  k k     تَاى تؼييي ًوَد: غَست باصگطتي صیش هيِ سا ب 

(53  )                                                           
   

 

 

 

 

''

' '

''
,  .

' '

k

k k

k k

f N w

N x N wf f


 

 

  
   

4

3 4

1 1
22

 

 دس حالي كِ

          

    

     

, , ,

, , ,

, , , , .

k k k k k k k k k

k k k k k k k

k k k k k k k k k

N t f x f x y t x f x y w t y t w

f x y w x t y t w t x

f w x y w x t x t y t w t x

    

     

     

     

   

    

4 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1

 

k, ّایٍ با تؼييي پاساهتش k  ّای باحافظِ صیش سا خَاّين داضت: با استفادُ اص سٍش فَق، سٍش 
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(54)                                  

 

 
 

   

     

 
 

'

'' ( )
,    , , , ,

' ( )

, ,   , , , ,
,

, , ,
.

,

k
k k

k k

k

k k k k k k

k k k k

k k k k k k

k k k

k k

N w
k

N x N w

f x
w x f x y x k

f x w f x

f x y f y w f x w
x y f y

f x y

 







  





     


 























4

3 4

1 2

1
1 2 3

2

01 2  

 2-4قضیه 

f:پزیش ُ تابغ بِ اًذاصُ كافي دیفشاًسيلسیطِ سادIفشؼ كٌيذ I R R  سٍی باصُ ی باص Iباضذ. اگش 

x0 اًذاصُ كافي بِ سیطِب ِ  ُ37/6 بشابش است با (54) هشتبِ  ّوگشایي سٍشًضدیک باضذ، آًگا. 
 

 :هطابِ لضيِ لبل داسین اثبات:

(55 )                                                                               
  

 

, ,

, ,

~ e e

 ~ e e

,

.

k k k w k y

k k k w k y

f c e

c c e

 



  

  

 








4 1 1 1

2 4 1 1 1

1
  

 ٍ ًيض هؼادلِ خغای آى خَاّين داضت: (55)اص سابغِ 

(56 )         

  
  
  

, ,

, , ,

, , ,

~ ~ e e

~ ~ e e

~ ~ e e . 

,

,

k k k k k w k y k

k y k k k k w k y k

k w k k k k w k y k

e f e e e

e f e e e

e f e e e

 

 

 

   

  

  

 


 



 








 4 4
1 1 1 1

2 2
1 1 1

1 1 1

1

1

1

 

}دًبالِ ّایكِ  با فشؼ ایي },{ }k kw yٍ{ }kx ّوگشا با هشتبِ ّوگشایي ,r r1 2ٍr داسین اضٌذ،ب: 

(57                                                            ),

,

,

,

.

~ ~

~ ~

~ ~

r r

k k k

r rr

k y k k

r rr

k w k k

e e e

e e e

e e e

 













2

2 2

1 1

1 1

1

1

, ّای ٍ هساٍی لشاس دادى تَاى (57)ٍ  (56)با استفادُ اص رفت سٍابظ  ,,k w k ye eٍke 1  ِبِ دستگاُ سِ هؼادلِ ٍ س

 هزَْل صیش خَاّين سسيذ:

(58         )                                                                                    
,

,  

.

rr r r r

rr r r r

r r r r






    

    

    

1 1 2

2 1 2
2

1 2

1 0

2 2 2 2 0

2 2 2 4 0
 

 :اص ػباستست هؼادلات دستگاُ يیا رَا  كِ  
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  ~ / , 

   ~  / ,   

  ~ / .

r

r

r

 

 

















1

2

1
3 33 2 1861

4
1

3 33 4 3723
2
1

7 33 6 3723
2

  

 سسذ.  یي تشتيب احبات لضيِ بِ پایاى هيٍ بِ ا

 

 3-4گساره 

/  بشابش است با ( 54)یي سٍش باحافظِ ضاخع كاسا /3 6 3723 1 . اص آًزاكِ ایي سٍش هشتبِ ّوگشایي 8540

 باضذ. هي  %37/59آى،  بْبَد هشتبِ ّوگشایي سساًذُ است، پ  هيضاى   3723/6بِ  4سا اص 

[، لالِ چيٌي 15]1تَاًيذ هطاّذُ ًوایيذ. ًتا اهي سا دس هشارغ ركشضذُ صیش هيگّای باحافظِ چٌذ هغالؼِ بيطتش سٍش

[، سليواًي 21] 3[، ًٍگ19، 20ٍ ّوکاساى ]2[، پتکٍَیچ17ٍ 18][، تشكاضًَذ ٍ ّوکاساى 16ٍ ّوکاساى ]

 .  [ ٍ...23[ ٍ كَسدسٍ ٍ ّوکاساى ]22ٍّوکاساى ]

هغالؼِ  [29 ،30] دس هشارغ  اسّای بذٍى حافظِ  لَسي ًيض سٍشسضاپَس ٍ ص اًػلاٍُ بشایي ػْذی الذم ٍ ّوکاس

 ًوَدًذ.

[. ػلاٍُ 31اًذ ] ّا بِ كاس بشدُ ّا سا دس تؼييي همادیش ٍیژُ هاتشی  تشكاضًَذ ٍ ّوکاساى كاسبشدی اص ایي سٍش

سا هَسد بشسسي هَضؼي آًْا  ّای تکشاسی ٍّوگشایي هَضؼي ٍ ًيوِ بشایي، تشكاضًَذ ٍ ّوکاساى، دیٌاهيک سٍش

 [33، 32اًذ. ]لشاس دادُ

ّای با حافظِ  ّای رذیذ سا با دیگش سٍش ّوگشایي ٍ ًيض ضاخع كاسایي سٍشِ دسبخص بؼذی همایسِ بْبَد هشتب

 خَاّين دیذ.ٍ بذٍى حافظِ 

 

   های عددی مثال 5

 يضاى، ه2ًوایيذ. دس رذٍل  ك ٍ حذس اٍليِ سیطِ سا هطاّذُ هيی دليپٌذ هؼادلِ غيشخغي ّوشاُ سیطِ 1دسرذٍل 

همذاس خغای  7تا  3ّای  رذٍلدسّای با حافظِ همایسِ ضذُ است. ّای رذیذ با دیگش سٍش سٍش ،بْبَد ّوگشایي

ًيض ضاخع  8 . رذٍل اًذ همایسِ ضذُّای هختل   سٍشٍ ًيض هشتبِ ّوگشایي ٍ ضاخع كاسایي  هشتبِ اٍل تا سَم

هؼادلِ دس ی سیطِ ّش  اٍليِ دّذ. حذس حافظِ ٍ بذٍى حافظِ سا ًطاى هيّای با  یي ٍ هشتبِ ّوگشایي سٍشكاسا

[ هشارؼِ ضَد. 28ضذُ ًمطي اساسي داسد. بشای هغالغ بيطتش حذس اٍليِ بِ هشرغ ] وگشایي سٍش ػذدی هغشحّ

|با دلت  Mathematicaتواهي هحاسبات با استفادُ اص ًشم افضاس  |k kx x 

   10
1 است. ػباسات صیش  اًزام ضذُ 10

 است: ّا استفادُ ضذُ دس تواهي رذٍل

                                                           
1B. Netta 
2M.S. Petkovic 
3X.Wang 
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خغيهمذاس حذس سیطِ اٍليِ هؼادلِ غيش x0-ال  f x 0. 

 - خغيیطِ  دليك هؼادلِ غيشس f x 0. 

|ػباست -پ |nx  دٌّذُ همذاس خغای هشحلِ ًطاى n ِام اص سیطِ هؼادل. 

)ػباست-ت )m n دٌّذًُطاىnm 10 باضذ. هي 

fIEیي فشهَل استشٍفسکيضاخع كاسا -ث r




1

ٍ  تؼذاد اسصیابي اص تابغ ٍ یا هطتكfاستفادُ ضذُ كِ   ّهای آى 

r ِاست.ی ّوگشایي سٍش تکشاسی دادُ ضذُ  هشتب 

                         :هشتبِ ّوگشایي هحاسباتي -د

 
 

 
 

k

k

c

k

k

f x
log

f x
r

f x
log

f x





 
 
 
  
 
 
 
 
  
 

1

1

 

 ضذُ ّای ػذدی بشسسي هخال. 1جدول 

 حذس اٍليِ سیطِ هؼادلِ تابغ بشسسي ضذُ

    x xcosxf x xlog xsinx e  sinπx    
21

1 1  
 0  /x 0 0 6  

 f x x
x x

    2
2 4

1 1
1  

 1  /x 0 1 4  

     xf x x x x e   10 5
3 2 2  

  2  /x 0 2 2  

   x xf x e cos x x    
3 2 3

4 1 1  
  1  /x  0 1 4  

    x xf x log x e sinx   
22 3

5 1  
 0  /x 0 0 6  

 

 ّای باحافظِ همایسِ دسغذ بْبَد هشتبِ ّوگشایي سٍش رذیذ با دیگش سٍش .2جدول

دسغذ بْبَد هشتبِ 

 ّوگشایي

هشتبِ 

 ّوگشایي

هشتبِ سٍش بذٍى حافظِ 

 بْيي
 ًام سٍش با حافظِ تؼذادگام تؼذاداسصیابي

9/5 %  2361/4  4 3 2 Petkovic et al (2010)  [20]  

24/11 %  4495/4  4 3 2 Petkovic et al (2010)  [20]  

50 %  12 8 4 3 Soleymani et al (2015)  [22]  

50 %  3 2 2 1 Dzunic-Petkovic (2012)  [26]  

5/20 %  4571/2  2 2 1 Traub (1964)  [25]  

50 %  6 4 3 2 Lalehchini et al (2020)  [16]  

50 %  12 8 4 3 Sharifi et al (2016)  [28]  

24/11 %  4495/4  4 3 2 Wang (2018)  [21]  

9/5 %  2361/4  4 3 2 Wang (2018)  [21]  

9/5 %  2361/4 (28سٍش ) 2 3 4   

04/14 %  5616/4 (29سٍش ) 3 4 4   
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78/19 %  7912/4 (30سٍش ) 2 3 4   

90/30 %  2361/5 (31سٍش ) 2 3 4   

31/59 %  3723/6 (54سٍش ) 2 3 4   

 

 

ّا ّای رذیذ با دیگش سٍش یي ٍ هشتبِ ّوگشایي هحاسباتي سٍشاهمایسِ خغای هغلك، ضاخع كاس .3جدول  

    x xcosxf x xlog xsinx e  sinπx    
21

1 1  

ضذُ ّای بشسسي سٍش  | |x 1  | |x 2  | |x 3  cr  IE 

Newton  [1]  (0)60000/0  (0)15910/0  (1-)24476/0  0001/2  4143/1  

Steffensen [1]  (0)60000/0  (0)86296/0  (1)13768/0  2 4142/1  

Hally (0)60000/0  (0)33637/0  (1-)40072/0  3 4423/1  

Chebychev (1)60000/0  (1)12676/0  (1)11282/0  3 4423/1  

Abbasbandy [24]  (0)60000/0  (0)44377/0  (2-)10028/0  3 4423/1  

Secant , / ,   /x x 0 10 3 0 6   (0)60000/0  (1-)44264/0  (1-)12789/0  6180/1  6180/1  

Traub (1964)  , / 0 0 1  [25]  (0)47811/0  (1-)56230/0  (2-)12602/0  4825/2  5756/1  

(28سٍش )  , / 0 0 1 (0)25126/0  (2-)11276/0  (12-)36812/0  2357/4  6180/1  

(29سٍش )  , / 0 0 1 (0)25126/0  (2-)10667/0  (13-)22978/0  5612/4  6584/1  

(30سٍش )  , / 0 0 1 (0)25126/0  (2-)10667/0  (13-)22978/0  7915/4  6859/1  

(31سٍش )  , / 0 0 1 (0)25126/0  (3-)47837/0  (16-)23130/0  2361/5  7365/1  

(54سٍش )  , / 0 0 1 (0)19970/0  (4-)41913/0  (26-)44969/0  3723/6  8540/1  

 
ّا ّای رذیذ با دیگش سٍش یي ٍ هشتبِ ّوگشایي هحاسباتي سٍشاهمایسِ خغای هغلك، ضاخع كاس .4جدول  

 f x x
x x

    2
2 4

1 1
1  

ضذُ ّای بشسسي سٍش  | |x 1  | |x 2  | |x 3  cr  IE 

Newton  [1]  (0)40000/0  (1-)66116/0  (2-)75908/0  2 4142/1  

Steffensen [1]  (0)40000/0  (0)40000/0  (0)40000/0  1 1 

Abbasbandy [24]  (0)40000/0  (1-)69117/0  (3-)84282/0  3 4423/1  

Liu et al [7]  (1-)87539/0  (2-)12676/0  (9-)11282/0  4 5874/1  

Traub (1964)  , / 0 0 1  [25]  (1-)60801/0  (2-)28094/0  (5-)12771/0  4048/2  5507/1  

(28سٍش )  , / 0 0 1 (2-)33896/0  (9-)26601/0  (39-)11123/0  2362/4  6181/1  

(29سٍش )  , / 0 0 1 (2-)33896/0  (10-)10667/0  (36-)22974/0  5618/4  6581/1  

(30سٍش )  , / 0 0 1 (2-)33896/0  (10-)27889/0  (29-)31172/0  7915/4  6859/1  

(31سٍش )  , / 0 0 1 (2-)33896/0  (11-)78629/0  (54-)20183/0  2361/5  7365/1  

(54سٍش )  , / 0 0 1 (2-)34708/0  (12-)13196/0  (76-)82615/0  3723/6  8540/1  
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ّا ّای رذیذ با دیگش سٍش یي ٍ هشتبِ ّوگشایي هحاسباتي سٍشاهمایسِ خغای هغلك، ضاخع كاس .5جدول  

     xf x x x x e   10 5
3 2 2  

ضذُ ّای بشسسي سٍش  | |x 1  | |x 2  | |x 3  cr  IE 

Newton  [1]  (0)20000/0  (1-)20330/0  (4-)12726/0  2 4142/1  

Steffensen [1]  (0)20000/0  (1-)21741/0  (4-)17558/0  2 4142/1  

Hally (0)20000/0  (2-)94327/0  (5-)10017/0  3 4423/1  

Chebychev (0)20000/0  (1-)14081/0  (5-)33350/0  3 4423/1  

Abbasbandy [24]  (0)20000/0  (0)17391/0  (2-)12231/0  3 4423/1  

Secant , / ,   /x x 0 12 2 1 8   (0)20000/0  (3-)22996/0  (4-)11032/0  6180/1  6180/1  

Traub (1964)  , / 0 0 1  [25]  (1-)20468/0  (7-)97531/0  (19-)22482/0  4825/2  5756/1  

Liu et al [7]  (2-)12577/0  (13-)50726/0  (54-)16115/0  4 5874/1  

(28سٍش )  , / 0 0 1 (2-)11382/0  (16-)86968/0  (74-)36812/0  2366/4  6181/1  

(29سٍش )  , / 0 0 1 (2-)11382/0  (21-)47283/0  (103-)20197/0  5614/4  6584/1  

(30سٍش )  , / 0 0 1 (2-)11382/0  (18-)61788/0  (90-)12159/0  7905/4  6858/1  

(31سٍش )  , / 0 0 1 (2-)11382/0  (20-)24981/0  (108-)41330/0  2361/5  7365/1  

(54سٍش )  , / 0 0 1 (3-)81163/0  (22-)17374/0  (139-)51322/0  3723/6  8540/1  

 
ّا ّای رذیذ با دیگش سٍش یي ٍ هشتبِ ّوگشایي هحاسباتي سٍشهمایسِ خغای هغلك، ضاخع كاسا .6جدول  

   x xf x e cos x x    
3 2 3

4 1 1 

ضذُ ّای بشسسي سٍش  | |x 1  | |x 2  | |x 3  cr  IE 

Newton  [1]  (0)40000/0  (1-)23283/0  (3-)24513/0  2 4142/1  

Steffensen [1]  (0)40000/0  (0)28927/0  (0)17698/0  2 4142/1  

Hally (0)40000/0  (2-)67737/0  (6-)33595/0  3 4423/1  

Chebychev (0)40000/0  (2-)90711/0  (6-)90621/0  3 4423/1  

Abbasbandy [24]  (0)40000/0  (1-)11890/0  (5-)19015/0  3 4423/1  

Secant , / ,   /x x   0 11 4 1 6   (0)20000/0  (1-)25091/0  (3-)44819/0  6180/1  6180/1  

Traub (1964)  , / 0 0 1  [25]  (1-)24592/0  (5-)92159/0  (12-)35695/0  4825/2  5756/1  

Liu et al [7]  (1-)89485/0  (2-)53005/0  (7-)11218/0  4 5874/1  

(28سٍش )  , / 0 0 1 (2-)17676/0  (13-)21251/0  (59-)92287/0  2358/4  6180/1  

(29سٍش )  , / 0 0 1 (2-)17676/0  (14-)62116/0  (66-)50519/0  5614/4  6584/1  

(30سٍش )  , / 0 0 1 (2-)17676/0  (14-)50193/0  (69-)70629/0  7905/4  6858/1  

(31سٍش )  , / 0 0 1 (2-)17676/0  (14-)34049/0  (73-)11927/0  2361/5  7365/1  

(54سٍش )  , / 0 0 1 (2-)42217/0  (13-)10548/0  (85-)77534/0  3723/6  8540/1  
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ّاّای رذیذ با دیگش سٍش یي ٍ هشتبِ ّوگشایي هحاسباتي سٍشاهمایسِ خغای هغلك، ضاخع كاس .7جدول  

    x xf x log x e sinx   
22 3

5 1  

ضذُ ّای بشسسي سٍش  | |x 1  | |x 2  | |x 3  cr  IE 

Newton  [1]  (0)60000/0  (1-)72862/0  (2-)90297/0  2 4142/1  

Steffensen [1]  (0)60000/0  (0)11971/0  (1-)28533/0  2 4142/1  

Hally (0)60000/0  (1-)38834/0  (4-)69430/0  3 4423/1  

Chebychev (0)60000/0  (1-)19305/0  (4-)23488/0  3 4423/1  

Abbasbandy [24]  (0)60000/0  (1-)38735/0  (4-)66592/0  3 4423/1  

Secant , / ,  x x 0 10 6 1 (0)10000/0  (0)11743/0  (2-)34410/0  6180/1  6180/1  

Traub (1964)  , / 0 0 1  [25]  (1-)80232/0  (2-)26521/0  (5-)20874/0  4682/2  5711/1  

Liu et al [7]  (1-)36224/0  (4-)22860/0  (17-)14578/0  4 5874/1  

(28سٍش )  , / 0 0 1 (1-)34406/0  (5-)55646/0  (21-)52550/0  2360/4  6180/1  

(29سٍش )  , / 0 0 1 (1-)34406/0  (5-)18923/0  (15-)76075/0  5614/4  6584/1  

(30سٍش )  , / 0 0 1 (1-)34406/0  (5-)13060/0  (26-)10935/0  7887/4  6855/1  

(31سٍش )  , / 0 0 1 (2-)17676/0  (6-)48809/0  (30-)42663/0  2361/5  7365/1  

(54سٍش )  , / 0 0 1 (1-)41089/0  (6-)21001/0  (38-)35389/0  3723/6  8540/1  

 

 ّا ّای رذیذ با دیگش سٍش یي ٍ هشتبِ ّوگشایي هحاسباتي سٍشهمایسِ ضاخع كاسا.  8جدول

 ّای تکشاسی  باحافظِ سٍش ّای تکشاسی بذٍى حافظِ سٍش

 ًام سٍش هشتبِ ّوگشایي یيضاخع كاسا ًام سٍش هشتبِ ّوگشایي یيضاخع كاسا

 [20سٍش پتکٍَیچ ٍ ّوکاساى ] 4495/4 6448/1 [1سٍش ًيَتي ] 2 4142/1

 [16سٍش لالِ چيٌي ٍ ّوکاساى ] 3166/6 8485/1 [2استيفٌسي ]سٍش  2 4142/1

 [16پتکٍَیچ ]-سٍش دصًٍيک 3 7321/1 [24سٍش ػباسبٌذی ] 3 4423/1

 [21سٍش ًٍگ  ] 2361/4 6180/1 [3سٍش استشٍفسکي ] 4 5874/1

 [21سٍش ًٍگ  ] 4495/4 6448/1 [4سٍش راسات  ] 4 5874/1

 [25سٍش تشا   ] 4661/4 5703/1 [7]سٍش  ليَ ٍّوکاساى   4 5874/1

 (28سٍش ) 2362/4 6181/1 [8تشا  ]-سٍش كاًگ 4 5874/1

 (29سٍش ) 5618/4 6581/1 [5سٍش كيٌگ  ] 4 5874/1

 (30سٍش ) 7915/4 6859/1 [6سٍش چاى  ] 4 5874/1

 (31سٍش ) 2361/5 7365/1 [14سٍش سليواًي ٍ ّوکاساى ] 4 5874/1

 (54سٍش ) 3723/6 8540/1 [13كَسدسٍ ٍ ّوکاساى ]سٍش  4 5874/1

 

 گیری و پیشنهادهانتیجه  6

 .یناُ حل كشدباحافظِ تکشاسی ّای  با استفادُ اص سٍشّای سادُ سا  غيشخغي با سیطِ ِهؼادلچٌذیي دس ایي همالِ، 

ّا كاسبشد فشاٍاًي داسًذ.  ضًَذ ٍ دس ایي سضتِ ایي هؼادلات دس اكخش هسایل هشبَط بِ ػلَم هٌْذسي دیذُ هي

ضذُ دس ّای ركش ای رذیذ اص دیگش سٍشّ ضَد بْبَد هشتبِ ّوگشایي سٍش هطاّذُ هي 1عَس كِ اص رذٍل  ّواى
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  2361/5، 7912/4، 5616/4، 2361/4 بِ  4اص ایي همالِ بالاتش است. بْبَد هشتبِ ّوگشایي یک سٍش دٍگاهي بْيي 

، ای ػذدیّ ن ًيض با استفادُ اص هخالپٌزهطاّذُ ضذ، دس بخص  مچْاسعَسكِ دس بخص  سا ّواى 3723/6ٍ 

ایي همالِ  4ٍ 3ّای با ًتایذ هَرَد دس بخص 7 تا 3ّای  ّای ػذدی رذٍل . هخالذغَست ػولي احبات ضِ ب

ّای هَرَد  یي سٍش باحافظِ رذیذ اص دیگش سٍشدّذ ضاخع كاسا هي ًطاى 8ّواٌّگي كاهل داسد. رذٍل 

 باضذ.  بالاتش هي

 تَاى هَاسد صیش سا دس ًظش گشفت:دس تحميمات آتي ًيض هي

 ّای غيشسادُ هؼادلات غيشخغي.( بحج سٍی سیط1ِ

 ّای دیٌاهيکي آًْا. ّای هؼادلات غيشخغي ٍ ًمطِ ( بحج سٍی ًاحيِ رز  سیط2ِ

 ّای تکشاسی. خغي با استفادُ اص سٍشّای هؼادلات غيش ( حل دستگا3ُ

 ّا. ( بحج دس ّوگشایي هَضؼي ًٍيوِ هَضؼي ایي سٍش4
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