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 چکیده 

تووان تویرير تیييورات     بازده به مقياس یکي از مفاهيم مهم در اقتصاد است، اما با توجه به تعریف حدی این مفهوو،، تههوا موي   

طي یک پژوهش، روشي برای یافتن بوازده بوه    دامههسليمانياندک ورودی را مورد بررسي و قضاوت قرار داد. زارع پيشه و 

ه نمودند. آنها برای این مهظور، روش سيمپلکس و مبحث تحليو  حااسويت   یارا های متوالي تیييرات ورودی زهمقياس در با

را مورد استفاده قرار دادند. ایرادی كه بر روش فوق وارد است، بهره جاتن از جدول بهيهه بودون توجوه بوه احتموال وجوود      

در ادامه یوک روش پيشوههادی بوا     پرداخته شده ومذكور باشد. در مقاله حاضر به بيان ایراد روش  جداول بهيهه چهدگانه مي

گردیده اسوت كوه ایورادات روش     ارایهای سازای مجموعه امکان توليد ه همان رویکرد مدیریتي ولي با استفاده از ابرصفحه

 را ندارد. دامههسليمانيزارع پيشه و 

 

 .ها، بازده به مقياس، ابرصفحه سازا، روش سيمپلکس تحلي  پوششي داده :کلمات کلیدی

 

 

 مقدمه  1

دهد. این مفهو،  ( را نشان ميDMUگيرنده ) وری یک واحد تصميم بازده به مقياس مفهومي است كه بهره

. از بازده به مقياس در [1] بهيهه یک واحد در اختيار ما قرار دهد ی همفيدی در رابطه با اندازتواند اطلاعات  مي

ز اهميت یان كشااني در اقتصاد و مدیریت حانوع و ميز . تعيين[3، 2]شود اقتصاد تحت عهوان كشااني نا، برده مي

كهد. تحلي   گيری به مهظور تیييرات ورودی كمک شایاني مي فراواني است، چراكه به مدیران در جهت تصميم

تواند ما را در یافتن نوع و ميزان بازده به مقياس واحدها  ( روشي ناپارامتری است كه ميDEAها ) پوششي داده

گردید، صرفاً روشي برای ارزیابي واحدهای  ارایه[ 4] بار توسط چارنز و همکاران اولين ین روش كهكمک كهد. ا

یافته و مورد استفاده محققين قرار گرفت. مفهو،  ای توسعه طور گاترده هگيرنده بود. پس از آن، این روش ب تصميم

با نپذیرفتن اص  بازده به مقياس  گردید. آنها DEAوارد  ]5[بار توسط بهکر و همکاران  بازده به مقياس اولين
                                                           

 دار مکاتباتعهده* 

 sedighe.asghariniya@yahoo.com آدرس الکترونيکي:
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، مبحث بازده به مقياس متیير و چگونگي محاسبه آن را مطرح كردند. در ]4[رابت در تعریف چارنز و همکاران 

این مفهو،، چهانچه ضریب تیييرات متهاسب خروجي از ميزان تیييرات متهاسب ورودی بيشتر باشد )كشااني 

(، 1به مقياس واحد تحت ارزیابي افزایشي است و چهانچه كمتر باشد )كشااني كوچکتر از (، بازده 1تر از  بزرگ

است(. از  1بازده به مقياس كاهشي است؛ در غير این صورت بازده به مقياس رابت خواهد بود )كشااني برابر 

نظر به اهميت ست. نيز یاد شده ا وری بيشترین بهرهتحت عهوان  DEAمفهو، بازده به مقياس رابت در مقالات 

كه  رغم آن بالای بازده به مقياس در مدیریت و اقتصاد، تحقيقات باياری در این زميهه صورت گرفته است اما علي

-كهون مقالات كمي مانهد حاتميای( هاتهد تا های فازی یا بازه هد دادها در دنيای واقعي نادقيق )مانه هباياری داد

اند. های نادقيق پرداختهگيرنده در حضور داده به بحث بازده به مقياس واحدهای تصميم ]6[ماربيهي و همکاران 

هایي از این دست  نمونه[ 7-11های نادقيق موجود است )] ههر چهد مقالات زیادی در مبحث تحلي  پوششي داد

؛ به عبارت [12]باشد  يبرای تعيين بازده به مقياس، تیييرات حدی ورودی واحد تحت ارزیابي مدنظر م باشد(.مي

از آنجا كه بازده به مقياس یک  گردد. ها تعيين مي بازده به مقياس در یک هماایگي كوچک از ورودی ،دیگر

است بررسي نوع و ميزان بازده به مقياس در صورت تیييرات غيرحدی  های اقتصادی گيری در تصميم مهم مفهو،

تعيين نوع و ميزان بازده به مقياس را برای یک  ]13[ دامههسليمانيپيشه و  زارعتواند جالب و پراهميت باشد. مي

واحد كارا تا رسيدن به وضعيت بازده به مقياس رابت، مورد تحقيق قرار دادند. آنها برای این مهظور از روش 

ما به ضعف در مقاله حاضر . است  يضعفنقطه دارای  كه سيمپلکس و تحلي  حااسيت جدول بهيهه بهره جاتهد

برای گریز از . در ادامه، ایمآن را مورد بررسي قرار دادهو با مثالي  روش مبتهي بر جدول سيمپلکس اشاره كرده

ی مجموعه های سازا روشي مبتهي بر ابرصفحهمشکلي كه به ههگا، استفاده از روش سيمپلکس محتم  است، 

ه نوع بازده به مقياس واحد تحت بررسي، تیيير در روش پيشههادی با توجه ب .ایمداده، پيشههاد (PPSامکان توليد )

وضعيت آن با افزایش/كاهش بردار ورودی، بر روی ابرصفحه دربرگيرنده تا مرز تعویض ابرصفحه )تیيير ميزان و 

 CCRو  BCCگردد. با تعویض ابرصفحه چهانچه ههوز به مرز مشترک یا نوع بازده به مقياس( دنبال مي

شود. ایم تکرار ميبت( نرسيده باشيم، فرآیهد با واحد مجازی جدید كه به آن رسيده)وضعيت بازده به مقياس را

ليکن با رسيدن به مرز  ؛اندبه بررسي شعاع پایداری بازده به مقياس پرداخته ]14[شاهوردی و همکاران  پيش از این

 حاضر گامي نوین برداشته است.اند كه از این جهت مقاله تیيير ابرصفحه متوقف گردیده و پا را فراتر نههاده

كوتاهي بر مجموعه امکان توليد و تعریف بازده به  ی هاشار 2ن مقاله چهين است. در بخش دهي ای سازمان

به همراه یک مثال خواهد بود. در  ]13[ دامههسليمانيپيشه و  مروری بر روش زارع 3مقياس خواهيم داشت. بخش 

، ابتدا مثالي برای 5مقدمات لاز،، روش پيشههادی و الگوریتم آن خواهد آمد. در بخش  ارایه، پس از 4 بخش

 دامههسليمانيپيشه و  روش زارع باتبيين روش پيشههاد شده خواهد آمد و سپس به مهظور مقایاه روش پيشههادی 

 باشد. رگيرنده نتایج ميمورد استفاده قرار گرفته است. آخرین بخش نيز درب 4شده در بخش   ارایهمثال  ،]13[
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 مجموعه امکان تولید و بازده به مقیاس 2

DMUگيرنده  واحد تصميم nداده شام   ی همجموعیک 
j

 ،1, ,j n  درنظر بگيرید. هر یک از این را

sواحدها به مهظور توليد یک بردار خروجي 
j
Yیک بردار ورودی ،m

j
X ی هكهد. واحد نمون مصرف مي 

jا، با بردار( , )
j j
X Y ترین گا، در روش  گردد. اولين و اصلي نيز مشخص ميDEAهای  ، قب  از پرداختن به بحث

مجموعه امکان توليد است. مجموعه امکان توليد عبارت است از تما، واحدهایي كه مختلف، مشخص كردن 

توانهد براساس تکهولوژی پذیرفته شده وجود داشته باشهد. پهج اص  موضوعه وجود دارد كه هر تکهولوژی با  مي

لوژی پذیرفته كهد. اولين اص  موضوع كه در هر تکهو پذیرش برخي از آنها یک مجموعه امکان توليد تعریف مي

است و به موضوع تعلق كليه واحدهای مشاهده شده به مجموعه امکان توليد شمول مشاهدات  اص  شده است

 ،توانهد پذیرفته شوند یا نه اشاره دارد. سه اص  بعدی كه هر یک از آنها باته به تکهولوژی تعریف شده، مي

. آخرین اص  موضوع نيز كه در ساختن امکان پذیری، بازده به مقياس رابت و تحدب عبارتهد از اصول موضوعه

بيانگر آن است  . این اص است كميهه برونيابيشود، اص  موضوع های امکان توليد در نظر گرفته مي  كليه مجموعه

بهکر و  .]15[تواند ساخته شود  ای است كه با پذیرش چهار اص  اول مي ترین مجموعه كوچک PPSكه 

مقياس رابت، مجموعه امکان توليد ، با عد، پذیرش اص  بازده به]5[همکاران 
v
T .را به فر، زیر معرفي كردند 

(1) 
1 1 1

1 0 1( , ) | ,  ,  ,  ,  , ,
n n n

v j j j j j j
j j j

T X Y X YX Y j n  

مطرح  DEAگيرنده، موضوعي است كه پس از آن در  تعيين بازده به مقياس واحدهای تصميم یمایله

ف تعری)شام  یک ورودی و یک خروجي( بازده به مقياس را برای یک واحد كارای قوی  ]16[گردید. بهکر 

گرفتن یک واحد كارای قوی، ابتدا داد. بر مبهای تعریف مذكور و با درنظر ارایهكرده و روشي برای تعيين آن 

 محاسبه گردد. (2باید روابط حدی )

(2) 
1 1

1 1

1 1

( ) ( )
,  lim lim  

DMUهای واحد تحت ارزیابي )مثلاً  ضریب انبااط و انقباض ورودی در روابط فوق،
p

)( است و  ) ،

DMU حداكثر ميزان افزایش خروجي 
p

ها است؛ یعهي  برابرشدن ورودی به ازای

( ) max | ( , ){ }
p p v
X Y T. 

DMU سپس،
p 1دارای بازده به مقياس افزایشي است اگر و دارای بازده به مقياس كاهشي است  ,1

1اگر  1, دارد. از آنجا كه بازده به مقياس برای واحد صورت بازده به مقياس رابت  ، در غير این 

1واضح است كه  ،گردد  كارای قوی محاسبه مي 1(  ]12[را در  2و نتيجه  2)لم  0و  (

DMUتوان گفت ببيهيد(. لذا در بياني دیگر مي
p

و دارای بازده  1اگر  ،افزایشي استدارای بازده به مقياس  

 صورت بازده به مقياس آن رابت است. در غير این ؛1به مقياس كاهشي است اگر 
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تعریف  ]17[شده بود، بعدها بهکر و ترال   ارایههای امکان توليد دو بعدی  از آنجا كه تعریف فوق برای مجموعه

های امکان توليد با چهد ورودی و چهد  دیگری را )براساس تعریف كشااني در متون اقتصادی( برای مجموعه

DMUدادند. آنها برای تعيين وضعيت   ارایهخروجي 
p

، ابتدا از اشتراک مجموعه امکان توليد 
v
T  با مجموعه

0{( , ) : , , , }
p p

x y X xX Y yY x y دست آمده بر صفحه هو تصویر مجموعه ب,x y یک مجموعه ،

 نهادند. یعهي: دوبعدی یافته و نا، آن را 

1 1 1
1 0{( , ) : ,  ,  ,  }

n n n

p j j p j j j jj j j
x y xX X yY Y   

)11در  سپس شيب خط مماس بر  , را ملاک تعيين بازده به مقياس قرار دادند. چهانچه خط مماس یکتا نباشد،  (

DMU آورده آنگاه  دست  هب و  ترین شيب را تحت عهوان ترین و بيش كم
p

دارای بازده به مقياس 

1اگر  ،افزایشي است 1اگر  ،و دارای بازده به مقياس كاهشي است ,1 1, ،

. چهانچه این واحد بر ابرصفحه یکتای صورت بازده به مقياس رابت دارد درغيراین
0

0Y X uu v  قرار

pگرفته باشد، شيب مماس مذكور به فر،

p

X

Y

v

u
pباشد. پس اگر  مي 

p

X

Y

v

u
DMU، بازده به مقياس 1

p
افزایشي و اگر  

p

p

X

Y

v

u
 ، بازده به مقياس آن كاهشي است؛ در غير این صورت بازده به مقياس، رابت خواهد بود.1

گردیده است. گرچه در  ارایهتهها برای واحدهای كارا تعریف بازده به مقياس در هر صورت قاب  ذكر است كه 

برخي مقالات برای تعيين بازده به مقياس واحدهای ناكارا از تصویر آنها بر روی مرز كارای قوی استفاده گردیده 

مقاله، بر  یادامههای مختلف ارزیابي، صحيح نيات. در  ماهيت ميان مدلتفاوت اما این كار به لحاظ  ،است

DMUواحدهای كارای قوی متمركز شده و 
p

 را به عهوان یک واحد كارای قوی درنظر خواهيم گرفت. 

 

 دامنهسلیمانیپیشه و  روش زارع 3

را  ضعف آن  نقطه ،یک مثالسپس با داشته و  ]13[ دامههسليمانيپيشه و  به روش زارعنگاهي در این بخش ابتدا 

DMUماهيت خروجي برای ارزیابي با  BCCپوششي مدل فر،  .دهيم نشان مي
p

 را درنظر بگيرید. 

(3) 
1

1

1

0 1

1

,  , ,

max

s.t.

j

n

j j p
j
n

j j p
j
n

j
j

j n

X X

Y Y  

پيشه و  است. زارعریزی خطي است، روش سيمپلکس برای آن قاب  استفاده  برنامه مایله( یک 3از آنجا كه )

كهد با  به ما كمک مي آنها ، از این نکته بهره جاته و روش خود را مطرح كردند. روش]13[ دامههسليماني

گيری از تحلي  حااسيت، بازده به مقياس واحد تحت ارزیابي را تا رسيدن به وضعيت بازده به مقياس رابت  بهره
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( MPSSوری ) مقياس رابت هاتهد، واحدهایي با بيشترین بهرهدست آوریم. واحدهایي كه دارای بازده به  هب

روش در دو گا، دنبال این . هاتهدسزایي برخوردار  شهاخته شده و از این رو در علم اقتصاد و مدیریت از اهميت به

به  (3) گيرد. برای این مهظور بردار سمت راست مدل شود. در اولين گا،، افزایش ورودی مورد بررسي قرار مي مي

)و در راستای بردار  اندازه  , , 0)T T T

p
X طور متهاسب افزایش  هگردد )در حقيقت بردار ورودی ب آشفته مي 0

)1یافته و در  *1 آشوب كه به فر، مایلهگردد(. مقدار بهيهه تابع هدف  ضرب مي ( m باشد،  مي

برابر افزایش دهد. به عبارت دیگر، اگر ورودی را حداكثر نابت افزایش خروجي به افزایش ورودی را نشان مي

فزایشي است و همين روند بازده به مقياس ا، 1mبرابر افزایش خواهد داشت. اكهون اگر  mدهيم، خروجي 

در گا، دو، ارر كاهش متهاسب ورودی  ،روزرساني جدول بهيهه، دنبال خواهد شد. در غير این صورت هپس از ب

)طور مشابه ولي با آشفته كردن سمت راست در راستای  هگيرد. این كار ب مورد بررسي قرار مي , , 0)T T T

p
X 0 

)1طور متهاسب كاهش یافته و در  هگيرد. )در حقيقت بردار ورودی ب انجا، مي گردد(. در این  ضرب مي (

*1 آشوب، مقدار بهيهه تابع هدف برابر خواهد بود با مایلهحالت، پس از یافتن جدول نهایي  m آنگاه .

اما اگر  ،بازده به مقياس كاهشي است 1mبه ازای آن شدني باشد، اگر  مایلهی كه 0 در صورت وجود

1m نشدني باشد در این صورت بازده به مقياس واحد نهایي رابت است. در  مایله 0 و یا به ازای هر

 مایلههای جدول بهيهه  بر داده برای آن شدني باشد، حدنصاب  مایلهكه  ای برای بازهدست آمدن  هصورت ب

های بعدی، تا زمان   آشوب اعمال شده و فرآیهد مجدداً و به مهظور بررسي ارر تیييرات بيشتر ورودی در بازه

 گردد. مقياس رابت تکرار ميرسيدن به وضعيت بازده به 

های بهيهه متفاوت دچار وجود پایه مایلهروش آنها در عين حال كه جالب توجه است اما به دلي  نپرداختن به 

تواند در حالت تباهيدگي جواب بهيهه  دارای چهدین پایه بهيهه باشد )این وضعيت ميواحدی باشد. اگر مشک  مي

ه اتفاق بيافتد( ممکن است پس از آشفته كردن بردار سمت راست، با برخي از های بهيهه چهدگان و یا وجود جواب

ها، جدول بهيهه نشدني و با برخي دیگر شدني گردد. در این صورت چهانچه پایه نهایي كه در اختيار است  این پایه

 مایلهای شدني برای  هبا آشفته كردن نشدني گردد، احتمال دارد تعداد باياری پایه تعویض گردد تا بتوانيم به پای

نشدني  0جدید به ازای هر  مایلهآشوب دست یابيم و یا به این نتيجه برسيم كه با آشفته كردن سمت راست، 

گردد كه در  است. قاب  ذكر است كه با توجه به رویکرد مدیریتي آن مقاله، فرآیهد مذكور چهدین مرتبه تکرار مي

برای توضيح مطلب، مثال زیر را درنظر  مراح  بعدی نيز ممکن است به چهين مشکلي برخورد كهيم.هر یک از 

 بگيرید.

گيرنده با دو ورودی و یک خروجي را در نظر بگيرید. اطلاعات مربوط به این واحدها  هشت واحد تصميم :مثال

با درنظر گرفتن یر كشيده شده است. به تصو 1شک   مربوط به آنها درمجموعه امکان توليد آمده و  1در جدول 

4واحد كارای قوی 
DMU ابتدا باید جدول  تعيين وضعيت بازده به مقياس این واحد به روش ذكرشده، به مهظور

 دست آوریم. هبهيهه مدل زیر را ب
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8
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1
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6
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1
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max

s.t. ,

,

/ 0

j

j j
j

j j
j

j j
j

j
j

s

j

x s

x s
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 لذا دارای جواب بهيهه چهدگانه بوده و مایلهشود كه  به روش سيمپلکس، مشاهده مي فوق مایلهپس از ح  

های متهاظر با بردارهای پایه  توان به پایه دارای چهدین پایه بهيهه است؛ از جمله مي
1 5 4

( , , , )T  و

1 2 4
( , , , )T و

1 8 4
( , , , )T گرفتن پایه  را با درنظر[ 13] دامههسليمانيپيشه و  اشاره كرد. روش زارع

1
B 

متهاظر با
1 5 4

( , , , )T كهيم. معکوس پایه عبارت است از: شروع مي 

1
1

1 333 1 000 0 000 7 000

3 333 2 000 0 000 10 000

0 123 0 000 0 105 0 263

2 000 1 000 0 000 4 000

/ / / /

/ . / /

/ / / /

/ / / /

B
 

6سمت راست مدل به اندازهبردار در این صورت با آشفته كردن  15 00( , , , )Tبردار ،b  یافته تیيير صورتبه 

6 6 15 15 01( , , , )Tb :در آمده و خواهيم داشت 
1

1 5 4 1
0 7 0 10 1 0 74 1 3(( , , , ) , , / , )T TB b  

آشوب به ازای هر مایله برای 1B شود، پایه بهيهه طور كه مشاهده مي همان
 

كارگيری  هبنشدني است. با 0

 :در جدول بعد داریم ،از پایه 1دوگان و خروج  روش سيمپلکس

8 5 4
0 7 0 18 1 0 74 1 11( , , , ) ( , , / , )T T  

 ، در جدول بعدی داریم:از پایه 5 با خروج

8 2 4
0 2 0 9 1 0 74 1 2( , , , ) ( , , / , )T Ts  

جواب شدني  ،پایهاز  8 و درنهایت با خروج
1 2 4

6 2 0 15 1 1( , , , ) ( , , , )T Ts s شود حاص  مي. 

پایه بود تا به پایه بهيهه شدني دست یابيم. اما در  4، نياز به تعویض 1B با انتخاب پایه ،شدلاحظه طور كه م همان

1 آخرین جدول كاهش ورودی نيز بررسي گردد كه برای آن نيز امکان  واحد،لذا باید برای این  .*0

قاب  ذكر است كه این اولين بازه از تیييرات بوده و برای تعيين  شود. بيهي مي پيش ،برخورد به چهين مشکلي

 احتمال برخورد با این مشک  وجود دارد. ،های بعدی نيز بازه
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 يگيرنده با دو ورودی و یک خروج هشت واحد تصميم .1جدول 

DMU  كارایي خروجي 2ورودی  1ورودی 

1 3 10 6 000/1 

2 10 3 6 000/1 

3 15 6 5/9 000/1 

4 6 15 5/9 000/1 

5 5/4 13 75/7 000/1 

6 3 11 5 000/1 

7 5/6 5/11 5 722/0 

8 3 12 6 000/1 

 

 
 1های جدول  مجموعه امکان توليد داده .1شکل 

 

 جدید پیشنهادیروش  4

به دلي  استفاده از تحلي  حااسيت جدول  ]13[ دامههسليمانيپيشه و   ذكر شد، روش زارع از این پيش طور كه همان

در این مقاله پيشههادی دچار مشک  گردد. روش  استممکن  ،های بهيهه چهدگانه بهيهه، در صورت وجود پایه

DMUهای سازای فعال در  برای مواجه نشدن با مشک  مذكور، استفاده از ابرصفحه
p

دهد. معرفي و  را پيشههاد مي 

 گردد. پردازیم و سپس روش جدید معرفي مي ادامه به آنها مي كارگيری روش ماتلز، مقدماتي است كه در هب

 

 مقدمات 4-1

و  1، از نمادهای در ادامه برای راحتي كار
1( )

عددی مثبت  ستفاده خواهيم كرد كه در آن ا 

 است. به عبارت دیگر،

1

1

1

1

( )

( )

:(( ) , ) PPS

:(( ) , ) PPS

max

max

p p

p p

X Y

X Y
 

0 فرض كهيد .1 قضیه
0Y X uu v  یک ابر صفحه سازایPPS  و مار بر( , )

p p
X Y  0باشد و

p
Yu شرط .

))1 كافي برای آنکه و لاز، ) , )
p p
X Y  ( 4بر روی این ابرصفحه واقع شود آن است كه رابطه ) 0به ازای

 را ببيهيد( 2برقرار باشد. )شک  
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(4) 1 p

p

X

Y

v

u
 

))1دلخواه بوده و  0 فرض كهيد ابتدا .اثبات ) , )
p p
X Y  0بر روی ابرصفحه

0Y X uu v شته قرار دا

باشد. لذا 
0

1 0( )
p p
Y X uu v یا به عبارت دیگر: 

0
01( ) (( ) )

p p p p
Y X u Y Xu v u v  

0از طرفي 
0Y X uu v:پس ، 

1
p

p

X

Y

v

u
 

 :صورت . در این( صدق كهد4در ) وبوده  0حال فرض كهيد 

0

0

0

1

1 1

0

( )

( )

( )

p

p

p p

p p

p p p p

X

X

Y X u

Y X u
Y

Y X u X

v

u v

u v
u

u v v v

 

 □                                                                                                                                      و اربات كام  است.

 

  

 )ب( )الف(

واقع بر ابرصفحه هاتهد و الزامي ندارد كه )ب( و كاهش متهاسب ورودی )الف( یافته در راستای افزایش متهاسب ورودی تیيير هایواحد .2شکل 

 متعلق باشهد. PPSبه 

pاگر ورودی  .1 نتیجه
X به ميزان متهاسب 

p
X یابد، خروجي  (كاهش) افزایش

p
Y نيز به ميزان متهاسب 

p
m Y 

 یابد. مي (كاهش) افزایش

pم ( قرار دهي4كافيات در رابطه ) .برهان

p

X

Y
m

v

u
.                                                                            □ 
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، این همان شيب خط حاص  از تصویر ابرصفحه ]17[: در مشابهت با روش بهکر و ترال نکته

0
0Y X uu v  است كه در مقدمه ذكر شد. در 

)اگر  .2قضیه  , )
p p
X Y 0 در معادله ابرصفحه

0Y X uu v صدق كهد كه برای آن 
0

0u در این صورت ،

 دارای بازده به مقياس رابت خواهد بود.

0Y، ابرصفحه مذكور به فر، قضيه طبق فرض .اثبات Xu v لذا باشد،مي DMU
p

و  CCRبر مرز مشترک  

BCC .قرار دارد و در نتيجه دارای بازده به مقياس رابت است                                                                         □ 

0 فرض كهيد .3قضیه 
0Y X uu v  یک ابر صفحه سازایPPS  و دربرگيرنده( , )

p p
X Y باشد كه برای آن 

0
0u  0و

p
Yu در این صورت امکان كاهش و یا افزایش متهاسب ورودی .

p
X  .بر این ابرصفحه وجود ندارد

 شویم( خارج مي PPSتر، با كاهش متهاسب ورودی از  )در بيان خاص

))1وجود داشته باشد كه برای آن واحد مجازی ی 0خلف فرض كهيد  برهان به .اثبات ) , )
p p
X Y  یا(

1(( ) , )
p p
X Yدر این صورت باید داشته باشيم: .( بر ابرصفحه مذكور واقع باشد 

0 0
1 1 00( ) ( ) ( )

p p p p p
Y X u X u X Xu v v v v  

0صورت از  زیرا دراین ،غيرممکن استاما این 
0Y X uu v شود  نتيجه مي

0
0u .كه تهاقض است           □ 

) های مار بر اگر برای برخي ابرصفحه .2نتیجه  , )
p p
X Y 0 داشته باشيم

p
Yuدر این صورت امکان كاهش ، 

 متهاسب ورودی
p
X  درونPPS .وجود ندارد 

فرض كهيد ابرصفحه سازای .برهان
0

0: uA Y Xvu  در( , )
p p
X Y 0 فعال باشد و

p
Yu و در نتيجه

0
0

p
uXv 1ی وجود دارد كه برای آن، 0و 0. به خلف فرض كهيد(( ) , ) PPS

p p
X Y .

 باید داشته باشيم PPSپس با درنظر گرفتن شرط تعلق واحدها به 
0

01( )
p p

uY Xvu 0. اما
p
Yu 

و نيز 
0

0
p
uXv 0دهد نتيجه مي

p
Xv 0. اكهون با توجه به ایهکه

p
Xvكه خلاف  0، باید

 □                                                                                                  فرض خلف است و اربات كام  است.

0 ابرصفحه سازای .4قضیه 
0Y X uu v  مار بر( , )

p p
X Y  0را در نظر بگيرید كه برای آن

p
Yu( 5. مدل )

1دهد كه واحد  یي را مي0ترین  بزرگ 1(( ) ,( ))p
p

X

p pY
X Y

v

u  متعلق بهPPS  بوده و بر این ابرصفحه قرار

 بگيرد.

(5) 
1

1

1

1

1

1

0 1

max

s.t. ( )

( )

,  , ,

p

p

n

j j p
j

n

j j p
j

n

j
j

j

X

Y

X X

Y Y

j n

v

u  
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0( شدني است زیرا 5مدل ) .برهان 1 0( , , ; )
p j

j p  یک جواب شدني برای آن است. طبق قضيه

1، واحد مجازی 1 1(( ) ,( ) )p

p

X

p pY
X Y

v

u  0بر ابرصفحه
0Y X uu v  ،قرار دارد؛ از طرف دیگر

 □              كهد و اربات تما، است. ( تعلق این واحد به مجموعه امکان توليد را تضمين مي5های مدل ) محدودیت

شک  به  ابرصفحه سازا kد كهيفرض  .5قضیه 
0

0:
ii i i
uA Y Xvu  1كه{, , }i k ، در( , )

p p
X Y 

1 فعال باشهد و نيز 1(( ) ,( ) )i

p p
X m Y  نوعي واقع بر ابرصفحه مجازی واحدبيانگر 

i
A .در این صورتباشد 

1صرفاً واحدهای مجازی  ،0 برای هر 1(( ) ,( ) )
p p
X m Y  1و 1(( ) ,( ) )h

p p
X m Y توانهد  مي

}1minكه در آن  باشهد PPSمتعلق به  : , , }i
m m i k  1وmax{ : , , }h i

m m i k. 

}1minفرض كهيد  .اثبات : , , }i
m m i k  و برای واحدi داشته باشيمim m. ازای  بهدهيم  نشان مي

1، 0هر  1(( ) ,( ) ) PPSi

p p
X m Y داده . قرارim m t (0t و ابرصفحه )A را درنظر 

1به فرض خلف اگر . مگيری مي 1(( ) ,( ) ) PPSi

p p
X m Y ،:باید داشته باشيم 

0
1 1 0( ) ( )i

p p
m Y X uvu  

imبا جایگزیهي حال  m t ،:داریم 

0
1 1 0[ ( ) ( ) ] ( )

p p p
m Y X u t Yvu u  

1اما واقع بودن 1(( ) ,( ) )
p p
X m Y  برA  صفربودن جمله اول را نتيجه داده و آنگاه با توجه به مثبت بودن

t  0نتيجه خواهد شد  و
p
Yu 0توان نتيجه گرفت كه مي 2. از دیگر سو، با در نظر گرفتن قضيه

p
Yu 

0پس باید 
p
Yu  0كه تهاقض است )زیراu  0و

p
Yحکم رابت طور مشابه  (. برای قامت دیگر نيز به

 □                                                                                                                                                 گردد. مي

ترین  بزرگو ترین  هایي با كوچک كهد كه تهها واحدهای تیييریافته كه بر ابرصفحه بيان مي 5در واقع قضيه 
im امکان تعلق به  ،واقع هاتهدPPS .را ببيهيد( 3)شک   را دارند 

 
)نشان دههده دو ابرصفحه فعال در .3شکل  , )

p p
X Y  كهm̂ m 
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 الگوریتم روش جدید 4-2

DMU، الگوریتمي برای تعيين نوع و ميزان بازده به مقياس بخش قب مطالب گرفتن با درنظر قامتدر این 
p

  ارایه 

DMUدهيم. الگوریتم را با نقطه شروع  مي
p

 كهيم. آغاز مي 

)و1nدهيم برای این مهظور، قرار مي ) ( )( , ) ( , )n n

p p
X Y X Y های سازای  ابرصفحه. سپسPPS  را كه

( ) ( )( , )n nX Y (.[19،20]داوطلب و ]18[آوریم )رجوع كهيد به جهانشاهلو  مي دست به ،رروی آنها قرار داردب 

شک  به  ابرصفحه سازا k فرض كهيد
0

0:
ii i i
uA Y Xvu  در( ) ( )( , )n nX Y 2طبق قضيه  .فعال باشهد ،

,...,}1اگر  }i k  كه برای آنموجود باشد 
0

0
i
uصورت برای  در غير این ؛، آنگاه بازده به مقياس رابت است

 هر ابرصفحه
i
A 0 كه( )n

i
Yuدهيم  ، قرار مي

( )

( )

n

n

i

i

Xi

Y
m

v

u
 دست بهرا  imترین ترین و كم . سپس بيش

)لاكي برای تعيين نوع و ميزان بازده به مقياسم هاimآوریم.  مي ) ( )( , )n nX Y هاتهد. 

  1اگر 1min{ : , , }im m i k بازده به مقياس  گاه آنDMU
p

افزایشي بوده و مقدار كشااني  

است. برای دستيابي به بيشترین ميزان ممکن افزایش ورودی كه برای آن، این رابطه برقرار است  mبرابر 

1كه يم بیا ميیي را ( را ح  كرده و بيشترین 6مدل ) 1( ) ( )(( ) ,( ) ) PPSn nX m Y  را  4)قضيه

 .ببيهيد(

(6) 
1

1

1

1

1

1

0 1

*

( )

( )

max

       s.t. ( )

( )

,  , ,

n

j j
j

n

j j
j

n

j
j

j

n

n

X X

Y m Y

j n

 

مقدار بهيهه  *دهد. اگر ( حداكثر افزایش متهاسب ورودی قب  از تیيير ميزان كشااني را مي6در حقيقت مدل )

1( باشد، واحد مجازی 6) تابع هدف مدل 1* ( ) * ( )(( ) ,( ) )n nX m Y  بيانگر واحد مجازی است كه با اعمال

و پس از آن ميزان كشااني تیيير خواهد كرد  بوده mترین افزایش ممکن ورودی دارای ميزان كشااني  بيش

، قرار *تر از )دقت شود كه این واحد كارای قوی است(. برای بررسي تیييرات متهاسب ورودی به ميزان بيش

1دهيم  مي 1 1 1( ) ( ) * ( ) * ( )( , ) (( ) ,( ) )n n n nX Y X m Y 1 وn n 1 و فرآیهد را تا زماني كهm 

 كهيم. )یعهي رسيدن به وضعيت بازده به مقياس رابت( تکرار مي

 در غير این صورت:

 برای حداق  یک  درصورتي كهi ،0( )n
i
Yu امکان كاهش ورودی ،( )nX  وجود ندارد و بازده به مقياس

)واحد  ) ( )( , )n nX Y 1 رابت است. همچهين اگر 1max{ : , , }h im m i k ، بازده به مقياس رابت

آوریم )رجوع  مي دست به( بيشترین ميزان كاهش بردار ورودی را 7با ح  مدل ) صورت در غيرایناست. 

 (.4شود به قضيه 
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(7) 
1

1

1

1

1

1

0 1

*

( )

( )

max

       s.t. ( )

( )

,  , ,

n

j j
j

n
h

j j
j

n

j
j

j

n

n

X X

Y m Y

j n

 

(، اگر 7پس از ح  مدل ) دهد. صفحه را مي( حداكثر كاهش متهاسب ورودی قب  از تیيير ابر7در حقيقت مدل )

صورت در  این درغير ،ها وجود ندارد و بازده به مقياس رابت خواهد بود امکان كاهش متهاسب ورودی 0

]0بازه تیييرات  , ] ،( ) ( )( , )n nX Yدارای بازده به مقياس كاهشي با ميزان كشااني hm باشد. مي 

دهيم قرار مي ،حالت قب با مشابه در اقدامي  ،به مقياس كاهشي در صورت تشخيص بازده
1 1 1 1( ) ( ) * ( ) * ( )( , ) (( ) ,( ) )n n n h nX Y X m Y 1 وn n یهد را تا زمان رسيدن به بازده به آو فر

 كهيم. مقياس رابت تکرار مي

) مشترک ميان یهد، باید ابرصفحهآذكر است كه در تکرار فر قاب  .نکته ) ( )( , )n nX Y  1و 1( ) ( )( , )n nX Y  را از

) آمده در دست بههای  ميان ابرصفحه ) ( )( , )n nX Y  حذف كهيم چراكه با تیييرات متهاسب ورودی
1 1( ) ( )( , )n nX Y و با حركت بر روی این ابرصفحه، به واحد ( ) ( )( , )n nX Y ایم و امکان تیيير بيشتر در این  رسيده

 راستا و بر روی این ابرصفحه وجود ندارد.

 

 خلاصه الگوریتم

)و  1nقرار دهيد  -1گام  ) ( )( , ) ( , )n n

p p
X Y X Y 0 و( )n. 

) كه در PPSهای سازای  ابرصفحه -2گام  ) ( )( , )n nX Y  صورت هها را ب آن بيابيد.فعال هاتهد را 

0
0( ) ( ): n n

i i i i
A Y X uu v 1( , , )i k 1برای  .نشان دهيدnای را كه در ، ابرصفحه

1 1( ) ( )( , )n nX Y .فعال بود از ميان آنها حذف كهيد 

,}1اگر برای حداق  یک  -3گام  , }i k ،0
0

i
u ،بروید. 7، به گا 

,}1برای هر  -4گام  , }i k 0 كه( )n
i
Yu  قرار دهيد

( )

( )

n
i

n
i

Xi

Y
m

v

u
. 

1اگر  -5گام  1min{ : , , }im m i k  بازده به مقياس واحد( ) ( )( , )n nX Y ( 6مدل ) .افزایشي است

)عبارت است از ا، nرا ح  كهيد. بازه  ) ( )[ , ]n n  و برای آن حداكثر افزایش خروجي به افزایش ورودی

1. قرار دهيد mبرابر است با  1 1 1* *( , ) (( ) ,( ) )n n n nx y x m y 1 وn n  ،بروید. 2و به گا 

)0ی، iاگر به ازای  -6گام  )n
i
Yu1اگر  ؛بروید 7گا، ، به 1min{ : , , }h im m i k( را 7، مدل )

 ا، nبروید، در غير این صورت بازه  7به گا، *0بروید. اگر  7ح  كهيد و در غير این صورت به گا، 
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) عبارت است از ) ( ) *[ , ]n n  و برای آن حداكثر كاهش خروجي به كاهش ورودی برابر است باhm قرار .

1دهيد 1 1 1( ) ( ) * ( ) * ( )( , ) (( ) ,( ) )n n n h nX Y X m Y 1 وn n  ،بروید. 2و به گا 

 توقف كهيد. ؛بازده به مقياس رابت است -7گام 

 

 ها مثال 5
با روش  روش پيشههادی آورده و سپس به مهظور مقایاه ،شده ارایهدر این بخش ابتدا مثالي برای تبيين روش 

 .آوریم مي ي، مثال]13[ دامههسليمانيو  پيشه زارع

 

 ی برای تبیین روش پیشنهادیمثال 5-1

یک خروجي در نظر بگيرید. مقادیر ورودی وخروجي  گيرنده هر یک شام  یک ورودی و هفت واحد تصميم

مرتبط با این واحدها درشک   BCCآمده است و مجموعه امکان توليد  2 واحدها به همراه كارایي آنها در جدول

 ترسيم شده است. 4
 با یک ورودی و یک خروجيگيرنده اطلاعات مربوط به واحدهای تصميم .2جدول 

DMU كارایي خروجي ورودی 

1 3 5/1  0000/1  

2 4 5/3  0000/1  

3 6 7 0000/1  

4 9 9 0000/1  

5 10 5 4857/0  

6 8 2 4062/0  

7 11 9 8182/0  

 

متوالي تیييرات ورودی، مورد بررسي قرار های  را به عهوان یک واحد كارای قوی در بازه  DMU1وضعيت 

 دهيم. مي

1دهيم  قرار مي 1 3 1 5( ) ( )( , ) ( , / )X Yهای فعال در این واحد عبارتهد از: . معادلات ابرصفحه 

1

2

3 0

2 4 5 0

:

: /

A x

A y x
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2های جدول  مجموعه امکان توليد داده .4شکل   
Yu 2صفحه اول صفر است پس تهها محاسبه  برای ابرm :2كافيات. داریم 2 3

1 1 5
4

/
m و 

4 1min{ }m 1 پس بازده به مقياس 1( ) ( )( , )X Y ( كران بالای اولين بازه6افزایشي است. با ح  مدل )   را

1آورده و داریم  دست به
3

1. یعهي برای تیييرات متهاسب ورودی در بازه *
3

0[ , نابت افزایش خروجي به  [

و  2nدهيم  . اكهون قرار مي4افزایش ورودی برابر است با 
2 2 1 11 1

3 3
1 1 4 4 3 5( ) ( ) ( ) ( )( , ) (( ) ,( ) ) ( , / )X Y X Y دست بههای سازای فعال در آن را  و ابرصفحه 

 عبارتهد از: ها،  آوریم. این ابرصفحه مي

2

3

2 4 5 0

2 3 5 7 0

: /

: /

A y x

A y x
 

1 ابرصفحه 1( ) ( )( , )X Y 3لذا نيازی به بررسي آن نيات. با محاسبه  ، ونيز فعال بود 5 43
2 3 5

2/

/
m داریم ،

2 1min{ }m ( كران بالای دومين بازه 6و لذا همچهان بازده به مقياس افزایشي است و با ح  مدل )  را

1و داریم  یافته
2

1. یعهي برای* 1 1 1 5
3 3 2 3 6

[ , ] [ ,  2 نابت افزایش خروجي به افزایش ورودی برابر [

 و 3nدهيم  بازه بعدی قرار مي یافتناست. مجدد برای 
3 3 1 1

2 2
1 4 1 3 5 6 7( ) ( )( , ) (( ) ,( ) / ) ( , )X Y mسازای فعال در این واحد عبارتهد از:  . ابرصفحه 

3

4

2 3 5 7 0

3 2 9 0

: /

:

A y x

A y x
 

3نيازی به بررسي  مجدداً
A  4نبوده و داریم 2 6 12

3 7 21
m 4. با توجه به ایهکه 1m افزایش بيشتر ،

یعهي  ،آمده دست بهتوان گفت كه آخرین واحد  شویم. در حقيقت مي ورودی به صرفه نبوده و متوقف مي
3 3 6 7( ) ( )( , ) ( , )X Yوری است. دارای بيشترین بهره 

 

 دامنهسلیمانی پیشه و ی برای مقایسه دو روش پیشنهادی و زارعمثال 5-2

بازده به مقياس واحد خواهيم وضعيت  ميرا در نظر بگيرید.  3گيرنده مثال بخش  هشت واحد تصميم

 دهيم كهيم. كار را با این واحد شروع كرده و قرار مي را به این روش محاسبه  4گيرنده  تصميم
1 1 6 15 9 5( ) ( )( , ) ( , , / )X Yعبارتهد از:های فعال در این واحد  . معادلات ابرصفحه 

 
x 
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1

2 1

3 1 2

9 5 0

6 7 15 0

16 7 7 5 0

: /

:

:

A y

A y x

A y x x

  

 آورده و داریم: دست بهها را imها  برای این ابرصفحه
1 2 314 147

19 152
0, ,m m m   

14 147 147
19 152 152

0 1max{, , }hm( را ح  كرده و داریم 7، لذا مدل )0 381* پس بازده به مقياس  /

00عبارت است از  كاهشي بوده و اولين بازه برای  381[ , / دهيم  آوردن بازه بعدی قرار مي دست به. برای [

2n2و 2 1 1147
152

1 0 381 1 0 381 3 715 9 285 6 004( ) ( ) ( ) ( )( , ) (( / ) ,( / ) ) ( / , / , / )X Y X Y .

 های سازای فعال در آن عبارتهد از: ابرصفحه

3 1 2

4 1 2

16 7 7 5 0

13 0

:

:

A y x x

A x x
 

و واحد جدید است و نيازی به بررسي آن نيات. از  DMU4، ابرصفحه مشترک ميان 3A ابرصفحه

2واحدلذا ها وجود ندارد و  . درنتيجه امکان كاهش بيشتر ورودی0نيز داریم  4A ابرصفحه 2( ) ( )( , )X Y  دارای

00تواند به اندازه  بازده به مقياس رابت است. بهابراین تهها تیييرات متهاسب ورودی مي 381[ , / باشد و برای  [

142آن داریم: 
152

. 
 

 گیری نتیجه 6

و ميزان بازده به مقياس را برای یک واحد كارا در این مقاله با یک رویکرد مدیریتي، چگونگي تعيين نوع 

و  ]13[ دامههسليمانيپيشه و  های متوالي تیييرات، مورد تحقيق قرار داده است. در این مقاله ابتدا روش زارع  بازه

گردیده است. در   ارایههای سازای  نقص آن مورد توجه قرار گرفته و سپس روشي بر مبهای استفاده از ابرصفحه

شده، چهانچه واحد تحت ارزیابي دارای بازده به مقياس رابت نباشد، وضعيت بازده به مقياس آن نابت  ارایهروش 

به تیييرات متوالي ورودی تا ههگا، رسيدن به وضعيت بازده به مقياس رابت مورد بررسي قرار گرفته است. در 

تر و  سریع ]13[ دامههسليمانيیده كه نابت به روش زارع پيشه و های سازا استفاده گرد روش حاضر از ابرصفحه

های اندكي در زميهه  در دنيای واقعي و با توجه به ایهکه پژوهش های غيرقطعي نظر به اهميت داده تر است. دقيق

يد با های امکان تول سازی روش حاضر بر مجموعه های نادقيق صورت گرفته، پياده دهبازده به مقياس در حضور دا

های یافتن شعاع  گردد. همچهين تلفيق روش حاضر و روش های غيرقطعي به عهوان پژوهشي جدید پيشههاد مي داده

 تواند موضوع جالبي برای تحقيق آتي باشد.  پایداری مي
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