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 اساس بر یساز نهیبه از استفاده با یمرز و هیاول مقدار لیمسا یبیتقر حل

 نیبرنشتا یا چندجمله یمکان هم روش

 
 *1یانصار محمدرضا

 زاىیا ي،یلشٍ ،(رُ)يٌيخو اهام يالولل ييت داًؾگاُ ،یكارتزد ياضیر گزٍُ، اریاعتاد -1

 

 1398ؽْزیَر   9همالِ:  ذيرع

 1398تْوي  12 همالِ: زػیپذ

 

 چکیده 

ایلي اعلت كلِ هلاتزیظ       هکاًي در حل اًَاع هؼادلات دیفزاًغيل تغيار هتذاٍل اعت. هؾکل افللي در ایلي رٍػ   ّن  رٍػ

ٍ كاّؼ در دلت خَاب ؽَد. تَاًذ تاػث تزخي هؾکلات ػذدی  ؽَد. ایي هي ضزایة تا افشایؼ درخِ تمزیة تذؽزط هي

ِ ّای  تزًؾتایي ٍ رٍػ هکاًي ّن تز اعاط تزكية رٍػ  در ایي هغالؼِ، عِ رٍػ ل علاسی تلزای خلَاب تمزیثلي هغلای      تْيٌل

ّلا، خلَاب تمزیثلي     همذار اٍليِ ٍ هزسی ؽاهل هؼادلات دیفزاًغيل خغي تا ضزایة هتغيز پيؾٌْاد ؽذُ اعلت. در ایلي رٍػ  

آیلذ. تلزای    ت هلي ریشی خغلي تلِ دعل    تزیي هزتؼات خغي هميذ یا یک هغالِ تزًاهِ یک هغالِ كن هغالِ تا اعتفادُ اس خَاب

ّای هختلف در ًظز گزفتِ ؽذُ ٍ ًتایح تِ دعلت آهلذُ تلا ًتلایح گلشارػ       ّا، هغایل آسهایؾي اس هزتثِ تزرعي كارایي رٍػ

پيؾٌْاد ؽذُ دليلك، كلارا ٍ دارای پایلذاری     ّای دٌّذ كِ رٍػ ّا ًؾاى هي ؽًَذ. تزرعي ّای دیگز همایغِ هي ؽذُ اس رٍػ

 ػذدی خَتي ّغتٌذ.  

 
 .عاسی هکاًي تزًؾتایي، تْيٌِ هغایل همذار اٍليِ ٍ هزسی، هؼادلِ دیفزاًغيل خغي، رٍػ ّن ۺکلمات کلیدی

 

 

 مقدمه  1

 هاًٌذ گًَاگَى ّای پذیذُ عاسی ٍ ؽزح هذل دارًذ. هٌْذعي ٍ ػلَم در سیادی كارتزدّای دیفزاًغيل هؼادلات

، تغييزات ارسػ ًمل ٍ حولتيٌي آب ٍ َّا،  پيؼ فَتي، اهَاج ،تيواری اًتؾار گزها، اًتمال دیٌاهيک، عاسی هذل

 ّای سهيٌِ دركِ  هؼادلات دیفزاًغيل ایي اس تغياریّا ّغتٌذ.  اس ایي كارتزدّایي  ، هثالدیگز تغياری ٍ عْام

ّای  اگز چِ ردُ ّغتٌذ. خغي آیٌذ، هي ٍخَدِ ت غيزُ ٍ تٌؼ تحليل ٍ تدشیِ آیزٍدیٌاهيک، تزق، گزها، هکاًيک،

كلي حل هغتمين  در حالت، تحليلي حل كزد ّای اعتفادُ اس رٍػتَاى تا  را هيدیفزاًغيل هؼادلات اس  هحذٍدی

تِ یک خَاب لاتل  دعتياتي تزای اس ایي رٍ، یا تغيار دؽَار اعت.ًاهوکي  دیفزاًغيل هؼادلات تغياری اس اًَاع

                                                           
 دار هکاتثاتػْذُ* 

 mr.ansari@sci.ikiu.ac.ir آدرط الکتزًٍيکي:
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ّای ػذدی  تِ ّويي دليل، ًياس تِ تذٍیي رٍػ كزد. اعتفادُ تمزیثي رٍیکزدّای یا ّای ػذدی رٍػ اس لثَل تایذ

 .ٍخَد داؽتِ اعتّای هَخَد ّويؾِ   خذیذ ٍ یا تْثَد در رٍػ

تا  nهزتثِ  هؼادلِ دیفزاًغيل خغيّایي دليك ٍ كارا تزای حل تمزیثي  در ایي هغالؼِ، ّذف ها ارایِ رٍػ

 ضزایة هتغيز تِ ؽکل كلي سیز اعت:

(1 )   
( )( ) ( ) ( ) ( ), [ , ]

n
k

k

k

L y p x y x f x x a b


  
0

 

) تَاتغ اعت. nگز ػولگز دیفزاًغيل خغي هزتثِ  ًوایاى Lكِ در آى، )f x  ٍ( )ip x  ٍ هؼلَم[ , ]a b  ٌِداه

)تا xًغثت تِ هتغيز yام تاتغk، هؾتكٍ در اداهِ در ایٌدا .دّذ هغالِ را ًؾاى هي ) ( )ky x  ُد. َؽ هيًؾاى داد

 ( ػثارتٌذ اس:5ؽزط اٍليِ یا ؽزط هزسی لاسم تزای حل ) 1nتؼذاد

(2) ( ) , , ,1 1l lS y q l n   

كِ در آى،
lSّوِ ليَد رٍی در ایي حالت ؽزایظ اٍليِ ) ّا ػولگزّای خغيx a ؽزایظ یا  كٌٌذ( ٍ ػول هي

xليَد رٍی تيؼ اس یک ًمغِ ٍ تِ عَر هؼوَل رٍی دٍ همذار هزسی  در ایي حالتهزسی ) a ٍx b ُاس تاس

[ , ]a b چٌيي،  تاؽٌذ. ّن كٌٌذ( هي ػول هي
lq .ّا همادیز حميمي هؼلَم ّغتٌذ 

آًاليش ّای هغلَتي كِ دارًذ ًمؾي اعاعي در ًظزیِ تمزیة ٍ  تِ دليل ٍیضگي  ای اس دیز تاس فضاّای چٌذخولِ

ای تغيار هٌاعة ّغتٌذ  ؽًَذ، تزای هحاعثات رایاًِ تَاتغ تِ فَرت فزیح ٍ دليك تؼزیف هي . ایياًذ ؽتِػذدی دا

تَاى تِ  ّا را ًيش هي ّا ًوایؼ داد. ػلاٍُ تز ایي، هؾتك ٍ اًتگزال آى تَاى تَعظ آى ٍ عيف ٍعيؼي اس تَاتغ را هي

 [. 1،2] عادگي هحاعثِ كزد

ی خَب خَد، هاًٌذ هثثت تَدى، تمارى، رٍاتظ تاسگؾتي، ّا تِ دليل ٍیضگي 1ّای تزًؾتایي ای چٌذخولِ

 اتيْت [.7-2] ذاً هحاعثِ عزیغ، پایذاری تْيٌِ ٍ ...، در ًظزیِ تمزیة ٍ عزاحي ٌّذعي تغيار هَرد تَخِ لزار داؽتِ

غيزخغي تِ  ٍ خغي دیفزاًغيل تزای حل هؼادلات 2را در رٍػ گالزكيي ّای تزًؾتایي ای [ چٌذخول3ِ] تزاكي ٍ

لات دیفزاًغيل ّای تزًؾتایي در رٍػ گالزكيي تزای حل هؼاد ای [ اس چٌذخول4ِدٍّا ٍ ّوکاراى ] .ًذكار تزد

ي هؼادلات دیفزاًغيل رٍؽي تزای حل تمزیث [ 5آیؾک ٍ ّوکاراى ] اعتفادُ كزدًذ. خغي هزتثِ سٍج تشرگ

ارایِ ًوَدًذ. تاتاچاریا ٍ  ی تزًؾتایيّا ای چٌذخولِ هکاًي ّن  تز اعاط درًٍياتي كغزی ٍ رٍػ خغي هزتثِ تشرگ

 دیفزاًغيل اعتفادُ كزدًذ.-ّا در حل هؼادلات اًتگزال ای [ اس ایي چٌذخول6ِهٌذال ]

تِ فَرت گغتزدُ تزای حل اًَاع هؼادلات دیفزاًغيل اعتفادُ  3هکاًي ّای ّن ّای اخيز، رٍػ در عال

هکاًي اغلة حل هغالِ را تِ حل یک دعتگاُ هؼادلات  ّای ّن در هغایل خغي، رٍػ[. 10-8[ ٍ ]4اًذ ] ؽذُ

تَاًذ تزٍس كٌذ، تذؽزط تَدى هاتزیظ ضزایة اعت كِ تاػث تزٍس  كٌٌذ. هؾکلي كِ در ایٌدا هي خغي تثذیل هي

لي تِ هکاًي خي آیذ كِ ًماط ّن هؾکل اغلة سهاًي پذیذ هيایي ؽَد.   هؾکلات ػذدی ٍكاّؼ دلت خَاب هي

 ّن ًشدیک تاؽٌذ. 

                                                           
1 Bernstein polynomials 
2 Galerkin method 
3 Collocation Methods 
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عاسی ٍ حل تغياری اس هغایل تا هَفميت تِ كار گزفتِ  عاسی در هذل ّای هثتٌي تز تْيٌِ در گذؽتِ، رٍػ

هکاًي  ّای هتٌاظز تا هؼادلات ّن عاسی تاليواًذُ تزاعاط كويٌِ  در ایي همالِ، ها عِ رٍػ[. 11-14اًذ ] ؽذُ

ّا ًِ تٌْا ًغثت تِ رٍػ  كٌين. ایي رٍػ پيؾٌْاد هي (2)ٍ  (1) ّای تزًؾتایي تزای حل هؼادلِ ای چٌذخولِ

حل  ٍ ًيش تاؽٌذ  دٌّذ، تلکِ اس ًظز ػذدی تا افشایؼ درخِ تمزیة پایذار هي تزی هي ّای دليك هکاًي خَاب ّن

تَاى اس كٌٌذ تا ت تزیي هزتؼات خغي هميذ تثذیل هي ریشی خغي ٍ یا یک هغالِ كن هغالِ را تِ حل یک هغالِ تزًاهِ

 عاسی تِ خَتي اعتفادُ كزد. ّای پيؾزفتِ تْيٌِ هشایای ػذدی رٍػ

ّای تزًؾتایي ٍ تزخي  ای تِ هؼزفي چٌذخولِ 2دّي ؽذُ اعت. تخؼ  اداهِ ایي همالِ تِ فَرت سیز عاسهاى

 ّای پيؾٌْادی در تخؼ اعت. رٍػ 3هکاًي اعتاًذارد هَضَع تخؼ  پزداسد. ؽزح رٍػ ّن ّا هي ّای آى ٍیضگي

عاسی، هغایل آسهَى، ًتایح ػذدی تِ دعت  ، تِ تزخي ًکات هزتَط تِ پياد5ُخَاٌّذ ؽذ. در تخؼ  ُؽزح داد 4

 گيزی خَاّين كزد.   تٌذی ٍ ًتيدِ خوغ 6پزداسین. عزاًدام، در تخؼ  ّا تا ًتایح گشارػ ؽذُ هي آهذُ ٍ همایغِ آى

 

 های برنشتاین  ای چندجمله  ۲

]تز تاسُ  mتزًؾتایي اس هزتثِّای پایِ  ای چٌذخولِ , ]a b ؽًَذ: تِ فَرت سیز تؼزیف هي 

 ,

( ) ( )
, ,

( )

i m i
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m

i

x a b x
B i m

b a

    
 

0  

iتزای عادگي، هتٌاظز تا  0 ٍi m ؽَد  فزك هي,i mB  ٍ  ّا همادیز تاتغ ای چٌذخولِایي اس هشایای . 0

 :[4] در ًماط هزسی اعت  ىهؾتمات آ

(3)  
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 

 

 

 
  




  
 
 

1 1
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اس  یة خَاب هؼادلِ دیفزاًغيل، تزلزاری تزخيكٌذ تا در تمز خَاّين دیذ كِ ایي خافيت كوک هي 4در تخؼ 

 . اٍليِ را تِ عادگي اػوال كٌين ؽزایظ هزسی یااًَاع 

 [:4ٌذ اس ]ػثارت ّای پایِ تزًؾتایي ای خولِ تزای چٌذ ثاتت ؽذُاس خولِ رٍاتظ تاسگؾتي 

(4) , , ,( ) ( ) ( ) ( ) ( ) , ,[ ]i m i m i mb a
B x b x B x x a B x i m  

    1 1 1
1 0

 

(5)              
 

, , , ,( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) , ,][i m i m i m i mB x m i B x i m B x i B x i m
b a  

        
 1 1
1 1 2 1 0 

كٌذ ٍ  تياى هي 1mهزتثِ ّای پایِ ای چٌذخولِرا تزحغة  mّای پایِ هزتثِ ای چٌذخولِ (4) راتغِ تاسگؾتي

 ًَیغذ. تا تؼزیف ّای پایِ ّواى هزتثِ هي ای را تز حغة چٌذخولِ mّای پایِ هزتثِ ای چٌذخولِهؾتك ( 5)راتغِ 

(6)                    , , ,( ) [ ]T

m m m m mx B B B  0 1   

)خَاّين داؽت ( 5)ٍ تا اعتفادُ اس  ) ( )x D x   تا تؼوين آى ٍ( ) ( ) ( )k kx D x  ،كِ در آىD  هاتزیظ

)ػولياتي هؾتك ) ( )1 1m m   ِّای سیز اعت: تا درای 
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,

,

,

,

ij

m j if i j

j m if i j
d

b a j if i j

otherwise

  


 
 

   


1

21
1

0

  

]فزك كٌيذ كِ , ]y C a b .ِای تزًؾتایي هتٌاظز تا چٌذخولy ُدر تاس[ , ]a b  تِ فَرت سیز تؼزیف

 ؽَد: هي

 ,

( )
( ; ) ( ) ( )

0

m

m i m

i

b a i

m
B y x y a B x




   

     .[2كٌذ ] در تمزیة تَاتغ را فزاّن هيّای تزًؾتایي  ای لضيِ سیز تغتز هٌاعة تزای اعتفادُ اس چٌذخولِ

Kفزك كٌيذ كِ .1قضیه   ]ػذد فحيح هثثتي تاؽذ ٍ   0 , ]Ky C a b،در ایي فَرت . 

 ( ) ( )lim ( ; ) ( ) , , ,k k

m
m

B y x y x k K


  01  

 

 مکانی استاندارد روش هم ۳

 تا هؼادلِ یک هؼوَلي، دیفزاًغيل هؼادلِ یک ،هثال تزای) تاتؼي هؼادلِ یک تزای myهکاًي ّن خَاب یک

 مًا تِ هتٌاّي تؼذ تا تاتؼي فضای یک اس ػضَی ،تاسُ رٍی( دیفزاًغيل-اًتگزال هؼادلِ یک یا خشیي هؾتمات

 هکاًي ّن ًماط هدوَػِ ًام تِ ًماط اس خاؿ ٍ هتٌاّي ای سیزهدوَػِ در را هؼادلِ كِ اعت هکاًي ّن فضای

تایذ ایي ؽزایظ را ًيش  myذیْي اعت كِتآًگاُ  تاؽٌذ، داؽتِ ٍخَد هزسی ًيش یا اٍليِ ؽزایظ اگز .كٌذ هي تزلزار

  تزلزار كٌذ.

  را در ًظز تگيزیذ ٍ فزك كٌيذ كِ  (1)هؼادلِ دیفزاًغيل 

(7) ,( ) ( ) ( )
m

T

m i i m m

i

y x c B x x C


 
0

  

]تمزیة خَاب تاؽذ كِ در آى،  , , , ]T

mC c c c 0 )تزدار ضزایة هدَْل ٍ  1 )m x  تزدار تَاتغ پایِ اعت

تؼزیف ؽذ. چٌيي ؽکلي اس خَاب اغلة هٌاعة اعت، تِ ٍیضُ ٌّگاهي كِ خَاب تزای تزخي  (6)كِ در 

 تَاى ًَؽت: . هي، هٌاعة اعتدلت ٍ عزػت تالا هَرد ًياس تاؽذّا  در آىهحاعثات دیگز كِ 

(8  )( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )
n n n

k k T k T

m k m k m k m

k k k

L y p x y x p x D x C p x D x C 
  

    
0 0 0

 

 آیذ: تِ دعت هي (1)در  (7)گذاری  در ًتيدِ، تا خای

(9                                   )
 

( ) ( ) ( )( )
n

k T

k m

k

p x D x C f x



0  

 

]هکاًي گذاری ًماط ّن تزای تؼييي ضزایة هدَْل، تا خای , ]jx a b،, ,1 2j m n   در راتغِ تالا ،
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(10) ( ) ( ) ( ) , ,( )
n

k T

k j m j j

k

p x D x C f x j m n


   
0

1 2 

 آیذ: تِ دعت هي ّاlSٍ اعتفادُ اس خغي تَدى (2)در ؽزایظ اٍليِ ٍ یا هزسی  (7)گذاری  چٌيي، تا خای ّن

(11) ( ) , ,( ) 1 1T

l m lC q l nS     

2mهدوَع  n  ( ِ10هؼادل)  ٍ1n ِ1 دعتگاّي هتؾکل اس (11) هؼادلm  ٍ ِ1هؼادلm  هدَْل

 آیذ. ت هيتِ دع myّا ٍ در ًتيدicِعاسد كِ تا حل آى هي

تِ عَر هغتمل  را ّاjcتزخي اس (11) تَاى تا اعتفادُ اس لة هياغ ، (3)كارگيزی خافيت  تَخِ كٌيذ كِ تا تِ

تزای  ای یافتِ دعتگاُ تمليل (10)گذاری ایي همادیز در  در ایي فَرت، تا خای كزد.هحاعثِ  (10)اس هؼادلات 

)تزای هثال، هتٌاظز تا ؽزایظ هزسی ذ.آی تِ دعت هي ّا هدَْلتالي  ثِعهحا )y a  ٍ( )y a   تا اعتفادُ اس 

 دارین: (11)

,

, ,

( )( ) ( )
,

( ) ( )( )

mm

m mm

c
c B ay a b a

c cmcmc mc B a B ay a
b a b a


 

 
 

  
       

         

0
0 0

0 110
0 0 1

)ی ای دیگز، تزای ؽزایظ هزس تِ ػٌَاى ًوًَِ  )y a  ٍ( )y b  ،دّذ: تِ دعت هي (11) ُ اساعتفاد 

,

,

( )( )

( )( )

0 0 0mm

m m mm m

c B ay a c

c B by b c

 

 

  
   

   
 

  سازی های پیشنهادی مبتنی بر بهینه روش ۴

رٍػ عادُ  آیٌذ. اگزچِ ایي  هکاًي تِ دعت هي ت ّنّا تا اعتفادُ اس هؼادلا هدَْلهکاًي  دیذین كِ در رٍػ ّن

یاتذ.  هاتزیظ ضزایة تذؽزط ؽذُ ٍ دلت خَاب كاّؼ هي mٍ كن ّشیٌِ اعت، تا ایي حال تزای همادیز  تشرگ

عاسی  ّای تْيٌِ اعتفادُ اس رٍػ اهدَْل ت زایةّای دیگز الثتِ تا ّشیٌِ تيؾتز عؼي در هحاعثِ ض تزخي رٍػ

تَاى اس تؼذاد ًماط تيؾتزی تزای تمزیة اعتفادُ كزد ٍ اغلة اًتظار خَاتي تا  ّا هي [. در ایي رٍػ11،12دارًذ ]

 دلت تْتز دارین. 

 ،(1)ِ كار خَاّين گزفت. هتٌاظز تا هؼادل ها تِ هٌظَر اعتفادُ اس هشایای ّز دٍ رٍػ، تزكيثي اس آى دٍ را تِ

 ؽَد: تاتغ تاليواًذُ تِ فَرت سیز تؼزیف هي

( ; ) ( ) ( )R y x L y f x  
)كٌذ ٍ تزای آى  در ؽزایظ اٍليِ )یا هزسی( فذق هي eyتذیْي اعت كِ خَاب دليك ; )eR y x  . تا تَخِ تِ 0

 تاتغ تاليواًذُ تزاتز اعت تا my، تزای خَاب تمزیثي(9)

( ; ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
0

n
k T

m m k m

k

R y x R x p x D x C f x


   
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)عاسی خغای هتٌاظز تا تاتغ هکاًي ٍ كويٌِ تا اعتفادُ اس تزكية رٍػ ّن Cتزدار )mR x .تؼييي خَاّذ ؽذ
my 

هؼادلِ تِ دعت  1nؽزط اٍليِ یا هزسی تِ عَر دليك تزآٍردُ ؽًَذ. ایي  1nتایذ عَری تؼييي ؽَد كِ 

)تٌْا myدّذ ٍ در ًتيدِ تزای تؼييي هي ) ( )1 1 2m n m n      هاًذ. ًماط  هي  درخِ آسادی تالي

,هکاًي را ّن , [ , ]1 pnx x a b 2گيزین كِ  در ًظز هيpn m n  ایي ًماط را تِ دٍ سیزهدوَػِ هتوایش .

A ٍB افزاس كزدُ ٍ اًذیظ ًماط دٍ هدوَػِ را تِ تزتية تا I ٍJ دّين. تزای ّز ًؾاى هيj J  لزار

)دّين  هي )m jR x  تِ عَر دليك در هؼادلِ دیفزاًغيل فذق كٌذ.  تْتز اعت ایي ًماط تا  my، تا در ایي ًماط 0

]حذ هوکي تِ عَر یکٌَاخت در تاسُ  , ]a b 2ّا تایذ كوتز اس  یغ ؽذُ تاؽٌذ ٍ تؼذاد آىتَسm n   ،تزای هثال(

/ ( )0 5 2m n  تاؽذ. در غيز ایي فَرت، ایي هؼادلات )my تزای ًماط كٌٌذ. يرا تِ عَر دليك هؼلَم هA ِك

گيزین، خغاّای هتٌاظز تا تاتغ تاليواًذُ را كويٌِ خَاّين كزد. تَضيح تالا هٌدز تِ  در ًظز هي Iّا را اًذیظ آى

2pnؽَد. در ّز عِ رٍیکزد اگز  پيؾٌْاد عِ رٍیکزد سیز هي m n   ؽذُ هکاًي ففز ّن، خغا در ّوِ ًماط

ًظز لزار عاسی خغا در ًماط تيؾتزی هذ ويٌِایي فَرت، چَى كهکاًي خَاّذ ؽذ. در غيز س رٍػ ّنار ٍ رٍػ ّن

كن رٍی ًماط هَرد  تز اعت(، تایذ حذاكثز خغای تمزیة دعت پذیز تشرگ گيزد )تِ ػثارتي، فضای اهکاى هي

تِ خَتي ایي هَضَع را تایيذ   5ًتایح ػذدی تخؼ  هکاًي تاؽذ. تز اس خغای تمزیة در رٍػ ّن اعتفادُ كن

 .كٌٌذ هي

 مربعات خطامجموع  سازی ینهکمالف( 

ؽَد. اس ایي رٍ، هغالِ كوتزیي هزتؼات خغي هميذ سیز را تؼزیف  در ایي رٍیکزد هدوَع هزتؼات خغا كويٌِ هي

 :كٌين هي

 

min ( ) ( ) ( )

s. t .
( ) ( ) ( )

( ) , ,( )

( )

( )

[ ]
n

k T

k i m i i

i I k

n
k T

k j m j j

k

T

l m l

p x D x C f x

p x D x C f x j J

C q l nS







 





 

  

 



0

0

2

1 1

  

 ّای ٍیضُ ٍ كارا تزای حل هغالِ كوتزیي هزتؼات خغي هميذ اعتفادُ كزد. رٍػتَاى اس  تزای حل ایي هغالِ هي

 خطا مجموع سازی ینهکمب( 

ؽَد. اس ایي رٍ، هغالِ  ایي رٍیکزد ؽثيِ رٍیکزد پيؼ اعت تا ایي تفاٍت كِ در ایٌدا هدوَع خغا كويٌِ هي

 كٌين: عاسی سیز را تؼزیف هي كويٌِ

min ( ) ( ) ( )

s. t .
( ) ( ) ( )

( ) , ,( )

( )

( )

| |
n

k T

k i m i i

i I k

n
k T

k j m j j

k

T

l m l

p x D x C f x

p x D x C f x j J

C q l nS







 





 

  

 



0

0
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)تؼزیف   تا ) ( ) ( )( )| |
n

k T

i k i m i i

k

z p x D x C f x


 
0

ارس سیز  ریشی خغي ّن ، ایي هغالِ تِ هغالِ تزًاهِ

 ؽَد: تثذیل هي

min

s.t .
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) , ,( )

( )

( )

( )

i

i I

n
k T

k i m i i i

k

n
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k i m i i i

k

n
k T

k j m j j

k

T

l m l

z

p x D x C z f x i I

p x D x C z f x i I

p x D x C f x j J

C q l nS

















  

    

 
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







0

0

0

1 1

 

ّای ًمغِ  ریشی خغي هاًٌذ رٍػ ّای كارای تزًاهِ تَاى تِ عادگي تا اعتفادُ اس ّز یک اس رٍػ ایي هغالِ را هي

 عيوپلکظ حل كزد.   درًٍي، هدوَػِ هَثز یا اًَاع رٍػ

 ترین خطاسازی بیش ینهکمپ( 

ؽَد. اس ایي رٍ، هغالِ  عاسی تيؾتزیي خغا تؼييي هي تِ رٍػ كويٌِ myٍ در ًتيدِ  Cدر ایي رٍیکزد، 

 ؽَد: عاسی سیز تؼزیف هي كويٌِ

maxmin ( ) ( ) ( )

s. t .
( ) ( ) ( )

( ) , ,( )

( )

( )

| |
n

k T

k i m i i
i I k

n
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k j m j j
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p x D x C f x

p x D x C f x j J

C q l nS




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



 

  





0

0

1 1

 

)تؼزیف تا ) ( ) ( )max ( )| |
0

n
k T

k i m i i

k
i I

z p x D x C f x



 ِریشی خغي سیز  ارس هغالِ تزًاهِ تالا ّن ، هغال

 ؽَد: هي
min
s.t .

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) , ,( )

( )

( )

( )

0

0

0

1 1

n
k T

k i m i i

k

n
k T

k i m i i

k

n
k T

k j m j j

k

T

l m l

z

p x D x C z f x i I

p x D x C z f x i I

p x D x C f x j J

C q l nS















  

    

 

  







 

 ریشی خغي حل كزد. كارای تزًاهِ  تِ عادگي تا اعتفادُ اس ّز رٍػ تَاى هي تالا را ًيشریشی خغي  هغالِ تزًاهِ
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 نتایج عددی ۵

)ّای پيؾٌْادی ها تؼذاد ًماط را تزاتز  عاسی الگَریتن در پيادُ )2 2pn m n    ِتِ عَر یکٌَاخت در داهٌِ ت ٍ

 فَرت سیز در ًظز گزفتين:

( )
, ,1i p

p

b a i
x a i nn


          ِدر هغایل همذار اٍلي : 

( )
, ,11i p

p

b a i
x a i nn


  


 : در هغایل همذار هزسی                                           

,كِ 4kؽًَذ، ًماط تا اًذیظ هکاًي تِ عَر دليك تزلزار هي ّا ليَد ّن كِ تزای آىBًماط ,[ ]1
41 pk n  در

/ ًظز گزفتِ ؽذًذ. تِ ایي تزتية تؼذاد ایي ًماط حذٍد ( )0 5 2m n   ِخَاّذ تَد. تالي ًماط هدوَػA  را

 عاسًذ. هي

اخزا   AMD 1650 Mhzای تا پزداسًذُ  ًَؽتِ ؽذًذ ٍ در رایاًِ 1افشار هتلة ّای هَرد ًياس در هحيظ ًزم تزًاهِ

ٍ  ( )linprogارایِ ؽذُ در تاتغ  active-setریشی خغي اس الگَریتن  تزای حل هغالِ تزًاهِافشار  ؽذًذ. در ایي ًزم

 فزك اعتفادُ ؽذ.  تا همادیز پيؼ ( )lsqlinتزیي هزتؼات خغي هميذ اس تاتغ  تزای حل هغالِ كن

ّای پيؾٌْادی، ًتایح ػذدی رٍی هغایل آسهایؾي ارایِ ٍ تا ًتایح  تزرعي دلت ٍ كارایي رٍػ تزای

تِ  myّا، خغای هياًگيي ٍ خغای تيؾيٌِ خَاب تمزیثي  ؽًَذ. تزای همایغِ ّای دیگز همایغِ ٍ تزرعي هي رٍػ

 ؽًَذ: فَرت سیز تؼزیف هي

 mean max

( ) ( )

max, ( ) ( )
1

1

p

p

n

m i e i

m i e ii np

i

y x y x

E E y x y x
n  





  


  

 خَاب دليك هغالِ اعت.ey كِ در آى،

هغالِ  7ّای هختلف در ًظز گزفتين كِ ؽاهل  ها هغایل آسهَى گًَاگَى تا ؽزایظ اٍليِ ٍ یا هزسی اس هزتثِ

 ، آهذُ اعت:eyّا ّوزاُ تا خَاب دليك ّز یک،  تز ّغتٌذ ٍدر سیز فْزعت آى هغالِ هزتثِ تشرگ 6ٍ  2هزتثِ 

siney x  cos sin , ( ) , ( ) , ,y xy y x x x y y x         2 3 0 0 0 1 0 1  (1  

taney x  cos sin , ( ) , ( ) , ,x y x y y y y x        2 1 2 0 0 0 0 1 0 12
 

(2  

siney x  sin cos sin , ( ) , ( ) , ,y x y x y x y y x        0 0 0 1 0 1

 

(3  

x

ey e  ( cos ) cos , ( ) , ( ) , ,
x

y x y e x y y x        1 0 1 0 1 0 1

 

(4  

ey
x



1

1  ( ) ( ) , ( ) , ( ) , ,x y x y y y x         
21 1 1 0 1 0 1 0 1

 

(5  

32
ey x x 

 
, ( ) , ( ) , ,x y y xy x x x x y y x           2 3 42 6 12 0 0 0 0 0 1  

(6  

ey
x



1

1  
( ) ( ) , ( ) , ( ) , ,x y x y y y x       

2 11 1 1 0 1 1 0 12  
(7  

                                                           
1 MATLAB 2013b 
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ln( )1ey x 
 

( ) ( ) ( ) ( )ln( ), ,

( ) , ( ) , ( )

x y x y y x x y x x x x

y y y

            

   

21 1 1 1 1 0 1

0 0 0 1 0 1  

(8  

( )

4 2

2
9 4 4

4 1e

x x x
y

x x

  


   
( ) ( ) , ,

( ) , ( ) , ( )

x x y x y y x x

y y y

         

  

21 3 6 6 6 0 1

0 1 0 0 1 0
 

(9  

( )cos32 5 1ey x x x  
 

( ) ( ) ( )cos ( )sin , ,

( ) cos , ( ) cos sin , ( ) cos sin

( ) cos , ( ) cos sin , ( ) cos sin ,

y x y x x x x x x x

y y y

y y y

         

         

      

26 4 25 1 185 25 10 270 36 1 1

1 4 1 1 1 4 1 1 16 1 2 1

1 2 1 1 1 2 1 1 14 1 2 1  

(10  

( )
3 31ey x x  

( )
( ) , ,

( ) ( ) ( ) , ( ) ( ) ( )

xxy e y ex x x

y y y y y y

     

    



   

6 32 0 1

0 0 0 0 1 1

7

1

20

0
 

 

(11  

sinh21
21ey x x   ( ) ( ) , ,

( ) , ( ) , ( ) sinh , ( ) cosh

y c y c y c x x

y y y y

     

      

24 11 0 12
30 1 0 1 1 1 1 12

1

1
 

(12  

sinh
311 6ey x x 

 
( ) ( )( ) , ,

( ) , ( ) , ( ) ,

( ) sinh , ( ) cosh , ( ) sinh

y c y cy cx x

y y y

y y y

     

   

      

6 41 0 1

0 1 0 1 0 0
171 1 1 1 1 1 16 2

 

(13  

 

, ّای درخِ تا تزًؾتایي پایِ ّای ای چٌذخولِ اس خَاب، تمزیة تزای , , ,5 10 15 25 35m  ًُتایح. ؽذ اعتفاد 

 ایي در. اًذ  ؽذُ گشارػ 5 تا 1 ّای خذٍل در تزتية تِ mهختلف همادیز تزای 11 تا 1 ؽوارُ هغایل تزای حافل

 خَاب هياًگيي خغای ٍ ضزایة هاتزیظ حالت ػذد. دّذ هي ًؾاى را هغالِ ؽوارُ PN تزچغة تا عتَى ّا خذٍل

ّای  . خغاّای هياًگيي هتٌاظز تا رٍػاًذ  ؽذُدادُ  CMدر عتَى اٍل ٍ دٍم سیز تزچغة  تزتية تِ هکاًي ّن رٍػ

ّایي تا  هدوَع هزتؼات خغا، هدوَع خغا ٍ تيؾيٌِ خغا تِ تزتية در عتَى  عاسی پيؾٌْادی هثتٌي تز كويٌِ

  اًذ. ًؾاى دادُ ؽذُ PM1 ،PM2  ٍPM3ّای  تزچغة
mای تزًؾتایي اس هزتثِ  ّا تزای چٌذخولِ ًتایح حافل اس اخزای رٍػ. 1جدول   5 

PN CM PM1 PM2 PM3 

1 4/05 e+01 4/1937 e-05 8/4440 e-06 1/9329 e-05 2/2479 e-05 

2 1/23 e+01 7/5608 e-02 1/1130 e-02 3/2006 e-02 3/0258 e-02 

3 3/24 e+01 4/2783 e-05 6/2722 e-06 2/0038 e-05 2/0376 e-05 

4 3/34 e+01 1/4824 e-04 2/5356 e-05 7/2091 e-05 6/9409 e-05 

5 1/43 e+02 6/7915 e-02 4/0519 e-02 6/6912 e-02 5/5314 e-02 

6 2/71 e+01 1/5023 e-16 1/2108 e-16 1/6272 e-16 5/4453 e-16 

7 6/45 e+00 1/9868 e-04 9/9324 e-05 1/4840 e-04 1/6419 e-04 

8 1/61 e+02 5/9311 e-03 2/6302 e-03 5/9311 e-03 5/5871 e-03 

9 2/47 e+01 1/2470 e-03 1/2630 e-03 2/9052 e-03 1/6582 e-03 

10 28/3 e+01 9/3159 e-03 9/3159 e-03 9/3159 e-03 9/3159 e-03 

11 73/8 e+01 6/4308 e-03 6/4308 e-03 6/4308 e-03 6/4308 e-03 
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mای تزًؾتایي اس هزتثِ ّا تزای چٌذخولِ ًتایح حافل اس اخزای رٍػ. ۲جدول   10 
 

PN CM PM1 PM2 PM3 

1 2/50 e+03 2/6844 e-11 1/4286 e-12 1/2061 e-12 2/7435 e-12 

2 1/02 e+03 1/2564 e-03 3/9966 e-05 2/7247 e-05 9/6763 e-05 

3 2/15 e+03 2/5891 e-11 1/2641 e-12 1/1055 e-12 2/4799 e-12 

4 2/19 e+03 4/8746 e-11 2/3745 e-12 2/0109 e-12 4/9652 e-12 

5 5/69 e+03 1/3745 e-03 1/9328 e-04 1/7632 e-04 3/1987 e-04 

6 1/24 e+02 2/4737 e-16 1/2123 e-16 2/5774 e-16 7/3435 e-16 

7 5/99 e+02 1/2459 e-07 2/6624 e-08 5/1197 e-08 1/3067 e-08 

8 1/55 e+04 1/5208 e-05 2/7098 e-06 8/4903 e-07 2/5544 e-06 

9 6/05 e+02 1/5306 e-05 8/8465 e-07 2/2778 e-06 3/9285 e-07 

10 4/82 e+01 3/7373 e-06 6/5735 e-07 1/8035 e-06 4230/1 e-06 

11 4/81 e+01 1/5156 e-17 1/8151 e-17 1/7771 e-17 1/8591 e-17 

 

mای تزًؾتایي اس هزتثِ ّا تزای چٌذخولِ ًتایح حافل اس اخزای رٍػ. ۳جدول  15 

PN CM PM1 PM2 PM3 

1 1/50 e+05 2/5887 e-13 4/0639 e-16 5/5072 e-16 2/0585 e-15 

2 6/06 e+04 1/2494 e-05 2/8808 e-07 1/6850 e-07 3/2101 e-07 

3 1/34 e+05 9/4535 e-14 1/0660 e-15 2/4795 e-16 3/7169 e-15 

4 1/36 e+05 3/6306 e-13 3/4491 e-15 1/8504 e-15 1/9584 e-14 

5 3/27 e+05 1/9770 e-05 1/2425 e-06 1/3840 e-06 1/4138 e-06 

6 1/52 e+05 1/1148 e-14 2/1550 e-16 2/9933 e-16 5/4939 e-15 

7 7/04 e+04 2/3850 e-10 5/6789 e-12 1/4439 e-11 6/1500 e-12 

8 1/09 e+06 2.5568e-08 1/0827 e-09 8/2241 e-10 1/3790 e-09 

9 5/82 e+04 5/9854 e-08 2/0358 e-09 3/1874 e-10 4/5104 e-10 

10 5/53 e+02 3/6885 e-13 3/5794 e-13 1/1839 e-13 1/1587 e-13 

11 5/52 e+02 4/6037 e-16 5/1239 e-17 3637/2 e-17 5/5699 e-17 
 

 
mای تزًؾتایي اس هزتثِ ّا تزای چٌذخولِ ًتایح حافل اس اخزای رٍػ. ۴جدول   25 

PN CM PM1 PM2 PM3 

1 1/44 e+09 1/8864 e-10 1/1121 e-15 2/6831 e-15 6889/1 e-14 

2 5/37 e+08 3/5871 e-10 1/8008 e-12 2/3796 e-12 2/6609 e-12 

3 1/38 e+09 4/6721 e-10 3/2225 e-15 2/6901 e-15 9/4083 e-15 

4 1/39 e+09 2/0841 e-09 9/0150 e-15 3/1521 e-14 9/7300 e-15 

5 3/14 e+09 2/4580 e-09 2/9040 e-11 4/0456 e-11 2/5835 e-11 

6 2/64 e+09 1/6029 e-12 9/5009 e-16 4/3547 e-16 2/7762 e-15 

7 1/18 e+09 2/4494 e-12 1/1235 e-15 3/8192 e-16 5/1736 e-16 

8 3/21 e+09 3/2686 e-09 1/4585 e-13 1/4018 e-13 4/5518 e-13 

9 8/76 e+08 2/7878 e-11 1/5155 e-14 6/1659 e-15 7/2151 e-15 
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10 6/38 e+06 1/9271 e-13 3/6866 e-14 7/8228 e-15 9/7896 e-14 

11 6/38 e+06 4.0868e-15 1/2254 e-16 6/1542 e-16 4/1996 e-16 

 
mای تزًؾتایي اس هزتثِ ّا تزای چٌذخولِ ًتایح حافل اس اخزای رٍػ. ۵جدول   35 

 

 

 

ؽَد. همادیز ٍیضُ  [ ارایِ ؽذ ٍ تِ ًام هغالِ كاًت ؽٌاختِ هي15اٍليي تار تَعظ كاًت ] 12هغالِ ؽوارُ 

1,هتٌاظز تا ایي هؼادلِ  c     ّغتٌذ. اس ایي رٍ، ایي هؼادلِ تزای همادیز تشرگc  1عختدر ردُ هغایل 

ًاپایذار   ّای هؾخـ در حل ػذدی آى گيزد. هؼادلِ دیفزاًغيلي عخت، هؼادلِ دیفزاًغيلي اعت كِ رٍػ لزار هي

ّای  هکاًي ٍ رٍػ ًتایح اخزای رٍػ ّن  6ّغتٌذ، هگز ایي كِ پاراهتز عَل گام تغيار كَچک تاؽذ. در خذٍل 

,تزای را رٍی ایي هغالِ پيؾٌْادی  ,6 12400 10 10c  تَاى دیذ.  هي 
 

  .c ٍmّا رٍی هغالِ كاًت تزای همادیز هختلف  ًتایح حافل اس اخزای رٍػ. ۶جدول 

c m CM PM1 PM2 PM3 

400 

5 1/70 e+02 9/1562 e-04 4/0722e-06 4/0722e-06 4/0722e-06 

10 2/77 e+01 1/8263 e-14 2/7480 e-14 4/4484e-14 7/6662e-14 

15 3/36 e+03 6/7354 e-16 5/6094e-16 4/8852e-16 6/0470e-16 

25 5/46 e+07 1/4279 e-12 9/6029e-16 8/7764e-16 4/7986e-15 

35 9/82 e+11 1/7787 e-09 8/4449e-15 1/8398 e-14 1/8331 e-14 

1e+26 

5 1/35 e+01 7/1098 e-05 0/6276e-06 0/6276e-06 0/6276e-06 

10 2/64 e+01 9/6964e-14 7/4060e-14 7/4504e-14 7/2987e-14 

15 2/90 e+03 8/5857 e-16 9/5479e-16 6/4696e-16 6/6646e-16 

25 4/86 e+07 1/7910 e-14 4/5987e-15 4/6424e-15 6/0470e-16 

35 9/10 e+11 1/5296 e-11 4/7649e-15 0/2026e-15 1/5670 e-15 

                                                           
1 Stiff equations 

PN CM PM1 PM2 PM3 

1 2/62 e+13 7/7297 e-07 8/2552 e-14 1/5947 e-13 2/2096 e-13 

2 9/75 e+12 9/9192 e-07 2/7826 e-14 7/4038 e-14 1/5743 e-13 

3 2/54 e+13 6/1274 e-07 9/9338 e-14 1/3914 e-13 2/5945 e-13 

4 2/55 e+13 2/1432 e-06 7/7760 e-14 3/1521 e-13 3/5522 e-13 

5 5/74 e+13 7/5881 e-07 8/8053 e-14 1/1339 e-13 7/3709 e-13 

6 4/95 e+13 5/5572 e-09 6/2602 e-15 1/1222 e-15 5/3775 e-14 

7 2/17 e+13 7/3267 e-09 2/0476 e-15 9/7065 e-16 8/7549 e-16 

8 1/72 e+13 2/7959 e-06 2/5183 e-14 5/6834 e-14 9453/1 e-13 

9 1/56 e+13 8/8275 e-09 5488/1 e-14 8/0144 e-15 2/8852 e-15 

10 1/10 e+11 4/1023 e-11 1/1014 e-13 5/0265 e-13 9/7563 e-13 

11 1/10 e+11 1/5001 e-13 2/1901 e-15 3/3971 e-15 3/2002 e-15 
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1e+12 

5 1/35 e+01 7/1059 e-05 0/6268e-06 0/6268e-06 0/6268e-06 

10 2/64 e+01 2/6967 e-14 7/4604e-14 7/0465e-14 7/0464e-14 

15 2/90 e+03 5/4771 e-16 4/8852e-16 4/4429e-16 4/0488e-16 

25 4/86 e+07 2/9132 e-14 4/2466e-15 7/9966e-16 4/6464e-15 

35 9/10 e+11 1/3925 e-11 4/7986e-15 4/4466e-15 4/0657e-15 

,تزاتزًذ تا 13همادیز ٍیضُ هتٌاظز تا هؼادلِ دیفزاًغيل  , c   0 . اس ایي رٍ، ایي هؼادلِ ّواًٌذ هغالِ 1

گيزد. تزای ایي هغالِ، ًتایح حافل اس اخزای  در ردُ هغایل عخت لزار هي cكاًت تزای همادیز تشرگ 

,هکاًي ٍ پيؾٌْادی تا  ّای ّن رٍػ ,6 12400 10 10c   ؽًَذ.  دیذُ هي 7در خذٍل 

اًذ تِ خَاتي  عاسی رٍی هغایل آسهَى تَاًغتِ ّای هثتٌي تز تْيٌِ دٌّذ كِ رٍػ ًؾاى هي 7تا  1ّای  خذٍل 

هکاًي تزعٌذ. تِ ٍیضُ در هَرد دٍ هغالِ عخت  تز ًغثت تِ رٍػ ّن هياًگيي لاتل لثَل ٍ  تغيار كَچکتا خغای 

اًذ. ایي  تالا تِ دعت آٍردُّایي تا دلت  ّای پيؾٌْادی ها تزای همادیز تغيار تشرگ  ًيش خَاب  ، رٍػ13ٍ  12

اع هؼادلات دیفزاًغيل خغي تا ؽزایظ همذار ّای پيؾٌْاد ؽذُ در ایي همالِ تزای حل اًَ دٌّذُ كارایي رٍػ ًؾاى

 اٍليِ ٍ یا هزسی اعت. 
 .c ٍmتزای همادیز هختلف  14ّا رٍی هغالِ  ًتایح حافل اس اخزای رٍػ .۷جدول 

c m CM PM1 PM2 PM3 

400 

5 4/05 e+01 4/7496e-06 4/7496e-06 4/7496e-06 4/7496e-06 

10 4/47e+01 8/5840e-46 6/6490e-14 6/6490e-14 6/6490e-14 

15 0/70e+00 0/8406e-15 8/4645e-16 6/6477e-16 5/4845e-16 

25 5/54e+06 4/4020e-16 6/7420e-15 8/6867e-15 4/7284e-14 

35 4/24e+11 4/4686e-42 6/6206e-14 5/6867e-14 6/6024e-14 

1e+26 

5 4/05 e+01 4/7496e-06 4/7496e-06 4/7496e-06 4/7496e-06 

10 4/40e+00 4/5269e-10 4/5878e-16 4/5889e-16 4/5889e-16 

15 4/62e+00 9/4447e-15 0981/1 e-15 6/9968e-15 5/6094e-15 

25 4/92e+06 6/6904e-14 4/7548e-15 4/6844e-15 8/5640e-15 

35 6/67e+12 6/8560e-10 0/8075e-14 4/4540e-14 0/6544e-14 

1e+12 

5 4/05 e+01 4/7496e-06 4/7496e-06 4/7496e-06 4/7496e-06 

10 4/44e+00 4/4748e-10 4/5898e-14 4/5924e-16 4/5924e-16 

15 4/62e+00 9/4222e-15 0/9560e-16 6/6509e-16 4/2492e-16 

25 4/92e+06 6/0709e-14 7/9546e-16 4/6240e-15 4/0906e-15 

35 6/67e+12 6/8427e-10 6/7046e-15 0/8824e-14 6/7998e-14 

 

ًغثت تِ ّن عادُ ًيغت ٍ تزای ایي   ّا تزای همایغِ كارایي چٌذ الگَریتن تذیْي اعت كِ اعتفادُ اس خذٍل

 هٌاعةػولي ٍ یک هؼيار  هؼزفيهختلف، ػذدی ّای  ا گغتزػ الگَریتنتتزی هَرد ًياس اعت.  كار اتشار هٌاعة

، هؼيار اعتمثال ٍالغ ؽذد هَریي كِ هؼيارّا یکي اسلزار گزفت.  تَخِّا ًيش هَرد  تزای همایغِ كارایي الگَریتن

همایغِ كارایي  هؼيارتِ ػٌَاى تز  خغای كَچک. در ایي هؼيار تا اًتخاب [16] اعت هَرٍُ  دٍلاى ؽذُ تَعظ ارایِ

  :ؽَد ، تؼزیف هيّا الگَریتن
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 ,

,

,min { }
a

i p

i p

j p
j n

E

E


 



1

  

i,،كِ در آى pE الگَریتن ؽوارُ خغای i ِؽوارُ رٍی هغالp  ٍ
anحالّای هَرد همایغِ اعت.  تؼذاد الگَریتن 

تا تؼزیف ,( ) | ,i i j pN j p j n    1 ِكpn  ،اتغ كارایي تزای الگَریتن تتؼذاد هغایل آسهَى اعت

 :دكزتؼزیف  تِ فَرت سیز تَاى هيرا  i ؽوارُ

 
( )

( )
a

i

p

N
p

n


  

)،تِ تياى عادُ )ip  ز هختلفیداهم تزای  1 الگَریتن خغای دّذ كِ ایي احتوال را ًؾاى هيi تز یا  َچکك

ّای هَرد همایغِ تاؽذ. تحث تيؾتز در هَرد خَاؿ تاتغ هياى الگَریتن تزیي خغا در تزاتز كَچکهغاٍی

( )ip  همایغِ ػولکزد دٍ الگَریتن، الگَریتوي در اعت كِ تا تَخِ تِ ایي هؼيار تذیْي [ دیذ.16] تَاى در را هي 

)كِ ًوَداردارد كارایي تْتز  )ip  لزار تگيزد ٍ الثتِ ّز چِ اختلاف  الگَریتن دیگز هتٌاظز تاآى تالاتز اس ًوَدار

 .هغایل هَرد آسهَى ٍخَد داؽتِ اعت یتن رٍیتز تاؽذ، تفاٍت تيؾتزی تيي كارایي دٍ الگَر تيي دٍ ًوَدار تيؼ

هغایل آسهَى  را رٍی تواهي  CM ،PM1 ،PM2   ٍPM3ّای  عغح كارایي الگَریتن 1ؽکل  ًوَدارّای

 دٌّذ. ًؾاى هي

 
 تا هؼيار خغای هياًگيي CM، PM1، PM2 ٍ PM3 ّای ػولکزد الگَریتن ًوَدارّای .1شکل 

عاسی ها ًغثت تِ رٍػ  ّای پيؾٌْادی هثتٌي تز تْيٌِ دٌّذ كِ الگَریتن تِ خَتي ًؾاى هي 1ًوَدارّای ؽکل 

تْتزیي  PM3 عپظ  ٍ PM1، PM2ّای  یي هياى، تِ تزتية الگَریتنااًذ. در  ولکزد تْتزی داؽتِػهکاًي  ّن

ٍیضُ  عاسی )تِ  ّای تْيٌِ اًذ. تَخِ تِ ایي ًکتِ هْن اعت كِ در اغلة هغایل خغای رٍػ ػولکزدّا را ًؾاى دادُ

( خيلي تِ ّن ًشدیک تَدُ PM2، هدوَع خغا عاسی ، ٍ كويPM1ٌِ، هدوَع هزتؼات خغا  عاسی كويٌِدٍ رٍػ 

تزاتز خغای دیگزی ًثاؽذ  50تز اس )حذٍدا(  تيؼ ّا اعت. تِ ػثارتي، احتوال ایي كِ خغای یکي اس ایي رٍػ

 اعت. 1ًشدیک تِ  تغيار
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تز ؽذى  ّا تا تشرگ تَاى دریافت، تحث پایذاری ػذدی رٍػ ًکتِ تغيار هْن دیگزی كِ اس هؾاّذُ ًتایح هي

دلت تمزیة تْتز ؽذُ ٍ خغا  m، اعت. تِ عَر هؼوَل اًتظار دارین تا افشایؼmهزتثِ تاتغ تمزیة، یؼٌي

هاتزیظ ضزایة تذحالت ؽذُ ٍ  mهکاًي اغلة تا افشایؼ ّای ّن تز ؽَد. تا ایي حال، در رٍػ كَچک

ظز ّا تذٍى در ًظز گزفتي توْيذات لاسم، اس ً ؽًَذ. اس ایي رٍ، ایي رٍػ هؾکلات ػذدی تاػث كاّؼ دلت هي

را تزای  mدر سیز رًٍذ تْثَد دلت خَاب تمزیثي تا افشایؼ 3ٍ  2ّای  ػذدی ًاپایذار خَاٌّذ تَد. ؽکل

را تِ ػٌَاى ًوًَِ در ًظز گزفتين. تزای هغایل دیگز  10ٍ  1دٌّذ. ها دٍ هغالِ  ّای هَرد همایغِ ًؾاى هي الگَریتن

ّا را در آى اًدام دادین دلت  ای كِ ها آسهایؼ ّن ٍضؼيت تِ فَرت هؾاتِ اعت. تَخِ داؽتِ تاؽيذ كِ در رایاًِ

e/2هاؽيي تزاتز  2204 16mach   .تَدُ اعت 

 

 . 1ّای تمزیثي رٍی هغالِ  تغييزات در دلت خَاب ًوَدارّای)الف( ًوَدار افشایؼ ػذد حالت هاتزیظ ضزایة ٍ )ب(  .۲ شکل

 
 . 10ّای تمزیثي رٍی هغالِ  تغييزات در دلت خَاب ًوَدارّای)الف( ًوَدار افشایؼ ػذد حالت هاتزیظ ضزایة ٍ )ب(   .۳ شکل

ػذد حالت تِ عَر تمزیثا خغي ٍ تا ًزخ ًغثتا  mدٌّذ، تا افشایؼ ًؾاى هي 3ٍ  2ّای  ؽکلگًَِ كِ  ّواى

ای خزاب  كٌٌذُاتتذا تْتزؽذُ ٍ عپظ تِ ؽکل ًااهيذ CMحال، دلت الگَریتن   كٌذ. در ّويي تشرگي رؽذ هي

ٌّگاهي كِ  PM1 ،PM2  ٍPM3 ّای كِ الگَیتناس ًاپایذاری ػذدی ایي رٍػ دارد. در حالي ؽَد كِ ًؾاى  هي
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كٌٌذ.  دلت خَاب را تا حذ سیادی حفظ هي mرعيذًذ، تا افشایؼ تِ تْتزیي دلت خَد )هتٌاعة تِ دلت هاؽيي( 

 هکاًي دارًذ.  ّنّا پایذاری تغيار تْتزی ًغثت تِ الگَریتن  تٌاتزایي، ایي الگَریتن

ّای دیگز را تزای  ؽذُ در پضٍّؼ ّای ارایِ ی پيؾٌْادی ٍ تزخي رٍػّا  تيؾيٌِ رٍػخغای  8خذٍل 

[، 5ّای تزًؾتایي ] ای ّای هَرد همایغِ ػثارتٌذ اس: تمزیة كغزی تا اعتفادُ اس چٌذخولِ دّذ. رٍػ  همایغِ ارایِ هي

هکاًي تز اعاط  [، ّن18[ ٍ ]17تثذیل هؼادلِ دیفزاًغيل تِ هؼادلِ اًتگزال ٍ حل تمزیثي آى تَعظ تغظ تيلَر ]

اهذى -اس ردُ هؼادلات ًاهٌفزد ليي 6[ )هغالِ آسهَى 19اهذى ]-اعپلایي هکؼثي تزای حل هؼادلات ًاهٌفزد ليي تي

xّا ًاهٌفزد تَدى هؼادلِ در  اعت كِ هؾکل افلي آى 0 هکاًي تز اعاط تَاتغ چثيؾف كغزی  تاؽذ(، ّن  هي

را عَری  m[. تزای همایغِ، ها23] 2گالزكيي-[ ٍ رٍػ عيٌک22] 1عپتيک  [ ، اعتفادُ اس اعپلایي21][ ٍ 20]

ّای هَرد همایغِ در  اًتخاب كزدین كِ تا درخِ تمزیة در رٍػ هَرد همایغِ هتٌاعة تاؽذ. هٌثغ ّز یک اس رٍػ

 ارایِ ؽذُ اعت. 8خذٍل 
 ّای دیگز. ّای پيؾٌْادی تا رٍػ همایغِ ًتایح حافل رٍػ .۸جدول 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

15mپيؾٌْادی تا   اس عِ رٍػ دعت آهذُ ًتایح تِ)هغالِ عخت كاًت(،  12هغالِ ؽوارُ  تزای   ٍ

,را تزای  [24]ّای صاكَتي ٍ لضاًذر  ای هکاًي هتؼاهذ تزاعاط چٌذخولِ ّای ّن رٍػ ,6 12400 10 10c  تَاى  هي

15mّای پيؾٌْادی تا  اس رٍػ ًتایح تِ دعت آهذُ، 13چٌيي تزای هغالِ ؽوارُ  هؾاّذُ كزد. ّن 9در خذٍل    ٍ

اسای همادیز  [ ت27ِهکاًي هَخک لضاًذر ] [ ٍ ّن26[، هداًة ّوَتَپي تْيٌِ ]25ّای اختلال ّوَتَپي ] رٍػ

 اًذ. ارایِ ؽذُ 10در خذٍل  cهختلف 

 
                                                           

1 Septic spline 
2 Sinc-Galerkin method 

PN m   PM1 PM2 PM3   maxE        هٌثغ  

1 42 9521/2 e-12 3477/2 e-12 7496/5 e-12 6080/3 e-08 [5]  

2 20 6366/1 e-09 6052/1 e-09 7520/2 e-09 7535/7 e-07 [18]  
3 7 7625/3 e-08 9411/1 e-08 3819/6 e-08 0000/2 e-03 [18]  

4 
8 

10 

1309/4 e-09 

6181/4 e-12 

3677/2 e-08 

6762/3 e-12 

2827/7 e-09 

9507/9 e-12 

2846/8 e-07 

0711/6 e-05 

[18]  

[17]  

5 10 7005/3 e-04 4127/3 e-04 3819/4 e-04 4714/6 e-04 [17]  

6 5 3307/3 e-16 4409/4 e-16 3322/1 e-15 9/3525 e-05 [19]  

7 10 7683/5 -08 3204/8 e-08 1655/4 e-08 4698/2 e-04 [17]  

8 
7 

12 

7094/1 e-04 

7380/8 e-08 

9391/4 e-04 

1266/1 e-07 

2445/4 e-04 

7350/9 e-08 

3099/1 e-02 

655/735 e-06 

[20]  

[21]  

9 16 7961/5 e-10 2332/8 e-10 2/8852 e-15 3/5566 e-08 [21]  

10 15 2031/7 e-13 8923/6 e-13 4785/7 e-13 6800/8 e-07 [22]  

11 15 1276/1 e-16 1511/5 e-17 0582/1 -16 0000/5 e-06 [23]  
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 .12رٍی هغالِ  [24هکاًي هتؼاهذ ] ّای ّن ْادی ٍ رٍػّای پيؾٌ همایغِ ًتایح رٍػ .۹جدول 

 [24]  
PM3 PM2 PM1 c 

 Legendre Jacobi  

 12-e10/9 12-e 20/1  16-e68/9 15-e11/1 15-e55/1 400 

 12-e 82/9 12-e 49/1  15-e13/1 15-e78/1 15-e00/2 6e+1 

 10-e69/9 12-e 49/1  15-e11/1 15-e33/1 15-e11/1 12e+1 

 
 .13ّای دیگز رٍی هغالِ  ّای پيؾٌْادی ٍ تزخي رٍػ همایغِ ًتایح رٍػ .1۱جدول 

 LWC [27] OHAM  [26] HPM  [25] PM3 PM2 PM1 c 

14-e6/4 10-e7/1 08-e6/8 15-e6/1 15-e4/2 15-e8/2 00+e1 

14-e3/4 06-e2/1 05-e4/3 15-e6/1 15-e6/2 15-e8/3 01+e1 

14-e0/3 06-e4/1 03-e2/9 15-e3/1 15-e1/3 15-e4/3 02+e1 

13-e0/1 06-e8/5 01-e0/1 15-e2/1 15-e3/1 15-e4/1 03+e1 

 

ّای پيؾٌْاد ؽذُ در ایي  دٌّذ كِ خغای تيؾيٌِ رٍػ ًؾاى هي 11ٍ  10، 9ّای  ًتایح ارایِ ؽذُ در خذٍل

چٌيي،  ّای هَرد همایغِ رٍی هغایل هتٌاظز اعت. ّن دعت آهذُ تَعظ رٍػ تز اس ًتایح تِ همالِ تغيار كَچک

هکاًي هتؼاهذ كِ تا تشرگ  ّایي هاًٌذ اختلال ّوَتَپي، هداًة ّوَتَپي تْيٌِ ٍ حتي رٍػ ّن تزخلاف رٍػ

ّای  كٌذ، در رٍػ  ارس درخِ عختي هؼادلِ( دلت خَاب كاّؼ پيذا هي )یا تِ عَر ّن cؽذى پاراهتز اختلال 

ّا را تزای حل ایي  یاتذ ٍ ایي، كارایي رٍػ عختي دلت خَاب كاّؼ ًوي پيؾٌْادی ها تا تشرگ ؽذى درخِ 

 دّذ.  دعتِ اس هغایل ًيش ًؾاى هي

 

 گیری نتیجه ۶

ّای تزًؾتایي تزای حل  ای هکاًي چٌذخولِ عاسی را تا اعتفادُ اس رٍػ ّن تْيٌِها عِ رٍػ هثتٌي تز  در ایي همالِ،

ؽذُ تِ ٍیضُ  ّای هحاعثِ سی ارایِ كزدین. خَابهؼادلات دیفزاًغيل خغي اس هزتثِ دلخَاُ تا ؽزایظ اٍليِ یا هز

ياس تاؽذ، هٌاعة ّا دلت ٍ عزػت تالای ارسیاتي هَرد ً ٌّگاهي كِ خَاب تزای تزخي هحاعثات دیگز كِ در آى

 كٌذ.   اعت. ایي ّشیٌِ هحاعثاتي تيؾتز تزای هحاعثِ چٌيي خَاتي را كاهلا تَخيِ هي

ؽًَذ ٍ  هکاًي سیادی تِ ّن ًشدیک هي هکاًي، اغلة تا تشرگ ؽذى درخِ تمزیة ًماط ّن ّای ّن در رٍػ

لات ػذدی ٍ كاّؼ در ؽَد. ایي تاػث تزٍس هؾک هکاًي تذؽزط هي هاتزیظ ضزایة در دعتگاُ هؼادلات ّن

ّای  آیذ ٍ ًِ تٌْا تِ خَاب ّای پيؾٌْادی ها پذیذ ًوي ؽَد. چٌيي هؾکلي در رٍػ دلت خَاب تمزیثي هي

ّا پایذاری خَتي دارًذ. تِ هٌظَر تایيذ كارایي  رعٌذ، تلکِ تا تشرگ ؽذى درخِ تمزیة رٍػ تزی هي دليك

هکاًي اعتاًذارد ٍ ًتایح  تِ دعت آهذُ تا ًتایح رٍػ ّن ّا هغایل آسهَى گًَاگَى در ًظز گزفتِ ؽذ. ًتایح رٍػ

ّای تزًؾتایي، تثذیل هؼادلِ دیفزاًغيل تِ هؼادلِ  ای تمزیة كغزی تا اعتفادُ اس چٌذخولِّای  گشارػ ؽذُ اس رٍػ

هکاًي تَاتغ چثيؾف كغزی،  اعپلایي هکؼثي، ّن هکاًي تي اًتگزال ٍ حل تمزیثي آى تَعظ تغظ تيلَر، ّن
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هکاًي هَخک لضاًذر  اختلال ّوَتَپي، هداًة ّوَتَپي تْيٌِ ٍ ّن گالزكيي،-عپتيک، رٍػ عيٌک  ياعپلای

ّای پيؾٌْادی دارای دلت تغيار خَب، كارایي ٍ پایذاری  . ًتایح ًؾاى دادًذ كِ رٍػهَرد همایغِ لزار گزفت

 تالایي ّغتٌذ. 
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