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 چکیده 

َ  هی   ٔذَ ٗیا وٝ یيخا آٖ اص ٚ اػت ؿذٜ ٌشفتٝ ٘ظش دس ایباصٜ يخٌ یوؼش یضیس بش٘أٝ ٔذَ ك،يتحم ٗیا دس ٜ  ٔ ذ  یا ب اص

ٝ  هی وٝ ٓيٞؼت ٞایيسٚؽ د٘باَ بٝ ِزا اػت ٝ يبٟ خ ٛا   ٔدٕٛػ   ٙ  ٝ ٝ  ٗی  ا دس. ٓی  آٚس دػ ت  ب   ٗي ي تؼ یب شا  سٚؽ دٚ ٔماِ 

 ُيتـ ى  ٔذَ شیص دٚ اص ٞاسٚؽ ٗیا وٝیًٛس بٝ ؿٛدئ ـٟٙاديپ ایباصٜ يخٌ یوؼش یضسیبش٘أٝ ٔذَ ٙٝيبٟ خٛا  ٔدٕٛػٝ

ٝ  دٞٙذئ ُيتـى ٝي٘اح هی ٔذَ شیص دٚ ٗیا حُ اص آٔذٜ دػت بٝ ٞایخٛا . ا٘ذؿذٜ ٝ  سا آٖ و  ٖ ب  ٝ  ػٙ ٛا  خ ٛا   ٔدٕٛػ 

ٜ  ٛدي  ل یٝ ي٘اح ٗتشیبضسي دس حاكُ خٛا  اٌش. ٓیشٌيئ ٘ظش دس ایباصٜ يخٌ یوؼش یضسیبش٘أٝ ٔذَ ٙٝيبٟ َ  ایب اص  ٔ ذ

ٗ  اَٚ، سٚؽ دس. ٙ ذ یٌٛ يؿ ذ٘  سا خٛا  وٙذ، كذق ایباصٜ يخٌ یوؼش یضیس بش٘أٝ ٝ  اػ ت  ٕٔى  ٝ يبٟ خ ٛا   ٔدٕٛػ   ٙ 

 هی   اص ك ٛست ٗ ی  ا دس ٘ىٙٙ ذ  ك ذق  ٝي٘اح ٗتشیبضسي ٞایتیٔحذٚد اص يبؼو دس آٖ ٘ماى اص يبؼو وٝ باؿذ ایٌٛ٘ٝ بٝ

ٝ یًٛس بٝ ٓيوٙ ئ اػتفادٜ ٙٝيبٟ خٛا  ٔدٕٛػٝ بٟبٛد یبشا ٗیٍضیخا سٚؽ ٜ  ب ا  و  ٖ  ٗیٍضیخ ا  سٚؽ اص اػ تفاد  بخ ؾ  بت ٛا

ٝ يبٟ خ ٛا   ٔدٕٛػٝ ٚ وشد حزف سا اَٚ سٚؽ ٙٝيبٟ خٛا  ٔدٕٛػٝ ي٘ـذ٘ ٝ  سا يؿ ذ٘  ایٙ   دْٚ، سٚؽ دس. دآٚس دػ ت  ب 

ٝ  ٚ ؿ ٛد ئ   اهافٝ  دْٚ ٔذَ شیص بٝ ياهاف تیٔحذٚد هی باؿذ يؿذ٘ ٙٝ،يبٟ خٛا  ٔدٕٛػٝ وٝٗیا ٗيتوٕ یبشا  ٔدٕٛػ 

 .ٓآٚسیئ دػت بٝ سا يؿذ٘ ایٙٝيبٟ خٛا 

 
 .ٙٝيبٟ خٛا  ٔدٕٛػٝ ت،يلٌؼ ػذْ بٛدٖ، يؿذ٘ ،ایباصٜ يخٌ یوؼش یضیس بش٘أٝ :کلوات کلیدی

 

 

 هقدهه  1

ٚیظٜ ٔذیشیت ٚ التلاد واسبشدٞای ٝٞای ا٘ؼا٘ي بٞای ٔختّف فؼاِيتسیضی خٌي دس صٔيٙٝبش٘أٝٔؼایُ باص یشاص د

ٞای وٝ دس دٞٝدس حاِي ]1،2[ٞای ٔتٙٛع ٚ واسآٔذی بشای حُ آٟ٘ا ٔؼشفي ؿذٜ اػت ٚ سٚؽفشاٚا٘ي داؿتٝ اػت 

سیضی تش بٛدٖ تحّيُ ٚ حُ بش٘أٝسیضی وؼشی چٙذاٖ ؿٙاختٝ ؿذٜ ٘بٛد. دس ٚالغ آػاٌٖزؿتٝ، واسبشدٞای بش٘أٝ

                                                           
 داس ٔىاتباتػٟذٜ*

 m_allahdadi@math.usb.ac.ir آدسع اِىتشٚ٘يىي:
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 یا باصٜ يخٌ یوؼش یضیس بش٘أٝ ٔذَ يؿذ٘ یٞا خٛا  ٗييتؼ بٟبٛد دس ذیخذ یىشدٞایسٚ ٝیاسا، ٕٞىاساٖٚ  آباد فیؿش پٛس یػالاس

32 

ا٘ذن كٛست ٌشفتٝ دس ایٗ صٔيٙٝ  سیضی وؼشی ٚ ٘ادیذٜ ٌشفتٗ واسٞایش٘أٝخٌي ٔٙدش بٝ ٟٔدٛس ٔا٘ذٖ ب

 ٔؼاِٝسٚ  ٞای خٌي ٌٙدا٘ذ اص ایٗخٟاٖ حميمي سا دس لاِب ٔؼایُتٛاٖ تٕاْ  ٕي٘خایي وٝ اص آٌٖشدیذ. 

ٔيلادی بٝ ؿذت ٔٛسد تٛخٝ ٔحمماٖ ٚالغ ٌشدیذ ٚ ٌٔاِؼات آوادٔيه   70ٚ   60 خٌي دس دٞٝ  سیضی وؼشی بش٘أٝ

ٚ  خٟاٖ حميمي ؿشٚع ؿذ٘ذ ٔؼایُٞای واسآٔذتش بشای حُ سیضی وؼشی با تٛخٝ بٝ ٘ياص بٝ ایداد ٔذَبش٘أٝ

 .]3-10[ ٌشدیذٜ اػت اسایٝٞای ٔتٙٛػي بشای حُ آٟ٘ا ٞا ٚ سٚؽواسبشد

سیضی وؼشی ٞای ٌٛ٘اٌٖٛ بش٘أٝك دس ػّٕيات، بشسػي ٚ حُ دػتٝػاصی ٚ تحميٞای خذیذ بٟيٙٝدس ؿاخٝ

ٞای ا٘ؼا٘ي اػٓ اص ٞای ٟٔٓ فؼاِيتػضایي پيذا وشدٜ اػت. اص ًشفي بالا بشدٖ ػٛددٞي یىي اص دغذغٝٝ إٞيت ب

ٌيشد ػّْٛ ا٘ؼا٘ي، التلاد، ... بٛدٜ اػت. دس بيـتش ٔٛالغ بٝ ٔحن ایٙىٝ ٔذَ سیاهي ػٛددٞي ٔٛسد تٛخٝ لشاس ٔي

ػٙٛاٖ ٕ٘ٛ٘ٝ دس باؿذ وٝ ٘ؼبت خشٚخي فؼاِيت بٝ ٚسٚدی آٖ اػت بٝ٘تيدٝ حاكُ، بٟيٙٝ وشدٖ یه وؼش ٔي

ٞای خاسخي/ وُ ٞای ٔٛخٛدی/ػشٔایٝ، ػشٔایٝ ٚالؼي/ػشٔایٝ لاصْ، ٚاْٞا، بٟيٙٝ ٕ٘ٛدٖ ٘ؼبتبؼياسی اص فؼاِيت

 آیٙذ.ؿٕاس ٔيٝٞا ٚ ... اص اٞذاف ٟٔٓ بٚاْ

ػاصی یه ٞذف ٘ؼبت بٝ ليٛد ٔختّف ٔٛسد ٘ياص وٙذ وٝ دس آٟ٘ا بٟيٙٝ ي بشخٛسد ٔئؼایّبا ا٘ؼاٖ سٚصا٘ٝ 

ًٛس ٝ ٞای بؼياس واسایي ابذاع ؿذٜ اػت. بٞای ٔختّف ٚ سٚؽباؿذ. ِزا بشای سػيذٖ بٝ ایٗ ٔٙظٛس، اٍِٛسیتٓٔي

، چاس٘ض ٚ  1962 اؿاسٜ وشد اص خّٕٝ دس ػاَ  ٔؼایٌُٛ٘ٝ  ٞا بشای حُ ایٗتشیٗ سٚؽ تٛاٖ بٝ ٟٔٓٔختلش ٔي

 ٔؼاِٝتٛاٖ یه خٌي ٚ اهافٝ وشدٖ یه ٔحذٚدیت خذیذ ٔياد٘ذ وٝ با یه تغييش ٚ ٔتغيش غيش٘ـاٖ د ]11[وٛپش

با اػتفادٜ اص سٚؽ  ]12[، دیٙىّباخ  1967 وٝ دس ػاَ سیضی وؼشی خٌي سا بٝ ٔذَ خٌي تمّيُ داد دس حاِيبش٘أٝ

وٝ ٘احيٝ ؿذ٘ي تغييش  سیضی خٌي تبذیُ وشد بذٖٚ ایٗبش٘أٝ ٔؼاِٝسیضی وؼشی خٌي سا بٝ بش٘أٝ ٔؼاِٝ ،پاسأتشی

 وٙذ.

چٙيٗ یىي اص یافتٝ بشای ٌٔاِؼٝ ػذْ لٌؼيت اػت ٚ ٞٓ ٞای تٛػؼٝٞای خاوؼتشی یىي اص سٚؽیٝ ػيؼتٓ٘ظش

ػٙٛاٖ  اػت. یه ػيؼتٓ خاوؼتشی بٝٞا با ػذْ لٌؼيت اًلاػات ٞای بشتش دس تدضیٝ ٚ تحّيُ دليك ػيؼتٓسٚؽ

لٌؼي باؿذ. اٌش اًلاػات ٚاهح ٔشبٛى بٝ یه ػيؼتٓ سا با لاػات غيشؿٛدوٝ ؿأُ اًیه ػيؼتٕي تؼشیف ٔي

ٞای ًبيؼي، ػفيذ یا سً٘ ػفيذ ٚ اًلاػات ٘اؿٙاختٝ با سً٘ ػياٜ ٘ـاٖ دادٜ ؿٛ٘ذ اًلاػات ٔشبٛى بٝ اوثش ػيؼتٓ

دٚ ٞؼتٙذ ٚ ایٗ بٝ ٔؼٙي خاوؼتشی اػت. چٙذیٗ ٘ٛع اػذاد خاوؼتشی ٚخٛد داسد ػياٜ ٘يؼتٙذ بّىٝ تشويبي اص ٞش 

 .]13[ای ٚ یا اػذاد خاوؼتشی فاصی اؿاسٜ وشدتٛاٖ بٝ اػذاد خاوؼتشی باصٜوٝ دس ٔياٖ آٟ٘ا ٔيًٛسی بٝ

سا بٝ  پظٚٞـٍشاٖ تٛخٝ خٛداص ٞا، بؼياسی سیضی وؼشی خٌي با ػذْ لٌؼيت دادٜبش٘أٝ ٔؼایُ٘ظش بٝ إٞيت 

 -α  با اػتفادٜ اص] 14[ا٘ذ. بش پایٝ دیذٌاٜ فاصی، ٚسٚٔا٘ي ٚ ػٛٔاتئؼٌٛف وشدٜ ٔؼایُبشسػي ٚ حُ ایٗ دػتٝ اص 

سیضی وؼشی بش٘أٝ ٔؼاِٝٞا، بشؽ بشای پاسأتشٞای فاصی ٔحذٚدیت   -rبشؽ بشای پاسأتشٞای فاصی تابغ ٞذف ٚ

آٔذٜ بشای ٔمذاس  دػت بٝٚ با اػتفادٜ اص حذٚد  ٔذَ تبذیُ وشد٘ذخٌي فاصی )با اػذاد فاصی ٔثّثي( سا بٝ دٚ صیش 

٘ـاٖ داد٘ذ وٝ ایٗ سٚؽ  ]15[بٟيٙٝ تابغ ٞذف، تابغ ػوٛیت ٔمذاس بٟيٙٝ سا ػاختٙذ. أا ابشاٞيٓ ٘ظاد ٚ ٕٞىاسا٘ؾ

لاح ٕ٘ٛد٘ذ ؿٛد. ِزا سٚؽ آٟ٘ا سا اكٞای بٟيٙٝ فاصی ٘أٙفي ٕ٘ي٘يض داسای ٘ٛاللي اػت ٚ ٕٞٛاسٜ ٔٙدش بٝ خٛا 

ای تؼٕيٓ داد٘ذ. ٕ٘ایذ ٚ ایٗ سٚؽ سا بشای اػذاد فاصی رٚص٘مٝٞای بٟيٙٝ فاصی ٘أٙفي سا تِٛيذ ٔيوٝ خٛا ًٛسیٝ ب
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بشؽ  -βبشؽ بشای پاسأتشٞای فاصی تٛابغ ٞذف ٚ  -αٔدذدا اص   ]16[دس سٚؽ ٔؼتمُ دیٍشی ٘ایان ٚ اٚخا 

ٔثّثي( )با اػذاد فاصی  سیضی چٙذ ٞذفٝ وؼشی خٌي فاصیبش٘أٝ ٔؼاِٝٞا، بشای بشای پاسأتشٞای فاصی ٔحذٚدیت

سیضی وؼشی خٌي فاصی سا بٝ دٚ صیش ٔذَ تبذیُ وشد٘ذ ٚ اص سٚؽ چاس٘ض بش٘أٝ ٔؼاِٝٚ ٞش ٞذف  اػتفادٜ وشد٘ذ

آٔذٜ اص سٚؽ  دػت بٝٞای ٞا اػتفادٜ وشد٘ذ ٚ بشاػاع بؼي تيّٛس حَٛ خٛا ػاصی صیش ٔذَ ٚ وٛپش بشای خٌي

سیضی چٙذ ٞذفٝ وؼشی خٌي فاصی سا بٝ دٚ بش٘أٝ ٔؼاِٝداس تٛا٘ؼتٙذ  چاس٘ض ٚ وٛپش ٚ اػتفادٜ اص سٚؽ ٔدٕٛع ٚصٖ

 آٚس٘ذ. دػت بٝٞای حميمي تبذیُ وٙٙذ ٚ حذٚد ٔمذاس بٟيٙٝ تابغ ٞذف سا صیش ٔذَ خٌي با دادٜ

ٛسد تٛخٝ ٔحمميٗ دس حٛصٜ تحميك دس ػّٕيات ٞای فاصی یىي اص ٔٛهٛػات ٔ سیضی دسخٝ دْٚ با دادٜ بش٘أٝ

وٝ  ًٛسی سیضی دسخٝ دْٚ فاصی پيـٟٙاد وشد٘ذ بٝ بش٘أٝ ٔؼایُسٚؿي بشای حُ   ]17[اػت. ٘اكشی ٚ ٕٞىاسا٘ؾ 

دسخٝ دْٚ  ٔؼایُسیضی دسخٝ دْٚ فاصی سا بٝ  بش٘أٝ ٔؼاِٝواسٌيشی ٔفاٞيٓ فاصی،  ػاصی تابغ ٞذف با بٝ بشای بٟيٙٝ

ٞای بالا ٚ پایيٗ تابغ  تشتيب وشاٖ باؿٙذ ٚ بٝ ٔتذاِٚي تبذیُ ٕ٘ٛد٘ذ وٝ با اػتفادٜ اٍِٛسیتٓ ٔتذاَٚ لابُ حُ ٔي

 دٞذ. ٘تيدٝ ٔي αٞذف فاصی سا دس ٞش ػٌح 

ٞا وٝ دس ایٗ ٔماِٝ بٝ حُ سیضی وؼشی با ػذْ لٌؼيت دادٜٞای بش٘أٝٞای فٛق، یىي اص دػتٝخض سٚؽٝ ب

 اسایٝ ٔؼایُبشای حُ ایٗ  ٞای ا٘ذويػت وٝ سٚؽا 1ایسیضی وؼشی خٌي باصٜ ٛاٞيٓ پشداخت، بش٘أٝخ ٞا آٖ

یه   ]18[آٚس٘ذ. اص خّٕٝ ِذیه  دػت بٝا٘ذ حذٚد ٔمذاس بٟيٙٝ تابغ ٞذف سا ٝ تٟٙا تٛا٘ؼتٝوًٛسیٝ ب ؿذٜ اػت

وٝ بشای ٔحاػبٝ ٞش وشاٖ ًٛسیٝ وشد ب اسایٝیافتٝ  تؼٕيٓ  ILFP سٚؽ بشای ٔحاػبٝ حذٚد ٔمذاس بٟيٙٝ تابغ ٞذف 

با  ]19[یافتٝ حُ ؿٛد. بشصا ٚ ٕٞىاسا٘ؾ سیضی وؼشی خٌي حميمي ٔمذاس تؼٕيٓبش٘أٝ ٔؼاِٝبایذ یىي اص دٚ 

سیضی وؼشی خٌي با هشایب تابغ ٞذف بش٘أٝ ٔؼاِٝاػتفادٜ اص تشويب ٔحذ ، بٟتشیٗ ٔمذاس بٟيٙٝ تابغ ٞذف 

ػاصی لٛی، بؼوي اص لوایای دٌٚاٖ سا  با اػتفادٜ اص بٟيٙٝ ]20[ياوٛٔاس ٚ ٕٞىاسا٘ؾآٚسد٘ذ. خ دػت بٝای سا باصٜ

ػاصی لٛی، دٌٚاٖ لٛی سا بشای حُ  با اػتفادٜ اص بٟيٙٝ ]21[تٛػؼٝ داد٘ذ. ػاٖ ٚ چایILFP  بشای ٔيٕٙاوغ 

 ILFP سٚؿي بشای تؼييٗ حذٚد ٔمذاس ٚالؼي تابغ ٞذف  ]22[ واس بشد٘ذ. ٔلٌفایي ٚ ِذیهٝ ب  ILFP پيـٟٙاد

 ]23[ػالاسی ٚ ٕٞىاسا٘ؾ  وٝ بؼوي اص هشایب كٛست ٚ ٔخشج وؼش ٚابؼتٍي خاف داس٘ذ.داد٘ذ دس حاِي

ٔؼشفي وشد٘ذ. دس ایٗ سٚؽ ابتذا ٔذَ  ILFPبشای اِٚيٗ باس سٚؿي بشای ٔحاػبٝ حذٚد ٔمذاس بٟيٙٝ تابغ ٞذف ٔذَ 

ILFP ٝخٌي ٞؼتٙذ ٚ با حُ اِٚيٗ صیش ذف ٞش دٚ صیش ٔذَ غيشوٝ تٛابغ ًٞٛسی سا بٝ دٚ صیش ٔذَ تبذیُ وشد٘ذ ب

آٚسد٘ذ ٚ با حُ دٚٔيٗ صیش ٔذَ،  ٔي دػت بٝتشیٗ ٘احيٝ ؿذ٘ي سا  ضسئذَ، بٟتشیٗ ٔمذاس بٟيٙٝ تابغ ٞذف سٚی ب

 آٚسد٘ذ.  ٔي دػت بٝتشیٗ ٘احيٝ ؿذ٘ي سا بذتشیٗ ٔمذاس بٟيٙٝ تابغ ٞذف سٚی وٛچه

ٚ بٟيٙٝ اػت  تشیٗ ٘احيٝ كذق وٙذٞای بضسيآٔذٜ ؿذ٘ي اػت اٌش دس ٕٞٝ ٔحذٚدیت دػت بٝیه ٘مٌٝ 

خٛا  ٔدٕٛػٝ آٚسدٖ  دػت بٝدٚ سٚؽ خذیذ بشای  دس ایٗ ٔماِٝ، اٌش خٛا  حذالُ یه ٔذَ ٔـخق باؿذ.

 اػت.٘ي ؿذ وٝ خٛا  حاكُ اص ٞش دٚ سٚؽًٛسیٝ ٙيٓ بو با ٔحذٚدیت ٘أؼاٚی پيـٟٙاد ٔيILFP   بٟيٙٝ ؿذ٘ي

                                                           
1
ILFP 
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سا ؿذٜ دس ایٗ ٔماِٝ  اسایٝٞای سٚؽ ٞایي ٔـابٝ با ٔحذٚدیتٔحذٚدیت ]24[ ٚ ٕٞىاسا٘ؾلاصْ بٝ روش اػت طٚ 

 ایٓ.وشدٜ اسایٝأا ٔا دس ایٗ ٔماِٝ، اثباتي وألا ٔتفاٚت سا  ا٘ذواس بشدٜٝ ای بسیضی خٌي باصٜ بش٘أٝ ٔؼاِٝبشای 

ٚ   ]25[ؿذٜ تٛػي ٔٛس  اسایٝای ٔؼشفي ؿذٜ اػت اص خّٕٝ سٚؽ ٞای ٔتؼذدی بشای ٔمایؼٝ اػذاد باصٜسٚؽ

ٔشاخؼٝ وٙيذ. أا  ]27[تٛا٘يذ بٝ . بشای تٛهيحات بيـتش ٔي]26[ ؿذٜ تٛػي ایـيبٛچي ٚ تا٘اوا اسایٝٞای یا سٚؽ

 سایٝاٞای ٞای پيـٟٙادی با ٞيچ یه اص ایٗ سٚؽآٔذٜ اص سٚؽ دػت بٝای ٞای باصٜدس ایٗ ٔماِٝ ٔمایؼٝ خٛا 

آٚسدٖ ٔدٕٛػٝ خٛا   دػت بٝٞذف ِزا دس ایٗ ٔماِٝ  ؛ؿذٜ تٛػي ٔٛس ٚ ایـيبٛخي ٚ تا٘اوا ٌٔابمت ٘ذاسد

 وٙيٓ. ای اػت وٝ وألا ؿذ٘ي باؿذ ٚ ٔدٕٛػٝ خٛا  بٟيٙٝ سا اص ٘ظش ؿذ٘ي بٛدٖ ٔمایؼٝ ٔي بٟيٙٝ

ا٘ذ. ای ٚ لوایا ٔؼشفي ؿذٜپایٝ ، بؼوي اص تؼاسیف2كٛست صیش تٙظيٓ ؿذٜ اػت: دس بخؾ ایٗ ٔماِٝ بٝ ادأٝ

، دٚ ٔثاَ ػذدی 4كٛست ٔختلش ؿشح دادٜ ؿذٜ اػت. دس بخؾ ، سٚؽ ػالاسی ٚ ٕٞىاسا٘ؾ ب3ٝدس بخؾ 

ا٘ذ.  دس بخؾ پایا٘ي،  ٘تایح آٚسدٜ ؿذٜ دس ایٗ ٔماِٝ با یىذیٍش ٔمایؼٝ ؿذٜ اسایٝٞای آٚسدٜ ؿذٜ اػت ٚ سٚؽ

 ؿذٜ اػت.

 

 نوادها و تعاریف  2

 پشداصیٓ.ٌيشد ٔيلؼٕت بٝ ٔؼشفي بشخي اص لوایا ٚ تؼاسیف ٟٔٓ وٝ دس ایٗ ٔماِٝ ٔٛسد اػتفادٜ لشاس ٔي دس ایٗ

آٖ )وشاٖ بالا ٚ پایيٗ( وٝ حذٚد ًٛسیٝ ای، یه دادٜ با ػذْ لٌؼيت اػت بػذد باصٜیه  [17]1تعریف 

 كٛستٝا٘ذ ٚ بٔـخق ؿذٜ
xٝوًٛسیٝ بؿٛد ٕ٘ایؾ دادٜ ٔي  

x x ٜٚای ػذد باصx
 ٌشتباٞيذٜ اػت ا

 
x x ٚ


x شاػت اٌش ٚ تٟٙا اٌ  )ٔٙفي( ٔثبت( )x x

 
 0 0.

ٞای آٖ ٘أـخق اػت أا ٔشصٞایؾ )وشاٖ ِٔٛفٝ ٔمذاس ای، ٔاتشیؼي اػت وٜٝیه ٔاتشیغ باص [17]  2تعریف 

±كٛستٝاػت ٚ ب ٔؼّْٛبالا ٚ پایيٗ(  - += , 
 

A A A وًٝٛسیٝ ؿٛد بٕ٘ایؾ دادٜ ٔي 

   ,- - + + m×n= a = a
ij ij

A A ٚ - +a a
ij ij
 بشای ٞش i, j  .ٔمادیش +

A،-
A ٝتشتيب وشاٖ بالا ٚ پایيٗ باصٜ  سا ب 

±
Aوٝ ًٛسیٝ ای اػت ب ، بشداس باصٜ ای یه حاِت خاف اص ٔاتشیغ باصٜ ٘أيٓ.  ٔي   - - + + n= b , = b

i i
b b  ٚ

- +b b
i i
 بشای ٞش i .ٜكٛستای حميمي ٔمذاس سا بٝ بشداس باص ± - += , 

 
b b b وٝ ًٛسیٝ وٙيٓ ب تؼشیف ٔي

 |± m=    b b b b b.

 ای ٔشوض ٚ ؿؼاع بشداس باصٜ [17]3تعریف 


bٝؿٛ٘ذ:كٛست صیش تؼشیف ٔيب  

n j

c c c t c
n j j j

t
b b b b j j

b (b , ,b ) ; b (b b ), j , ,n,

( , , ) ; (b b ), j , ,n.

 

 

   

       
1

1
1
2
1
2

1

1
 

اییه ػذد باصٜ بشای[ 28] 4تعریف 
x،ؿٛ٘ذ:كٛست صیش تؼشیف ٔيٝای بابغ ػلأت ٚ ٔمذاس لذس ٌّٔك باصٜت

if x x if x x if x
sign (x ) , | x | , | x | .

if x x if x x if x

1 0 0 0

1 0 0 0

 
    

  

    

  
  

     

    
  
    

 

 بٙذی وشد:كٛست صیش فشَٔٛٝتٛاٖ بای سا ٔيبش٘أٝ سیضی وؼشی خٌي باصٜ ذَٔ    
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. . , ( )

,

1

0

  


  

  












t

tMax z

s t





C x

D x

A x b

x

 

وًٝٛسیٝ ب
C و


Dٜایدٚ بشداس باصn1 ٝٞایبا ِٔٛف

j
c ٚ

j
d بشای, , 1j nٞؼتٙذ،

ٚ   دٚ ػذد

ای ٞؼتٙذ،باصٜ
bٜاییه بشداس باص m 1 ٞایبا ِٔٛفٝ 

i
b
بشای, ,i m  اػت ٚ 1

Aایباصٜ یه ٔاتشیغ

m n ٝكٛستٝای بٞای باصٜبا ِٔٛف 
ij

a
بشای , , , , ,i m j n 1 اػت.1

 ؿٛد:كٛست صیش تؼشیف ٔي(، ب1ٝی )ٔذَ ٔـخلٝ     

. . , ( )

,

2

0










t

tMax z

s t





C x

D x

A x b

x



Cوٝ ًٛسیٝ ب C ،
D D، 

،  
  ،b bٚ A A.

A ای٘أؼادِٝ باصٜ [29] 1قضیه  x bs
    ٘أؼادِٝلٛی اػت  اٌش ٚ تٟٙا اٌش  ؿذ٘ي  A x b  .ؿذ٘ي باؿذ 

xای بشحؼب( یه چٙذ خ1ّٕٝوٝ ٔخشج وؼش ٔذَ ) ٘ظش بٝ ایٗ        ٜای  ای اػت ٚ تؼييٗ ٘احيٝبا هشایب باص

اػت. بشای خٌّٛيشی ٚ ٕٔا٘ؼت اص كفش ؿذٖ ٔخشج      باؿذ دؿٛاس  ، ٔٙفي ٚ یا كفش  وٝ ػلأت ٔخشج وؼش ٔثبت

x( بشای ٞش خٛا  ؿذ٘ي 1وٙيٓ وٝ دس ٔذَ )وؼش فشم ٔي ،+ β  D x .ٔثبت باؿذ 

 ؿٛد.ٕ٘ي ٔؼاِٝدٞذ ایٗ فشم باػث اص دػت دادٖ وّيت ِٓ صیش ٘ـاٖ ٔي     

+خٛا  ؿذ٘ي  بشای ٞش  1لن  β 0, xs
   D x  اٌش ٚ تٟٙا بشای ٞشx  تشیٗ ٘احيٝ ؿذ٘يبضسيدس ،

+ β 0  D x . 

+فشم وٙيذ بشای ٞش خٛا  ؿذ٘ي  اثبات. β 0, xs
   D xاص خّٕٝ  بشای,β D  ٚx .ٗكٛست  دس ای

+بشای ٞش خٛا  ؿذ٘ي  β 0,    D x x . 

+،بضسي تشیٗ ٘احيٝ ؿذ٘ي دس xبشػىغ، فشم وٙيذ بشای ٞش       β 0  D x:ٓاص ًشفي ٔا داسی . 

0+ β D + β  D x x                                           . 

+,0كٛست بشای ٞش دس ایٗ      β D x xی ٞش خٛا  ؿذ٘ي . بٙابشایٗ بشا+ β 0, xs
   D x         .□ 

ای ٔخشج وؼش ٞٓ ، فشم وٙيٓ تٕاْ هشایب باصٜ وؼش تٛاٖ بشای خٌّٛيشی اص كفش ؿذٖ ٔخشجچٙيٗ ٔيٞٓ      

 ػلأت باؿٙذ ِزا

0βسا ٔثبت دس ٘ظش بٍيشیٓ) ایتٕاْ هشایب باصٜ( اٌش 1  D داسیٓ  1 كٛست ًبك ِٓدس ایٗ ( ,0

+ β 0s
   D x . 

0β) ای سا ٔٙفي دس ٘ظش بٍيشیٓ( اٌش تٕاْ هشایب باص2ٜ  D  ٔؼاٌِٝيشیٓ ٚ اص ػلأت ٔٙفي فاوتٛس ٔي (، ,0

+داسیٓ  1ؿٛد ٚ ِزا ًبك ِٓ تبذیُ ٔيILFP ػاصی ٔيٙيٕٓ ٔؼاِٝبٝ ILFPػاصی  ٔاوؼيٕٓ β 0s
   D x . 
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+، بشای ٞش خٛا  ؿذ٘ي  2ٚ  1بٙابشایٗ با تٛخٝ بٝ ٔٛاسد        β 0, xs
   D x  اٌش ٚ تٟٙا اٌش بشا ی ٞش

+خٛا  ؿذ٘ي  β 0,    D x x. 

 كٛست صیش ٞؼتٙذ:ٝتشتيب بتشیٗ ٘احيٝ ؿذ٘ي  بٝوٛچهتشیٗ ٚ بضسي(، 1ٔذَ ) دس [30] 2قضیه 

, , , .,
n n

j j
ij j i ij j i

a x b a x b i m
 

   
  

1 1
1 

ؿذٜ  اسایٝٞای بؼتٝ وٝ ٘أثبت یا ٘أٙفي باؿٙذ ٞای پيـٟٙادی بشای باصٜسٚؽ،  لاصْ بٝ روش اػت دس ایٗ ٔماِٝ

ٞؼتٙذ ٚ سفتاس ثابتي ٘ذاس٘ذ ٖ ٔٙفي باؿٙذ داسای ٘ٛػاٖ آٖ ٔثبت ٚ بخـي اص آٞایي وٝ بخـي اص اػت ٚ چٖٛ باصٜ

بایذ ٘اتٟي باؿذ. بشای ٌٔاِؼٝ لٛا٘يٗ  تشیٗ ٘احيٝ ؿذ٘يبضسي چٙيٗٚ ٞٓ ٓوٙيٞا اػتفادٜ ٕ٘يٌٛ٘ٝ باصِٜزا اص ایٗ

 وٙيذ. ٔشاخؼٝ  [31] آِفّذ ٚ ٞشصبشٌشتٛا٘يذ بٝ ای ٔيحؼا  باصٜ
 

 ILFPهرور یک روش برای حل  3

 ILFPبشای اِٚيٗ باس سٚؿي بشای ٔحاػبٝ حذٚد ٔمذاس بٟيٙٝ تابغ ٞذف ٔذَ  2020دس  [23] ػالاسی ٚ ٕٞىاسا٘ؾ

وٝ تٛابغ ٞذف ٞش دٚ صیش ًٛسی بٝ دٚ صیش ٔذَ تبذیُ وشد٘ذ بٝسا   ILFPٔؼشفي وشد٘ذ. دس ایٗ سٚؽ ابتذا ٔذَ 

ٗ ٘احيٝ ؿذ٘ي سا تشی ٗ ٔمذاس بٟيٙٝ تابغ ٞذف سٚی بضسيخٌي ٞؼتٙذ ٚ با حُ اِٚيٗ صیش ٔذَ، بٟتشیٔذَ غيش

تشیٗ ٘احيٝ ؿذ٘ي سا ٗ ٔمذاس بٟيٙٝ تابغ ٞذف سٚی وٛچهٚسد٘ذ ٚ با حُ دٚٔيٗ صیش ٔذَ، بذتشیآ ٔي دػت بٝ

 ٚسد٘ذ. آ ٔي دػت بٝ

} فشم وٙيذ 3 قضیه : }1 0
 jB j c   ٚ{ : }2 0

 jB j c( َبا 1. بٟتشیٗ ٚ بذتشیٗ حذٚد ٔمذاس بٟيٙٝ ٔذ )

 یذ:آٔي دػت بٝحُ دٚ صیش ٔذَ صیش 

   

   

. . , , ,
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1 1
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0 1
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d x d x

Max z
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d x d x
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x j

c j B
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if sign sign

if sign sign
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Max z
c xc x

d x d x

s t a x b i m

x j

c j B
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if sign sign

if sign sign



 



 





, , .n

 دػت بٝ ILFPچٙيٗ ٔدٕٛػٝ خٛا  بٟيٙٝ ٔذَ (، حذٚد ٔمذاس بٟيٙٝ تابغ ٞذف ٚ 4ٓٞ( ٚ )3با حُ دٚ صیش ٔذَ )

 آیذ. ئ

 

 ILFPهای ضدنی هدل رویکرد جدید در تعیین جواب 4

ٗ ٘احيٝ ٚ بٟتشیٗ تشیوٝ یىي اص آٟ٘ا سٚی بضسيًٛسیٝ وٙيٓ ب، دٚ صیش ٔذَ ٔؼشفي ٔي ILFP بشای تؼييٗ خٛا   

. بٙابشایٗ ٔمذاس وٙذسا تؼييٗ ٔي ٔمذاس تابغ ٞذفتشیٗ ٘احيٝ ٚ بذتشیٗ ٚ دیٍشی سٚی وٛچه ٔمذاس تابغ ٞذف

ٚ طٚ كٛست یه باصٜ خٛاٞذ بٛد. ٝای بػاصی باصٜ ٔذٜ اص یه ٔذَ ٔاوضیٕٓآ دػت بٝتابغ ٞذف ٚ خٛا  

سیضی  بش٘أٝ ٔؼاِٝسا بشای ؿذٜ دس ایٗ ٔماِٝ  اسایٝٞای سٚؽ ٞایي ٔـابٝ با ٔحذٚدیتٔحذٚدیت[ 24]ٕٞىاسا٘ؾ 

آٚسد٘ذ أا دس ایٗ  دػت بٝ ایباصٜخٌي  سیضی بش٘أٝ ٔؼاِٝٚ ٘احيٝ خٛابي ؿذ٘ي سا بشای  ا٘ذواس بشدٜٝ ای بباصٜخٌي 

وٝ دس ٞش دٚ ًٛسی بٝ ؿٛد. دس ادأٝ، دٚ سٚؽ پيـٟٙاد ٔيؿذٜ اػت اسایٝاتي وألا ٔتفاٚت بشای لوایا ٔماِٝ، اثب

 .ؿٛد آٚسدٜ ٔي دػت بٝسٚؽ، ٔدٕٛػٝ خٛا  بٟيٙٝ ؿذ٘ي 

 

روش اول 4-1

تشیٗ آٟ٘ا سٚی بضسي اص وٝ یىي دٞيٓٔي پيـٟٙاد ؛اػت ٔذَ صیش دٚ ؿأُ وٝ سا اَٚ سٚؽ ،بخؾصیش ایٗ دس

ی بشا.اػتٔمذاس تابغ ٞذف  تشیٗ ٘احيٝ ٚ بذتشیٗوٛچه ٘احيٝ ٚ بٟتشیٗ ٔمذاس تابغ ٞذف ٚ دیٍشی سٚی

 صیش سا داسیٓ. یٝٞای ٔتٙاظش با دٚ صیش ٔذَ، لويآٚسدٖ تابغ ٞذف ٚ ٔحذٚدیت دػت بٝ

}فشم وٙيذ[32] 4قضیه  : }1 0
 jB j c،{ : }2 0

 jB j c0و
 با ٔتغيش تلٕيٓ  ILFPبشای ٔذَ.

 ؿٛ٘ذ:كٛست صیش تؼشیف ٔيٝب سٚؽ اَٚ٘أٙفي، دٚ صیش ٔذَ 

 صیش ٔذَ اَٚ:
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Max z
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s t a sign a x a sign a x b i m

x for j B
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opt
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j jj j
j B

j j j j j j j j
j B j B j B j B

ij ij j ij ij j i
j B j B

j j

j j

c xc x

Max z
d x d x d x d x

s t a sign a x a sign a x b i m

x x for j B

x x for j



 

.2B

 

 وًٝٛسیٝ ب
'

,

,

j

j

j

x j B
x

x j B















1

2
  ٚ''

,

,

j

j

j

x j B
x

x j B















1

2
. 

اٌش      
optj

x


ٚ
optj

x


jبشای ٞش B 1ٚj B  كٛستٝ بILFPٞای دٚ صیش ٔذَ باؿٙذ آٍ٘اٜ خٛا ٛا خ2

[ , ]

,

[ , ]

opt opt

opt optn n

x x

x x

 

 

 
 
 
 
 
 

1 1

.اػت
 



optكٛستٝآٔذٜ اص ایٗ سٚؽ ب دػت بٝخٛا  ٔدٕٛػٝ       


x آٔذٜ دس  دػت بٝخٛا  ٔدٕٛػٝ اػت. اٌش

آٔذٜ ٘ـذ٘ي خٛاٞذ  دػت بٝخٛا  ٔدٕٛػٝ كٛست ایٗلشاس ٍ٘يشد دس  (1)ای ٔذَ ی ليٛد باصٜ٘احيٝتشیٗ بضسي

ؿٛد واس ٌشفتٝ ٔيٝ ٞای ٘ـذ٘ي بوٙٙذٜ بشای فوای خٛا  خٟت حزف خٛا اص یه فشآیٙذ ٔحذٚدِزا  ؛بٛد

وٝ بٝ ایٗ ػُٕ ا٘مبام فوای خٛا  ٌٛیٙذ. دس ایٗ حاِت، اص سٚؿي خایٍضیٗ خٟت پيذا وشدٖ ٘شخ ًٛسیٝ ب

ٔتغيش سا وٝ ٞش ًٛسیٝ ؿٛد بٔي اػتفادٜٞذف بٝ حذاوثش سػا٘ذٖ فوای خٛا  ؿذ٘ي ا٘مبام بشای ٕٞٝ ٔتغيشٞا با 

 وٙذ.با ٘شخ ٔتفاٚت ٔٙمبن ٔي

optخٛا ٔدٕٛػٝ       


x دػت بٝخٛا  ٔدٕٛػٝ وٝ بخـي اص ًٛسیٝ سا دس ٘ظش بٍيشیذ باَٚ حاكُ اص سٚؽ 

opt ایشوض بشداس باصٜؿؼاع ٚ ٔ .آٔذٜ ٘ـذ٘ي اػت


x  آٚسیٓ. ٘شخ ا٘مبام سا بأي دػت بٝساq
j

 بشای

, , , , ,j l l n 1 optوٝ دس ٔياٖ خٛا ًٛسیٝ دٞيٓ ب٘ـاٖ ٔي1


x،lذاد تای اَٚ اص ٔتغيش تلٕيٓ اػ

nبشایای ٞؼتٙذ ٚ  باصٜ l0داسیٓ دیٍش تایq j.


qآٚسدٖ ٘شخ ا٘مبام دػت بٝاوٖٙٛ بشای 
j

,بشای ,j l لويٝ صیش سا داسیٓ: 1
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}فشم وٙيذ5قضیه : }1 0 ijA j aو{ : }2 0 ijA j a. خٛا  حاكُ اص سٚؽ خایٍضیٗ سا ٔدٕٛػٝ اٌش

با


yوًٝٛسیٝ ٕ٘ایؾ دٞيٓ ب[ , ]
j j

c c
x xj j j j j

y x q x q     ٗكٛست سٚؽ خایٍضیٗ دس ای

  كٛست صیش خٛاٞذ بٛد:ٝ ب

. . , , , , ( )

, , , .

1 2 1

1

1 7

0 1 1

   

  

 

     

  

  j j

n
c

x xij j ij j i ij j
j A j A j

j

Max q q
l

s t a q a q b a x i m

q for j n

 

وٝ فوای خٛا  ًٛسیٝ وشدٖ ٘شخ ا٘مبام ٞش ٔتغيش تلٕيٓ اػت بتابغ ٞذف سٚؽ خایٍضیٗ، ٔاوضیٕٓ  اثبات:

 ؿذ٘ي سا بٝ حذاوثش بشػا٘يٓ.

 ٞای سٚؽ خایٍضیٗ داسیٓ:اوٖٙٛ بشای ٔحذٚدیت      

optاٌش      


y  ٝ(1) ٔذَای ليٛد باصٜتشیٗ ٘احيٝ خٛا  حاكُ اص سٚؽ خایٍضیٗ باؿذ بایذ دس بضسئدٕٛػ 

كٛستكذق وٙذ دسایٗ
n

ij j i
j

a by 




1

كٛست صیش ٘ٛؿت:ٝتٛاٖ آٖ سا بوٝ ٔي 

.
ij j ij j i

j A j A

a a by y  

 

  
1 2



0تٛخٝ وٙيذ      
ija بشایj A 1 ٚ0 ijaبشایj A اػت وٝؿذ٘ي بٛدٖ، وافي بشای توٕيٗشایٗ بٙاب.2

, , , , ( )
ij j ij j i

j A j A

a y a y b i m    

 

   
1 2

1 8

وًٝٛسیٝ ب
 j

c
xj j j

y x q

   ٚ

j

c
xj j j

y x q

  بشای, ,j n1.

 وٙيٓ:سا باص٘ٛیؼي ٔي (8) اوٖٙٛ ٔؼادِٝ      

( ) ( )
j j

c c
x xij j ij j ij j j ij j j

j A j A j A j A

a y a y a x q a x q
     

   

         
1 2 1 2





,
j j

c c
x xij j ij j ij j ij j i

j A j A j A j A

a x a q a x a q b    

   

       
1 1 2 2



 كٛست دس ایٗ



.
j j

c c
x xij j ij j i ij j ij j

j A j A j A j A

a q a q a x a xb    


   

      
1 2 1 2



 داسیٓ: بٙابشایٗ      



.
j j

n
c

x xij j ij j i ij j
j A j A j

a q a q a xb   

  

     
1 2 1

 

                                                                                                                                 ∎ 

 كٛست صیش اػت:ٟٝ٘ایي ب ؿذ٘يخٛا  ٔدٕٛػٝ بٙابشایٗ دس سٚؽ خایٍضیٗ       

{ | [ , ]}, ( )
j j

c c
x xj j j j j j jopt opt opt

y y x q x q
  

     Y 9 

optٚ با خایٍزاسی


yَكٛست صیش خٛاٞذ بٛد: ٝتابغ ٞذف سٚؽ خایٍضیٗ ب ٔمذاس ، (6) ٚ( 5) دس تابغ ٞذف ٔذ 
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, ( )
j j

j B j B j B

j j j j
j B j B

c c
x xj j j j j j j j

j B
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c c
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j j B j j B

c c c c

z

d d d d d d

x q x q

x q q x q q
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j j

j B j B j B

j j j j
j B j B

c c
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j B

n n
c c
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z

d d d d d d

x q x q
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11


ٕٔىٗ اػت چٝ خٛا  ٟ٘ایي وألا ؿذ٘ي اػت ٌشٔدٕٛػٝ ٔضیت اكّي سٚؽ خایٍضیٗ ایٗ اػت وٝ       

خلٛف ٘ٛاحي خٛا  ٔشبٛى ٝذ بٛ٘یٙذ فـشدٜ وشدٖ فوای خٛا  حزف ؿآٞای ؿذ٘ي دس فشبؼياسی اص خٛا 

 تشیٗ ٘احيٝ ؿذ٘ي.بٝ وٛچه

ٔدٕٛػٝ وٝ ٔبٙای ٔحذٚد وشدٖ فوای خٛا  ٚ دس ٟ٘ایت تؼييٗ  اَٚ خٛا  سٚؽٔدٕٛػٝ اٌش ٘مٌٝ ٔشوضی       

 ٍ٘اٜ سٚؽ خایٍضیٗ ٘يض ٘ـذ٘ي خٛاٞذ بٛد.آخٛا  سٚؽ خایٍضیٗ اػت ٘ـذ٘ي باؿذ 

ٔذٜ وألا آ دػت بٝخٛا  ٔدٕٛػٝ وٝ ًٛسیٝ سا ٔؼشفي خٛاٞيٓ وشد ب یبخؾ بؼذی، ٔا سٚؽ دیٍشدس صیش      

 ؿذ٘ي خٛاٞذ بٛد.

 

 روش دوم  4-2

اَٚ ٔذَ  صیشوٝ داسای دٚ صیش ٔذَ اػت. ًٛسیٝ ب ٙيٓؤؼشفي ٔيILFPایٗ صیش بخؾ، سٚؿي بشای حُدس 

بشای  .ٌيشیٓ سا دس ٘ظش ٔي اَٚ سٚؽاَٚ اص  صیش ٔذَصیش ٔذَ دْٚ،  اػت. بشای اَٚ سٚؽدْٚ اص  صیش ٔذَٔـابٝ با 

ِزا  وٙيٓاهافٝ ٔيدْٚ سا بٝ صیش ٔذَ صیش اهافي  ، ٔحذٚدیتسٚؽ دْٚتوٕيٗ ؿذ٘ي بٛدٖ خٛا  حاكُ اص 

  آٔذٜ اص ایٗ سٚؽ وألا ؿذ٘ي اػت. دػت بٝخٛا  ٔدٕٛػٝ 

6قضیه  }فشم وٙيذ : , }1 1 0
  ijE j j B a،{ : , }2 1 0

  ijE j j B a، { : , }3 2 0
  ijE j j B a ٚ

{ : , }4 2 0
  ijE j j B a. ٖدْٚ ، ٔحذٚدیت صیش بٝ صیش ٔذَ حاكُخٛا  ٔدٕٛػٝ بشای توٕيٗ ؿذ٘ي بٛد

 ؿٛد:اهافٝ ٔي

( ),
opt optj j j j j j j j

j E j E j E j E

ba x a x a x a x    
        

   

     
1 2 3 4

12

)اػت وٝ( 1َ )ٞایي اص ٔذا٘ذیغ ٔحذٚدیتوًٝٛسیٝ ب ) ( ); ,j jsign a sign c j E E
 

  1 و3

( ) ( ); ,
j j

sign a sign c j E E
 

  2 4.

) كٛستٝب آٔذٜ دػت بٝوٙيٓ ٚ خٛا  سا حُ ٔياَٚ ابتذا صیش ٔذَ اثبات: ; , ; )
t

j j
x j B x j B
 

 1 سا 2

 داؿتٝ باؿيٓ (1)ٔذَ   اْ تآٚسیٓ. فشم وٙيذ بشای ٔحذٚدیٔي دػت بٝ

( ) ( ); ,j jsign a sign c j E E
 

  1 3ٚ( ) ( ); ,
j j

sign a sign c j E E
 

  2 4.

سا دس ٘ظش بٍيشیذ یؼٙيتشیٗ ٘احيٝ ؿذ٘ي اْ بضسئحذٚدیت      
n

j j
j

a x b
 




1

تٛاٖ آٖ سا وٝ ٔي

 كٛست صیش ٘ٛؿت:ٝ ب
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,
j j j j j j j j

j E j E j E j E

ba x a x a x a x    
    

   

     
1 2 3 4



;تٛخٝ وٙيذ بشای  ,1 40
 ja j E Eبشای ٚ; ,2 30

 ja j E Eاػتبٙابشایٗ وافي



∎.        

   

     opt optj j j j j j j j
j E j E j E j E

ba x a x a x a x    
1 2 3 4





 :خٛاٞٙذ بٛدكٛست صیش ٝب سٚؽ دْٚ بٙابشایٗ دٚ صیش ٔذَ      

:اَٚ صیش ٔذَ      
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j B j B

j

j

c xc x
x j B

Max z x
d x d x d x d x x j B

s t a sign a x a sign a x b i m

x for j B

x



 

, .20 for j B
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j B
j j j j

jj B
j

j j j j j j j j j
j B j B j B j B

ij ij j ij ij j i
j B j B

j j
j E

c x c x
x j B

Max z x
d x d x d x d x x j B

s t a sign a x a sign a x b i m

a x



 

,

, ,

, .

2 3 4

1

2

0

0

      

  

 

 

 

  

  

    

opt

opt

j j j j j jopt opt
j E j E j E

j j

j j

b

x x for j B

x x for j B

a x a x a x   



 

 های عددی و آنالیس نتایجهثال 5

بشیٓ ػپغ واس ٔيٝبILFPسا بشای ٔذَ ٞای پيـٟٙادیسٚؽ، ابتذا ؿذٜ اسایٝٞای بشای ٘ـاٖ دادٖ واسایي سٚؽ 

  .وٙيٓٔمایؼٝ ٔي با یىذیٍش آٔذٜ سا دػت بٝٞای ػذدی خٛا 

 صیش سا دس ٘ظش بٍيشیذILFPٔذ1َهثال 

[ , / ] [ , / ] [ / , / ]
,

[ / , / ] [ / , / ] [ / , / ]

. . [ , / ] [ / , / ] [ / , ], ( )

[ , ] [ , ] [ / , ],

, .

1 2

1 2

1 2

1 2

1 2

3 3 5 1 1 2 3 45 5 79

0 27 1 28 1 3 2 9 0 5 1 5

1 1 1 1 6 1 8 11 6 12 15

3 4 2 3 6 5 7

0

 


 

 

 

 

  


 

 

 



x x
Max z

x x

s t x x

x x

x x



 ٞای صیش سا خٛاٞيٓ داؿت:صیش ٔذَ، (15) بشای ٔذَ سٚؽ اَٚ با اػتفادٜ اص       

 :اَٚ صیش ٔذَ      
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/ /
,

/ / / / / /

. . / / ,

/ ,

, .

1 2

1 2 1 2

1 2

1 2

1 2

3 3 45 1 2

1 28 2 9 1 5 0 27 1 3 0 5

1 1 1 6 12

4 2 6 5

0

 


   

 

 

 

 
 

   

 

 



x x
Max z

x x x x

s t x x

x x

x x



ػباست اػت اصبٟيٙٝ  خٛا       
opt

x


1 4 ٚ/



opt

x2 4 0/ػت اصا ٔمذاس تابغ ٞذف ػباست 75ٚ 0225
 optz.

 :دْٚ صیش ٔذَ      

/ /
,

/ / / / / /

. . / / ,

,

,

.

1 2

1 2 1 2

1 2

1 2

1 1

2 2

3 5 5 79

0 27 1 3 0 5 1 28 2 9 1 5

1 8 11 6

3 3 7

0

0

 

   

 

 

 

 

 
 

   

 

 

 

 

opt

opt

x x
Max z

x x x x

s t x x

x x

x x

x x



/ػت اصا ػباستبٟيٙٝ خٛا        



opt

x1 5 6857ٚ/



opt

x2 3 2857 ػت اصا ٔمذاس تابغ ٞذف ػباست.

/optz


 3    ػت اصا ػباست اَٚ سٚؽحاكُ اص بٟيٙٝ خٛا  ٔدٕٛػٝ بٙابشایٗ .8940

[ / , / ]

[ / , / ]

4 0000 5 6857

3 2857 4 7500



 
 
 

optx ٚ[ / , / ]3 8940 0 0225
  optz  آٔذٜ دس ؿىُ دػت بٝبٟيٙٝ ٝ خٛا  ٔدٕٛػ.

ٕ٘ایؾ دادٜ ؿذٜ اػت. 1


 ( 15ٞای پيـٟٙادی بشای ٔذَ )ٔدٕٛػٝ خٛا  بٟيٙٝ حاكُ اص سٚؽ .1ضکل 
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n

ij j i
j

a bx 




1

آٔذٜ  دػت بٝتشیٗ ٘احيٝ ؿذ٘ي اػت ٚ بذیٗ ٔؼٙي اػت وٝ ٞش ٘مٌٝ دِخٛاٜ اص خٛا  بضسي

تٛػي ایٗ  وٝ بؼوي اص ٘ماى خٛا حاِي تشیٗ ٘احيٝ ؿذ٘ي لشاس ٌيشد، دس٘بایذ خاسج اص بضسي اَٚ تٛػي سٚؽ

 ؿذ٘ي ٘باؿذ. آٔذٜ ٕٔىٗ اػت  دػت بٝبٙابشایٗ خٛا   ؛تشیٗ ٘احيٝ ؿذ٘ي لشاس ٍ٘يش٘ذسٚؽ ٕٔىٗ اػت دس بضسي

 كٛست صیش اػت:ٝتشیٗ ٘احيٝ ؿذ٘ي بسا دس ٘ظش بٍيشیذ، بضسي (15) ٔذَ      

/ ,

/ .

 

 

 

 





x x

x x

1 2

1 2

1 6 12

4 2 6 5


) سا دس ٘ظش بٍيشیذ. بشای ٔثاَ ٘مٌٝ آٔذٜ دػت بٝیه ٘مٌٝ دِخٛاٜ اص خٛا         / , / )
t5 6857 4 دس اِٚيٗ 75

 وٙذ، یؼٙي،ٕ٘يتشیٗ ٘احيٝ ؿذ٘ي كذق ٔحذٚدیت بضسي

/
 

 
opt opt

x x1 21 6 12

)٘مٌٝ       / , / )
t5 6857 4 اص ٔدٕٛػٝ خٛا  بٟيٙٝ ػٙٛاٖ یه ٘مٌٝ ٝوٝ بحاِي دس یه ٘مٌٝ ؿذ٘ي ٘يؼت، 75

دس ٘ظش ٌشفتٝ ؿذٜ اػت. ٕٔىٗ اػت یه تؼذاد ٘أتٙاٞي اص ایٗ ٘ماى ٚخٛد داؿتٝ  اَٚ تٛػي سٚؽ آٔذٜ دػت بٝ

باؿٙذ وٝ دس ٔحذٚدیت /
 

 
opt opt

x x1 21 6 12 .كذق ٘ىٙٙذ 

 اػتفادٜ خٛاٞيٓ وشد. بٟيٙٝ خٛا  ٔدٕٛػٝ شایٗ اص سٚؽ خایٍضیٗ بشای اكلاح بٙاب      

ًبك سٚؽ خایٍضیٗ داسیٓ:      

. . / / / / / / ,

/ / / / / ,

, .

1

1 2

1 2

1 2

2
0 8429 1 6 0 7322 12 4 8429 1 6 4 0179

4 0 8429 2 0 7322 6 5 4 4 8429 2 4 0179

0 1



     

        

 

Max q q

s t q q

q q

q q



1/ػت اصا ٞای ٔذَ بالا ػباستخٛا        0 4321qٚ/2 0 3109q ٟ٘ایي بٟيٙٝ خٛا  ٔدٕٛػٝ بٙابشایٗ .

كٛست صیش اػتٝ ب
[ / , / ]

[ / , / ]

4 4787 5 2071

3 7903 4 2455



 
 
 

opty ػت اصا ػباست ٟ٘ایيٚ ٔمذاستابغ ٞذف   

[ / , / ]3 1244 0 1592
  optz. ٔیٍضیٗ وألا ؿذ٘ي اػت ٚ ایٗآٔذٜ اص سٚؽ خا دػت بٝبٟيٙٝ ٛا  ٕٛػٝ خد 

 ٘ـاٖ دادٜ ؿذٜ اػت.  1دس ؿىُ  ٔدٕٛػٝ خٛا  بٟيٙٝ

 ٔدٕٛػِٝزا ٘ذ ٚ ٛؿٔيحزف ٘يض ٞای ؿذ٘ي بشخي اص خٛا ٘اٌضیش دس فشآیٙذ فـشدٜ وشدٖ فوای خٛا        

كٛست حذٚد ٔمذاس تابغ ٞذف ٘يض واٞؾ پيذا وشدٜ دس ایٗیافتٝ اػت  ًٛس لابُ تٛخٟي واٞؾٝ ببٟيٙٝ خٛا  

 اػت.

z بشیٓ. ابتذا، ٔذَ ٔتٙاظش باواس ٔيٝب (15) سا بشای ٔذَ دْٚ اوٖٙٛ سٚؽ      
 ٙيٓ ٚ ػپغ صیشٔذَ وسا حُ ٔي

zٔتٙاظش با 
 بٙابشایٗ داسیٓ: ، وٙيٓسا حُ ٔي

 :اَٚ ٔذَ صیش      
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/ /
,

/ / / / / /

. . / / ,

,

, .

1 2

1 2 1 2

1 2

1 2

1 2

3 5 5 79

0 27 1 3 0 5 1 28 2 9 1 5

1 8 11 6

3 3 7

0


 

   

 

 

 

 
 

   

 

 



x x
Max z

x x x x

s t x x

x x

x x

 

/ػباست اػت اصبٟيٙٝ خٛا        



opt

x1 5 6857 /و



opt

x2 3 2858 ػت اصا ٔمذاس تابغ ٞذف ػباستو

/


 optz 3 8940.

 :دْٚ صیش ٔذَ

/ /
,

/ / / / / /

. . / / ,

/ ,

/ ,

,

.

1 2

1 2 1 2

1 2

1

2

1 1

2 2

3 3 45 1 2

1 28 2 9 1 5 0 7 1 3 0 5

1 1 1 6 12

4 2 6 52

1 6 121

0

0

 


   

 





 

 

 
 

   

 


 


 

 

 

opt

opt

opt

x x
Max z

x x x x

s t x x

x x

x x

x x

x x



/ػت اصا ػباستبٟيٙٝ خٛا        



opt

x1 3 5982 ٚ/



opt

x2 3 9464 ػت اصا ٔمذاس تابغ ٞذف ػباستو

/0 0943
 optz. ٗػت اصا ػباست دْٚ ٚؽسحاكُ اص بٟيٙٝ خٛا  ٔدٕٛػٝ بٙابشای[ / , / ]

[ / , / ]



 
 
 

optx
3 5982 5 6857
3 2857 3 9464 

ٚ[ / , / ]3 8940 0 0943
  optz.ٕٝ٘ایؾ دادٜ ؿذٜ اػت. 1 دس ؿىُبٟيٙٝ خٛا   ٔدٕٛػ 

تشیٗ ٘احيٝ ؿذ٘ي كذق ٞای بضسيدس ٕٞٝ ٔحذٚدیت دْٚ سٚؽ ٔذٜ تٛػيآ دػت بٟٝيٙٝ خٛا  بٔدٕٛػٝ       

  ٔذٜ اص ایٗ سٚؽ وألا ؿذ٘ي اػت.آ دػت بٝ بٟيٙٝ  خٛا ٔدٕٛػٝ بٙابشایٗ  ؛وٙذٔي

 ٞای صیش سا خٛاٞيٓ داؿت:صیش ٔذَ، (15) بشای ٔذَ  ػالاسی ٚ ٕٞىاسا٘ؾسٚؽ با اػتفادٜ اص        

 :اَٚ صیش ٔذَ      
//

,
/ / / / / /

. . / ,

/ ,

, .

1 23 3 451 2
1 28 2 9 1 5 0 27 1 3 0 51 12 2

1 6 121 2
4 2 6 51 2

01 2

 
 

   

 

 



xx
Max z

x x x x

s t x x

x x

x x



4/ػباست اػت اصبٟيٙٝ  خٛا        09521 x
opt

 ٚ/4 94052 x
opt

 ػت اصا ٔمذاس تابغ ٞذف ػباست.

/0 0084
 zopt.

 :دْٚ ٔذَصیش      
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/ /
,

/ / / / / /

. . / / / ,

/ ,

, .

3 5 5 791 2
0 27 1 3 0 5 1 28 2 9 1 51 12 2
1 1 1 8 11 61 2
3 3 7 21 2

01 2

 
 

   

 

 



xx
Max z

x x x x

s t x x

x x

x x



5/ػت اصا ػباستبٟيٙٝ خٛا         48971 x
opt

 ٚ/3 08972 x
opt

ػت اصا ٔمذاس تابغ ٞذف ػباستٚ

/3 9915
 optz.  ٗػت اصا ػباست اَٚ حاكُ اص سٚؽبٟيٙٝ خٛا  ٔدٕٛػٝ بٙابشای[ / , / ]

[ / , / ]

4 0952 5 4897

3 0897 4 9405

 
 
 

opt
x

ٚ[ / , / ]3 9915 0 0084
  optz.ٕ٘ایؾ دادٜ ؿذٜ اػت 1 دس ؿىُ ٟيٙٝٛا  بٔدٕٛػٝ خ. 

) سا دس ٘ظش بٍيشیذ. بشای ٔثاَ ٘مٌٝ آٔذٜ دػت بٝیه ٘مٌٝ دِخٛاٜ اص خٛا   / , / )5 4897 4 9405 t ٗدس اِٚي

/وٙذ، یؼٙيتشیٗ ٘احيٝ ؿذ٘ي كذق ٕ٘ئحذٚدیت بضسي
 

 x x
opt opt

1 6 121 2.

)٘مٌٝ       / , / )
t5 4897 4 اص ٔدٕٛػٝ خٛا  بٟيٙٝ ػٙٛاٖ یه ٘مٌٝ ٝوٝ بحاِي دس یه ٘مٌٝ ؿذ٘ي ٘يؼت، 9405

دس ٘ظش ٌشفتٝ ؿذٜ اػت. ٕٔىٗ اػت یه تؼذاد ٘أتٙاٞي اص ایٗ ٘ماى ٚخٛد داؿتٝ  اَٚ تٛػي سٚؽ آٔذٜ دػت بٝ

باؿٙذ وٝ دس ٔحذٚدیت /
 

 x x
opt opt

1 6 121 2  ٘ىٙٙذ.كذق  

 دػت بٝلاصْ بٝ روش اػت وٝ اٌش چٝ سٚؽ ػالاسی ٚ ٕٞىاسا٘ؾ بٟتشیٗ ٚ بذتشیٗ ٔمذاس بٟيٙٝ تابغ ٞذف سا       

آٚسد٘ذ أا بخـي اص ایٗ ٔدٕٛػٝ خٛا  بٟيٙٝ،  دػت بٝتشیٗ ٔدٕٛػٝ خٛا  بٟيٙٝ سا  چٙيٗ بضسي٘ذ ٚ ٞٓدآٚس

 دػت بٝای وألا ؿذ٘ي سا دس سٚؽ دْٚ ٚ سٚؽ خایٍضیٗ، ٔدٕٛػٝ خٛا  بٟيٙٝ دس كٛستي وٝ .٘ـذ٘ي اػت

 ایٓ. آٚسدٜ



صیش سا دس ٘ظش بٍيشیذILFPٔذ2َهثال 

[ / , / ] [ / , / ] [ , ] [ , / ]
,

[ / , / ] [ / , / ] [ , ] [ , ]

. . [ , ] [ / , ] [ / , ] [ / , ], ( )

[ , / ] [/ , / ] [ , / ] [ , ],

[ / , / ] [ / , ]

2 6 2 8 3 2 4 1 4 5 3 3 21 2 3
1 3 2 8 2 4 4 9 5 6 1 21 2 3

0 3 1 5 2 3 2 5 19 6 20 161 2 3

1 5 5 5 3 5 1 1 5 5 71 2 3

1 5 1 6 2 8 71 2

  
  


  
  

  
  

  
  




x x x
Max z

x x x

s t x x x

x x x

x x [ / , ] [ , / ],

, , .

2 5 3 4 5 93

01 2 3

 
 

  


x

x x x



 ا٘ذ. آٚسدٜ ؿذٜ 1 وٙيٓ. ٘تایح دس خذَٚسا حُ ٔي (16) ؿذٜ ٔذَ اسایٝٞای اوٖٙٛ با اػتفادٜ اص سٚؽ      

 دػت بٝ بٟيٙٝخٛا  ٔدٕٛػٝ وٝ وألا ؿذ٘ي اػت دس حاِي دْٚ سٚؽ آٔذٜ اص دػت بٝبٟيٙٝ خٛا  ٔدٕٛػٝ 

)ؿذ٘ي ٘يؼت. بشای ٔثاَ، ٘مٌٝ  اَٚ سٚؽ آٔذٜ اص / , / , / )2 8709 3 45402 9540 t  تشیٗ دس دٚٔيٗ ٔحذٚدیت بضسي

/٘احيٝ ؿذ٘ي یؼٙي /  
opt optopt

x x x1 2 32 5 1 5 )وٙذ ٚ یا ٘مٌٝكذق ٕ٘ي 7 / , / , / )2 8709 0 9485 4 5059 t  دس

/تشیٗ ٘احيٝ ؿذ٘ي یؼٙي،ػٛٔيٗ ٔحذٚدیت بضسي / /  
opt opt opt

x x x1 2 31 5 7 2 5 5 وٙذ. بٙابشایٗ كذق ٕ٘ي 9
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 ٙيٓ. با حُ ٔذَ خایٍضیٗ، ٘شخ ا٘مبام وپيذا وشدٖ ٘شخ ا٘مبام اػتفادٜ ٔياص سٚؽ خایٍضیٗ خٟت 
t t

(q ,q ,q ) ( , / , )1 2 3 1 0 6543 1  آٚسیٓ ٚ ٔي دػت بٝسا  (16) ؿذٜ ٔذَ ٞای اكلاحخٛا آٚسیٓ. ٔي دػت بٝسا

ٔدٕٛػٝ واٞؾ یافتٝ اػت ٚ  اَٚ آٔذٜ اص سٚؽ خایٍضیٗ ٘ؼبت بٝ سٚؽ دػت بٝخٛا   بٟيٙٝخٛا  ٔدٕٛػٝ 

ٚ ٕٞىاسا٘ؾ ؿذ٘ي ٘يؼت  آٔذٜ اص سٚؽ ػالاسی دػت بٝٔدٕٛػٝ خٛا  بٟيٙٝ وألا ؿذ٘ي اػت.بٟيٙٝ خٛا  

)صیشا ٘مٌٝ )/ , / , /0 00000 4875 0 1349 tیؼٙيتشیٗ ٘احيٝ ؿذ٘ي دس اِٚيٗ ٔحذٚدیت بضسي/ 
opt optopt

x x x 19 61 2 33 2 5

)ٚ یا ٘مٌٝ وٙذكذق ٕ٘ي )/ , / , /5 9836 2 7322 0 1349 t تشیٗ ٘احيٝ ؿذ٘ي یؼٙي دس دٚٔيٗ ٔحذٚدیت بضسي

/ /  
opt optopt

x x x1 2 32 5 1 5 ِزا ٔدٕٛػٝ خٛا  بٟيٙٝ حاكُ اص سٚؽ ػالاسی ٚ  ؛وٙذكذق ٕ٘ي7

   ٕٞىاسا٘ؾ وألا ؿذ٘ي ٘يؼت.
 (16ٞای پيـٟٙادی بشای ٔذَ )آٔذٜ سٚؽ دػت بٝٞای بٟيٙٝ ٔدٕٛػٝ خٛا . 1جدول 

 ٔمذاس تابغ ٞذف بٟيٙٝ  ٔدٕٛػٝ خٛا  ٞاسٚؽ

] سٚؽ اَٚ / , / ]

[ / , / ]

[ / , / ]

1 1111 1 2708

0 9485 3 9930

2 9540 4 2533

 
 
  
 

 

[ / , / ]0 7547 1 3252 

] دْٚسٚؽ  / , / ]

[ / , / ]

[ / , / ]

1 1111 2 8709

0 9485 3 4540

2 9540 4 5059

 
 
  
 

 

[ / , / ]0 7547 1 3482 

] سٚؽ خایٍضیٗ / , / ]

[ / , / ]

[ / , / ]

1 1111 2 8709

1 3816 3 0210

2 9540 4 5059

 
 
  
 

 

[ / , / ]0 7474 1 3373 

] سٚؽ ػالاسی ٚ ٕٞىاسا٘ؾ / , / ]

[ / , / ]

[ / , / ]

0 0000 5 9836

0 4875 2 7322

0 1349 3 8834

 
 
  
 

 

[ / , / ]0 70502 1346 





 گیرینتیجه  6

  ILFP  بٟيٙٝخٛا  ٔدٕٛػٝ آٚسدٖ  دػت بٝسا ٔٛسد ٌٔاِؼٝ لشاس دادیٓ. دٚ سٚؽ بشای   ILFP  ذَدس ایٗ ٔماِٝ، ٔ

، ٕٔىٗ اػت یه اَٚدس سٚؽ ؿٛد. بٝ دٚ صیش ٔذَ تبذیُ ٔي   ILFP، ٔذَسٚؽ ٔؼشفي وشدیٓ. دس ٞش دٚ

تشیٗ بضسي٘ماى آٚسیٓ یؼٙي یه تؼذاد اص  دػت بٝوٝ بؼوي اص ٘ماى آٖ ؿذ٘ي ٘يؼتٙذ سا  بٟيٙٝخٛا  ٔدٕٛػٝ 

دس وٙٙذ. بٙابشایٗ بشای حزف بخؾ ٘ـذ٘ي، اص یه فشآیٙذ ٔحذٚد وشدٖ فوای خٛا  ٘احيٝ ؿذ٘ي سا ٘من ٔي

آٚسدٖ  دػت بٝ. بشای ٙذٌٛیبٝ ایٗ ػُٕ ا٘مبام فوای خٛا  ٔي وٝ وشدیٓخٟت حزف بخؾ ٘ـذ٘ي اػتفادٜ 

 ٔدٕٛػٝوٙذ. با ٘شخ ٔتفاٚت ٔٙمبن ٔي ٔتغيش ساوٝ ٞش ًٛسیٝ ٓ بوشدی٘مبام اص سٚؽ خایٍضیٗ اػتفادٜ ٘شخ ا

 دػت بٟٝ٘ایي  بٟيٙٝ خٛا  ٔدٕٛػٝ یابذ أا بُ تٛخٟي واٞؾ ٔيًٛس لاٝآٔذٜ اص ایٗ سٚؽ ب دػت بٝبٟيٙٝ خٛا  

ت حاكُ، یه ٔحذٚدیبٟيٙٝ خٛا  ٔدٕٛػٝ ، بشای توٕيٗ ؿذ٘ي بٛدٖ دْٚ سٚؽ دس آٔذٜ وألا ؿذ٘ي اػت.

  .آٚسدیٓ ٔي دػت بٝوألا ؿذ٘ي سا  ٔدٕٛػٝ خٛا  بٟيٙٝیه  . بٙابشایٗوشدیٓاهافي بٝ صیش ٔذَ دْٚ اهافٝ 
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