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چکیده
در سال 2002کوتاکموری و همکارانش روش گاوس ـ سایدل بهبود یافته را با پیش شرط 
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ارايه دادند (در [8] می بینید). در این مقاله، روش ژاکوبی بهبود یافته را برای این پیش شرط ارايه دهیم. با قضیه مقایسه نشان می دهیم این روش از روش تکراری ژاکوبی سریع تر است. مثال های عددی برای نمایش توانایی های روش پیشنهادی ارايه       شده اند.

کلمات کلیدی:  دستگاه خطی پیش شرطی شده، M- ماتریس، پیششرط سازی، همگرایی، قضیه مقایسه.
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1  مقدمه 

دستگاه خطی زیر را در نظر می گیریم:
 

                                       
  


که در آن 
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 نامعلوم است. برای سادگی، فرض می کنیم [image: image14.wmf]I
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 به ترتیب قسمت های اکیداً پائین مثلثی و اکیداً بالا مثلثی  هستند.
حال دستگاه پیش شرطی (1) را در نظر می گیریم.



                              

که در آن 
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 یک پیش شرط کننده با اعداد حقیقی مثبت است.
در سال2002، کوتاکموری] 8]، روش گاوس ـ سایدل بهبود یافته را با پیش شرط 
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  ارايه داده است به طوری که
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 برای                    
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با اعمال پیش شرط کننده 
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 دستگاه (2) به دستگاه
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تبدیل می شود که در آن 
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2  روش پیشنهادی
ایده اصلی این روش، اعمال روش ژاکوبی بهبود یافته با پیش شرط
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برای دستگاه 
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، روش ژاکوبی را می توان با تجزیه  [image: image47.wmf])
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 به اعضای قطری و غیر قطری آن به شکل [image: image49.wmf]m
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 نوشت. روش ژاکوبی بهبود یافته را می توان با تجزیه   به صورت زیر نوشت:
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که در آن 
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 به ترتیب قسمت های قطری، اکیداً پایین مثلثی و اکیداً بالا مثلثی [image: image61.wmf])
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 وجود دارد و ماتریس تکرار روش ژاکوبی بهبود یافته برای  به صورت زیر است:
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تعریف 2-1 تجزیه ی 
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 به ترتیب قسمت های اکیداً پائین مثلثی و اکیداً بالا مثلثی هستند. اگر
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 و در آن صورت تجزیه ی   را تجزیه ی همگرایی ژاکوبی گوئیم.

لم 2-1  فرض کنید 
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برهان.  به[5] مراجعه شود.
قضیه 1 فرض کنید 
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 معکوس پذیرباشد به طوری که و 
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 تجزیه ی منظم باشد، در این صورت  است. 
برهان: به [1] مراجعه شود.
تعریف 2-2 ماتریس
[image: image110.wmf]A

 را تحویل ناپذیر (ساده نشدنی)گوئیم اگر گراف جهت دار وابسته 
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 همبند قوی باشد.
قضیه 2 فرض کنید 
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 یک ماتریس 
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 ماتریس است اگر و تنها اگر به ازای هر ،...،
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 باشد.
برهان: به [1] مراجعه شود.
3  قضیه مقایسه 
در این بخش یک قضیه ی مقایسه بین روش تکراری ژاکوبی با روش پیش شرطی
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 را بیان       می کنیم. قبل از آن، ثابت می کنیم که تجزیه ی ژاکوبی   یک تجزیه ی همگرا است.
قضیه 3 فرض کنید 
[image: image131.wmf]U

L

I

A

-

-

=

 [image: image133.wmf]Z

-

 یک  [image: image135.wmf]m

m

m

N

M

A

-

=

ماتریس قطر غالب تحویل ناپذیر باشد. بنابراین   یک تجزیه ی همگرای ژاکوبی است.
برهان. چون 
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  بنابراین طبق قضیه ی 2، یک 
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 به صورت زیر می باشند:
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پس عناصر روی قطر اصلی 
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 وجود دارد و عناصر غیر قطر اصلی  [image: image161.wmf]m

A

 منفی هستند پس 
 هم یک 
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  ماتریس است و طبق قضیه ی 2،  یک 
[image: image166.wmf]M

-

 [image: image168.wmf]0

.

1

³

-

m

A

 ماتریس است و   
چون 
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 بنابراین طبق قضیه ی 1 و تعریف همگرایی ژاکوبی، تجزیه ی   یک تجزیه ی همگرای ژاکوبی است.

قضیه 4  فرض کنید 
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ماتریس قطر غالب تحویل ناپذیر باشد. در این صورت تجزیه ی  [image: image187.wmf]m
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 و   تجزیه همگرای ژاکوبی هستند و نامعادله ی زیر بر قرار است:
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برهان.  مشابه اثبات قضیه ی 1،  
[image: image190.wmf]0

1

³

-

A

[image: image192.wmf])

(

U

L

I

A

+

-

=

 و در تجزیه ی ژاکوبی  داریم:
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  یک تجزیه ی همگرایی ژاکوبی است و از         قضیه ی 3 تجزیه ی
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 هم یک تجزیه ی همگرای ژاکوبی است. با قرار دادن [image: image202.wmf])
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 تجزیه ی همگرا است، یک بردار مثبت 
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 طوری وجود دارد که .  بنابراین رابطه ی زیر برقرار است:
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چون 
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  بنابراین 
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در نتیجه داریم:
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طبق لم (2 ـ 1) داریم:
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4  مثال های عددی
مثال 4-1 ماتریس زیر را در نظر می گیریم:
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با محاسبه ی 
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مثال 4-2 فرض می کنیم ماتریس ضرایب 
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  به شکل زیر باشد:
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داریم:   
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بنابراین 
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  برقرار است.
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