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چکیده
در اين مقاله با شناخت دقيق ابر​صفحه​هاي متناظر مرزکارایی و يافتن ارتباط بين بردارهاي گراديان اين ابرصفحه​ها و اوزان مدل‌هاي CCR وBCC  و با تعيين ابرصفحه غالب، مجموعه​اي از اوزان يافته و اين اوزان را به طور مشترك جهت تعيين كارايي واحد​هاي تصميم​گيري به كار مي​بريم.   در روش پیشنهادی با حل مدل CCR، واحدهاي MPSS تعیین شده و از بین آن ها، بزرگترینشان انتخاب می شود. سپس به کمک مدل BCC، بردار گراديان ابرصفحه های مار بر بزرگترین MPSS تعیین و به کمک آن یک مجموعه مشترک از وزن‌ها محاسبه می گردد.

کلمات کلیدی:  تحليل پوششی داده‌ها، MPSS، مجموعه اوزان مشترک، مرز کارایی.
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1  مقدمه 

استفاده بهینه از منابع در دسترس بشر، همواره مطلوب او بوده و همواره بر این تصمیم بوده تا با ایجاد راه​کارهای مناسب از منابع موجود، حداکثر استفاده را ببرد. محدودیت عواملی چون سرمایه، نیروی انسانی، انرژی و ... مدیران را به این فکر واداشت که روشی برای استفاده بهینه از این عوامل پیدا کنند. در این راستا یکی از مسائل مهم، مساله اندازه​گیری کارایی است، که برای صاحب نظران اقتصادی از اهمیت بالایی برخوردار است.

   در تحليل پوششی داده‌ها كارايي نسبي يك واحد​ تصميم​گيري، به وسيله محاسبه اوزان متناظر ورودي‌ها و خروجي‌هاي آن واحد​ تصميم​گيري كه ماكزيمم نسبت مجموع وزين خروجي به مجموع وزين ورودي محاسبه مي​گردد. در مدل  تحليل پوششی داده‌ها براي هر واحد تصميم​گيري وزن جداگانه اختصاص داده مي​شود، كه اين مجموعه اوزان براي تك تك واحد​هاي تصميم​گيري متفاوت است، كه گاهي اوقات ممكن است بعضي عوامل متناظر با اوزان مختلف مورد قبول نباشد.
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 راه حل اين مشكل تعيين مجموعه اوزان مشترك است که برای اولین بار توسط Rool و همکاران ]12[ در سال 1991 ارايه گردید.

   يافتن مجموعه اوزان مشترك براي مقايسه كارايي واحدهاي تصميم​گيري يكي از مباحث اصلي و مهم در تحليل پوششي داده​ها محسوب مي​شود كه روش‌هايي جهت تعيين اين اوزان مشترك ارايه شده است. اكثر اين روش‌ها با استفاده از حل مسائل برنامه​ريزي خطي متعددي درصدد انجام اين امر برمي​آيند ]14-5[.
در اين مقاله، با ديدی متفاوت اقدام به تعيين مجموعه اوزان مشترک در تحليل پوششی داده‌ها می‌شود. می‌دانيم، مجموعه امکان توليد، به صورت اشتراک چندين نيم‌فضا مشخص می‌شود. مضارب معادلات ابر صفحه‌های تکيه کننده اين مجموعه، همان اوزان تعيين شده توسط مدل‌های موجود در تحليل پوششی داده‌ها است. لذا، با تحليل رويه‌ای و استفاده از مفهوم MPSS ]1[، مجموعه اوزان مشترک محاسبه خواهد شد.

ساختار مقاله بدين شکل است که در ادامه، مدل‌های مورد نياز معرفی خواهند شد. در بخش سوم، روش پيشنهادی ارايه می‌شود. بخش چهرم اختصاص به حل دو مثال عددی جهت روشن شدن موضوع دارد و در آخر نتيجه‌گيری مقاله بيان می​شود. 

2  معرفی مدل‌های اساسی

فرض كنيد n واحد تصميم​گيری 
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 با بردار ورودي 
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 و بردار خروجي 
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 داشته باشيم. مجموعه امکان توليد که خروجی‌های توليد شده با مصرف ورودی‌ها را نشان می‌دهد، می‌تواند به صورت زير تعريف شود:
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متناظر با 
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، مدل CCR ]4[ جهت اندازه گيري كارايي نسبي 
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 به صورت زير است:
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مدل فوق فرم پوششی مدل CCR در ماهیت ورودی است.

می‌توان مجموعه امکان توليد را به فرم ديگری نيز تعريف نمود. اين تعريف به شکل زير است:

	 (3)
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تفاوت اين دو مجموعه در نوع بازده نسبت به مقياس توليد آن ها است. با استفاده از تعريف 
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، فرم پوششی مدل BCC ]2[ در ماهيت ورودی به شکل زير می‌باشد:
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 دوال مدل BCC را به فرم زير مي​نويسيم:

	 (5)
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كه مدل فوق همان فرم مضربی مدل BCC در ماهيت ورودي است. 
تعریف MPSS  واحد تصميم‌گيری 
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 را یک MPSS ناميم، اگر و تنها اگر بازاء هر 
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3  روش پیشنهادی

ابتدا روش را برای حالت یک ورودی و یک خروجی شرح داده و سپس برای چند ورودی و چند خروجی تعمیم می​دهیم. 

مساله را با استفاده از مدل CCR حل می​کنیم، بعد از یافتن واحدهای تصميم‌گيری کارا که در واقع همان MPSS های مساله می​باشند، سعی می​کنیم تا بزرگترین MPSS را انتخاب کنیم. برای این منظور ابتدا داده​های مساله را نرمال کرده و در مرحله بعد از میانMPSSهای موجود، MPSSی را انتخاب می​کنیم که دارای بزرگترین خروجی باشد. چون از این  MPSSدو خط کارا عبور می​کند، لذا یک خط میان این دو خط پیدا   می​کنیم و بردار عمود بر این خط را به عنوان مجموعه اوزان مشترک در نظر می​گیریم و با استفاده از آن کارایی واحدهای تصميم‌گيری مساله را به دست می​آوریم. 

برای درک بهتر، روش فوق را از نظر هندسی به کمک شکل 1 تعبیر می​نماییم. اگر نقطه
[image: image19.wmf]B

 را بزرگترینMPSS  در نظر بگیریم در اینصورت، معادلات خطوط AB و BC را می‌توان به صورت زير نوشت:
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روابط(6) و (7) معادله دو خط گذرنده از نقطه B است و داریم:
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که 
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  و 
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 به ترتیب شیب متناظر دو خط (6) و (7) می​باشد. برای یافتن شیب خط بین اين دو خط، میانگین شیب این دو خط را به دست می​آوریم. این مقدار را به عنوان شیب خط مورد بحث در نظر     می​گیریم وm  می​نامیم کهm  بین 
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 قرار دارد 
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 و معادله خط 
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 حاصل می​شود. حال بردار نرمال خط مذکور را یافته و آن را به عنوان مجموعه اوزان مشترک در نظر می​گیریم. با استفاده از اوزان به دست آمده، کارایی واحدهای تصميم‌گيری را به دست می​آوریم. اگر 
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 بردار نرمال خط مذکور باشد، کارایی واحدهای تصميم‌گيری از فرمول زیر محاسبه می​شود:
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روش پيشنهادی را به حالت کلی چند ورودی و چند خروجی تعميم می‌دهيم. در این حالت، ابتدا مساله را با مدل CCR حل می​کنیم و بعد از یافتن MPSSهای مساله و نرمال‌سازی داده​ها، مجموع خروجی‌ها را محاسبه می​کنیم و از میان MPSSها، MPSSی که دارای بیشترین خروجی است انتخاب می​کنیم. ازMPSS  مذکور بی نهایت ابرصفحه عبور می​کند. ما دو ابرصفحه کارا که دارای بیشترین عرض از مبدا و کمترین عرض از مبدا هستند را پیدا می​کنیم. برای این کار باید ابرصفحه متناظر با 
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 را پیدا کنیم که اين مقادير با استفاده از دو مدل زیر محاسبه می​شوند ]3[: 
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ضریب زاویه ابرصفحه متناظر با 
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 به ترتیب از روابط 
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 به دست           می​آید. میانگین این دو ضریب زاویه برابر است با: 
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و این شیب همان شیب ابر​صفحه بین دو ابرصفحه 
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 است. در مرحله بعد بردار نرمال ابر​صفحه بین دو ابرصفحه 
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 را به دست می​آوریم. برای این کار نیاز به دو نقطه داریم که یکی از این نقاط همان نقطه
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 و در نتیجه ابر​صفحه بین آن ها نیز از نقطه
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 عبور می‌کنند. پس بردار نرمال ابر​صفحه حاصله نیز از نقطه 
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 عبور می​کند) برای یافتن نقطه دوم به صورت زیر عمل می کنیم. شیب ابرصفحه بین دو ابرصفحه 
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 برابر
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 است. لذا، با توجه به اینکه بردار نرمال، عمود بر ابرصفحه است شیب بردار نرمال برابر 
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 است. از طرفی می​دانیم شیب برابر 
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 ضریب Y و 
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 ضریب X است. پس داریم:
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پس نقطه دوم به صورت زیر به دست می​آید: 
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برای یافتن بردار عمود بر ابرصفحه بین دو ابرصفحه 
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 تفاضل دو نقطه فوق را محاسبه می​کنیم: 
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مرحله بعد یافتن مقدار 
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 است. برای این کار مقادیر ورودی و خروجی‌های بزرگترین MPSS را که در مراحل قبلی پیدا کرده بودیم به جای 
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 در رابطه (13) قرار می​دهیم، و بعد از یافتن مقدار 
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 آن را در رابطه زیر قرار می​دهیم:
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بعد از یافتن مقدار
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 و قرار دادن آن در رابطه (13) و یافتن 
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، به کمک رابطه (8) کارايی تک تک واحدهای تصميم‌گيری را محاسبه می‌کنيم.
به طور خلاصه می‌توان روش پيشنهادی را به صورت الگوريتم زير بيان نمود:

1- یافتن بزرگترین MPSS 

2- یافتن 
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3- یافتن 
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4- محاسبه 
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5- محاسبه 
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 6-  محاسبه 
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7- محاسبه 
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8- محاسبه
[image: image78.wmf]a


9- تعيين کارايی به کمک رابطه (8) برای تک تک واحدهای تصمیم‌گیری

4  مثال های عددی 

در اين بخش دو مثال عددی، يکی برای حالت يک ورودی و يک خروجی و ديگری برای حالت چند ورودی و چند خروجی ارايه شده و توانمندی روش بررسی می‌شود.

مثال 4-1  ورودی و خروجی شش واحد تصميم‌گيری در جدول زیر آمده است:
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	جدول 1. داده‌های مثال 4-1



همه واحدهای تصميم‌گيری را با فرم مضربی مدل CCR در ماهیت ورودی مورد ارزیابی قرار می‌دهیم و نتایج جدول 2 حاصل می‌گردد.

	D
	C
	B
	A
	

	58/0
	75/0
	1
	1
	
[image: image79.wmf]*

q



	08/0       
	12/0       
	25/0       
	5/0   
	
[image: image80.wmf]*

u



	16/0       
	25/0       
	5/0   
	1
	
[image: image81.wmf]*

v



	جدول 2. نتايج مدل CCR برای مثال4-1


با توجه به نتایج به دست آمده، واحد تصميم‌گيری B  بزرگترین MPSS مساله است. چون خروجی واحد تصميم‌گيری B  از واحد تصميم‌گيری A  بزرگتر است. پس از بین آن ها واحد تصميم‌گيری B را انتخاب می‌کنیم. با توجه به شکل زیر شیب دو خط 
[image: image82.wmf]AB

 و
[image: image83.wmf]BC

 را محاسبه می کنیم. برای درک بهتر، شکل 1 را در نظر بگيريد.

حال شیب دو خط گذرنده از بزرگترین MPSS مساله یعنی همان واحد تصميم‌گيری B را محاسبه می‌کنیم. برای این کار نیاز به معادله خطوط
[image: image84.wmf]AB

 و
[image: image85.wmf]BC

 داریم که به صورت زیر است:
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و لذا شیب خط مابین دو خط 
[image: image87.wmf]AB

و
[image: image88.wmf]BC

به صورت زیر به دست می‌آید:
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و شیب بردار نرمال عمود بر این خط از رابطه زیر محاسبه می‌کنیم:
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از طرفی شیب خط از رابطه 
[image: image91.wmf]a
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 محاسبه می شود (نسبت ضلع مقابل به ضلع مجاور) پس داریم:
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برای به دست آوردن بردار نرمال نیاز به دو نقطه داریم که اولین نقطه همان نقطه گذرنده از بزرگترین MPSS است یعنی نقطه 
[image: image93.wmf](
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 و نقطه دوم را به صورت زیر می‌نویسیم:
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حال بردار نرمال مورد نظر از تفاضل این دو نقطه به دست می‌آید و این بردار نرمال را به عنوان مجموعه اوزان مشترک در نظر می‌گیریم:
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در مرحله بعدی مقدار 
[image: image96.wmf]a

 را محاسبه می کنیم، با توجه به این که واحد تصميم‌گيری B بزرگترین MPSS مساله است پس کارایی آن باید برابر یک باشد پس داریم:
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بعد از یافتن 
[image: image98.wmf]a

 مقدار آن را در رابطه 
[image: image99.wmf](
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 قرار می دهیم: 
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در مرحله بعد، با استفاده از این مجموعه اوزان مشترک کارایی تک تک واحدهای تصميم‌گيری را به دست می‌آوریم. 
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	جدول3. کارایی واحدهای تصمیم گیری مثال 4-1


مثال 4-2  مدل BCC اصلاح شده را برای 42 واحد تصمیم‌گیری اجرا می​کنیم. هر واحد تصمیم‌گیری دارای چهار ورودی و سه خروجی است که اطلاعات آن از دبیرستان های شهر بابل در شمال ایران جمع آوری شده است. ورودی و خروجی‌هایی که در این مثال استفاده می​کنیم در جدول (4) آمده است. 
بعد از اجرای مدل‌های (9) و (10) جدول 4 حاصل می​شود که در آن مقادیر 
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  مشخص شده است. 
	نتایج روش پیشنهادی
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	کارايی مدل CCR
	ورودی‌ها و خروجی‌ها
	

	
	
	
	I4
	I3
	I2
	I1
	O3
	O2
	O1
	

	0.585
	-4.78 u* 0.48
	1.00
	0.57
	0.78
	1.00
	0.95
	0.22
	0.46
	0.94
	B01

	0.6931
	-1.72 u* 0.55
	1.00
	0.72
	0.64
	0.64
	0.56
	0.27
	0.73
	0.59
	B02

	0.2866
	0.83
	0.878
	0.59
	0.66
	0.44
	0.59
	0
	0.53
	0.14
	B03

	0.3559
	0.79
	0.901
	0.82
	0.65
	0.44
	0.50
	0.02
	0.52
	0.28
	B04

	0.605
	-2.02 u* 0.943
	1.00
	0.45
	0.72
	0.64
	0.54
	0.07
	0.58
	0.62
	B05

	0.4871
	-0.10  u* 0.80
	1.00
	0.69
	0.62
	0.44
	0.44
	0
	0.70
	0.34
	B06

	0.5575
	-0.06 u* 0.67
	1.00
	0.49
	0.67
	0.52
	0.49
	0.04
	0.59
	0.48
	B07

	0.4514
	0.28 u*0.70
	1.00
	0.63
	0.62
	0.41
	0.74
	0.02
	0.60
	0.39
	B08

	0.5257
	0.30  u* 1.00
	1.00
	0.46
	0.58
	0.41
	0.42
	0.12
	0.51
	0.28
	B09

	0.3523
	0.60  u* 1.00
	1.00
	0.48
	0.76
	0.44
	0.37
	0.02
	0.44
	0.23
	B10

	0.4622
	0.59
	0.962
	0.49
	0.70
	0.60
	0.65
	0.17
	0.25
	0.51
	B11

	0.6064
	-0.70  u* 0.82
	1.00
	0.91
	0.87
	0.53
	0.45
	0.46
	0.90
	0.20
	B12

	0.5854
	-1.14 u* 1.00
	1.00
	0.54
	0.56
	0.56
	0.56
	0.11
	0.67
	0.43
	B13

	0.8592
	-3.21 u* 0.62
	1.00
	0.69
	0.85
	0.95
	1.00
	0.95
	0.53
	0.96
	B14

	0.8855
	0.19 u* 0.59
	1.00
	0.68
	0.77
	0.68
	0.70
	0.96
	0.50
	0.59
	B15

	0.4267
	0.86
	0.955
	0.46
	0.80
	0.71
	0.58
	0.07
	0.38
	0.50
	B16

	0.4736
	-0.68 u* 0.79
	1.00
	0.75
	0.65
	0.44
	0.65
	0
	0.56
	0.51
	B17

	0.3575
	0.31
	0.79
	0.64
	0.92
	0.44
	0.65
	0.11
	0.61
	0.19
	B18

	0.3805
	-0.16 u* 1.00
	1.00
	0.76
	0.58
	0.30
	0.43
	0
	0.68
	0.14
	B19

	0.5064
	0.65
	0.934
	0.53
	0.73
	0.74
	0.59
	0.07
	0.49
	0.60
	B20

	0.392
	-0.02 u* 0.97
	1.00
	0.72
	0.63
	0.3
	0.48
	0.02
	0.50
	0.27
	B21

	0.4607
	0.74
	0.985
	0.71
	0.60
	0.71
	0.71
	0.04
	0.55
	0.55
	B22

	0.4089
	0.77
	0.889
	0.55
	0.75
	0.86
	0.78
	0.06
	0.38
	0.60
	B23

	0.4647
	-1.32 u* 0.61
	1.00
	1.00
	0.75
	0.41
	0.57
	0.22
	0.89
	0.14
	B24

	0.654
	0.80  u* 0.86
	1.00
	0.74
	0.62
	0.64
	0.50
	0.17
	0.65
	0.64
	B25

	0.4892
	-0.19  u* -0.38
	0.852
	0.60
	0.74
	0.68
	0.69
	0.09
	0.62
	0.50
	B26

	0.4106
	0.77
	0.906
	0.71
	0.73
	0.44
	0.46
	0.13
	0.62
	0.18
	B27

	0.3988
	-0.69  u* 1.00
	1.00
	0.41
	0.76
	0.27
	0.43
	0.02
	0.56
	0.16
	B28

	0.3748
	0.89
	0.886
	0.71
	0.65
	0.49
	0.56
	0.02
	0.62
	0.25
	B29

	1.0002
	-0.80  u* 0.75
	1.00
	0.80
	0.73
	0.92
	0.75
	1.00
	0.65
	1.00
	B30

	0.5565
	0.42 u* 0.85
	1.00
	0.84
	0.70
	0.62
	0.44
	0.28
	0.52
	0.47
	B31

	0.5507
	-0.09  u* 0.68
	1.00
	0.82
	0.62
	0.80
	0.66
	0.11
	0.66
	0.67
	B32

	0.6626
	-1.01 u* -0.33
	1.00
	0.77
	0.69
	0.74
	0.59
	0.26
	0.73
	0.66
	B33

	0.569
	-0.36 u* 0.76
	1.00
	0.54
	0.69
	0.92
	0.85
	0.14
	0.48
	0.84
	B34

	0.7228
	-0.82  u* 0.72
	1.00
	0.63
	0.72
	0.48
	0.48
	0.31
	0.68
	0.49
	B35

	0.4914
	0.63 u* 0.72
	0.906
	0.52
	0.81
	0.71
	0.77
	0.19
	0.48
	0.53
	B36

	0.1938
	0.78  u* 1.00
	1.00
	0.41
	0.92
	0.44
	0.36
	0
	0.33
	0.09
	B37

	0.3863
	0.53  u* 1.00
	1.00
	0.68
	1.00
	0.41
	0.36
	0.13
	0.61
	0.17
	B38

	0.6036
	-1.15  u* 0.85
	1.00
	0.97
	0.95
	0.44
	0.42
	0.36
	1.00
	0.23
	B39

	0.3162
	0.2
	0.757
	0.68
	0.89
	0.83
	0.61
	0.12
	0.61
	0.20
	B40

	0.3788
	0.08
	0.873
	0.89
	0.89
	0.41
	0.57
	0.12
	0.80
	0.13
	B41

	0.3557
	0.17 u* 0.67
	1.00
	0.81
	0.91
	0.41
	0.42
	0.02
	0.86
	0.09
	B42


جدول 4. نتايج مدل هاي 8 و 9
به عنوان مثال نتایج حاصل در جدول (4) را برای 
[image: image106.wmf]30

B

به صورت زیر می توان به دست آورد.

بزرگترین حاصل جمع خروجی متعلق به 
[image: image107.wmf]30

B

 است پس داریم: 
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و لذا داریم:
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و میانگین دو شیب فوق را به دست می​آوریم:


[image: image110.wmf]/
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و با توجه به رابطه 
[image: image111.wmf](
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 داریم:
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حال بردار نرمال فوق را در رابطه (13) قرار می​دهیم
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با توجه به رابطه فوق 
[image: image114.wmf]/
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 است، با قرار دادن این مقدار در بردار نرمال فوق، بردار نرمال زیر به دست می​آید:
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بردار نرمال فوق همان مجموعه اوزان مشترک است، حال با استفاده از آن رابطه (8) را برای تک تک واحدهای تصمیم‌گیری اجرا می​کنیم نتیجه حاصله در جدول (4) آمده است

5  نتیجه گیری

یکی از مزایای روش مذکور این است که مانند روش‌های قبلی یافتن مجموعه اوزان مشترک نیازی به تعیین کران نیست و چون تعیین کران کار سخت و گاهی نشدنی است در نتیجه این روش بسیار ساده​تر از روش‌های قبلی است و از نظر محاسباتی نیز بسیار ساده است و دارای تعبیر هندسی ساده و قابل فهمی است. روش جدید علاوه بر یافتن کارایی واحدهای تصمیم‌گیری، آن ها را رتبه بندی نیز می​کند و این از جمله مزایای دیگر این روش است.
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شکل 1. نمایش بزرگترین MPSS و دو خط مار بر آن
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