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چکیده
گاهي در مسايل عملي ممکن است جهت حرکت يک واحد تصميم گيرنده (DMU) به سوي مرز کارايي يا به عبارت ديگر نحوه​ي بهبود ورودي-خروجي​هاي آن، به شکل خاصي، براي کاربر اهميت داشته باشد. اين جهت ها گاهي از ابتدا معلوم هستند [1]، اما در بعضي موارد، جهت خاصي که هدف کاربر را پوشش مي​دهد مي​تواند مجهول باشد. در اين مقاله، نمونه هايي از اين اهداف، مطرح و الگوريتم هايي براي يافتن جهت هاي برآورد کننده​ي اين اهداف ارايه خواهد شد. مسايلي که مورد بررسي قرار خواهند گرفت عبارتند از: بهبود ورودي-خروجي​ها با حداقل تغييرات در مقادير آن ها و يافتن جهت حرکت به سمت مرز، براي حالتي که ورودي- خروجي​ها براي بهبود، نسبت به هم اولويت دارند.
کلمات کلیدی:  تحليل پوششي داده​ها ، جهت هاي بهينه، ابرصفحه هاي قوي، اولويت مطلق.
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1  مقدمه 

تحليل پوششي داده​ها (DEA)، يک روش غير پارامتري است که از آن براي ارزيابي کارايي واحدهايي با چندين ورودي و چندين خروجي استفاده مي​شود. [2-3] کارايي هر واحد بر اساس فاصله​ي آن تا مرز  مجموعه​ي امکان توليد محاسبه مي​شود. نحوه​ي نزديک شدن DMU به مرز مجموعه​ي امکان توليد (اصطلاحاً حرکت) منجر به ارايه​ي مدل​هاي مختلف ارزيابي مي​شود. در بعضي مدل​هاي DEA مانند مدل​هاي اندازه​ي ناکارايي وابسته به متغيرهاي کمکي جهت دار و تابع فاصله​ي تکنولوژي جهت دار که توسط وبر و فوکويوما در [1] معرفي شده​اند، جهت​ هاي حرکت به سوي مرز، معين هستند. اما گاهي ممکن است براي رسيدن به مرز يا بهبود ورودي-خروجي​ها، جهت خاصي مطلوب باشد که از ابتدا معلوم نباشد. 


يکي از حالات اين است که DMU بخواهد با حداقل تغييرات در مقادير ورودي و خروجي به مرز برسد، در اين صورت مسيري مورد نظر خواهد بود که از DMU ي مورد ارزيابي به سمت نزديکترين ابر​صفحه​ي سازنده​ي مجموعه​ي امکان توليد (PPS) حرکت کند.
حالت ديگري که در اين مقاله بررسی مي​شود، زمانی است که کاربر براي بهبود ورودي ها و خروجي​هاي DMU​​ها اولويتي قائل باشد. به عنوان مثال کارخانه هاي توليد نان صنعتي را به عنوان  DMU ها در نظر بگيريد که بتوانند با کاهش دو ورودي گندم و جو و صرف هزينه​ي آن در بخشي ديگر، کارايي خود را بالا ببرند. اما با توجه به تقاضاي بيشتر نان گندم نسبت به نان جو، کاهش جو را بر کاهش گندم ترجيح دهند. دراين صورت، کاهش ورودي جو نسبت به گندم در اولويت قرار مي​گيرد. 
در موارد مطرح شده، اين مطلب در نظر گرفته مي​شود که جهت به ابر صفحه اي برسد كه در ميان ساير   ابرصفحه هاي کاراي قوي سازنده​ي PPS، داراي ضرايبي باشد که متناظر با وزن​هاي بهينه براي DMU ي مورد ارزيابي (وزن هايي که ماکزيمم کارايي را به آن DMU نسبت مي​دهند) هستند. در بخش 2 مقدماتي را از DEA ارايه خواهيم کرد. در بخش 3 نحوه​ي نزديک شدن يک DMU به مرز کارايي را بر اساس حداقل تغييرات در ورودي و خروجي​ها بررسي خواهيم کرد. بخش 4 شامل ارايه​ي روش جهت حرکت DMU به سمت مرز کارايي بر اساس اولويت بندي بين ورودي​ها و خروجي​ها مي​باشد. بخش 5 شامل مثال عددي و بخش 6 نيز نتيجه گيري را ارايه مي​دهد.
2   مقدمات DEA 

يک مجموعه با n واحد تصميم گيرنده (DMU) را در نظر بگيريد که هر 
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  از m ورودي 
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 براي توليد s خروجي 
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 استفاده مي​کند. فرض کنيد بردار​هاي ورودي و خروجي براي هر
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  که ،
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 به صورت 
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 نمايش داده شود، به طوري که براي هر j ، مؤلفه هاي اين بردار نامنفي باشند و حداقل يک مؤلفه​ي هر بردار ورودي و حداقل يک مؤلفه​ي هر بردار خروجي مثبت باشد. مجموعه​ي همه​ي 
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 هاي شدني را مجموعه​ي امکان توليد (PPS) ناميده و باT  نشان مي​دهند که به صورت زير تعريف مي​شود:
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 ورودي x بتواند خروجي y را توليد کند 
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مجموعه​ي امکان توليد با بازده به مقياس متغير به صورت زير تعريف مي​شود [4]:
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بنکر، چارنز و کوپر [4] مدل BCC را براي ارزيابي کارايي يک DMU به صورت زير معرفي کردند :
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که با استفاده از تعريف PPS منجر به مدل زير خواهد شد که مدل BCC در ماهيت ورودي ناميده مي​شود:




می توان نشان داد که اين مدل با مدل جهت دار با جهت  
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 که در آن 
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 معادل است. 
روش معمول برای تصوير DMU تحت ارزيابی بر روی مرز کارايي استفاده از مدل دو مرحله​ای است. در مرحله​ی اول مدل (1) حل می​شود و در مرحله​ی دوم مدل زير 
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که در آن 
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 مقدار بهينه​ي مدل (1) است. حال مختصات تصوير 
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DMU

از روابط زير محاسبه می شود.
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تعريف 1  فرض کنيد 
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 جواب بهينه​ي مدل دو مرحله​اي باشد. اگر در مرحله​ي اول 
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 و در مرحله​ي دوم همه​ي متغيرهاي كمكي صفر باشند يعني
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 تحت ارزيابي را BCC – کارا (کاراي قوي) گويند.
يکي ديگر از مدل​هايي که در DEA معرفي شده است مدل جمعي نام دارد. اين مدل مستقل از ماهيت است و به صورت زير فرمول بندي مي شود:
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 EMBED Equation.3  [image: image29.wmf]
مدل جمعي عددي براي کارايي به دست نمي​دهد و فقط تشخيص مي​دهد که 
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 تحت ارزيابي کارا هست يا نه. برخلاف مدل (1) نحوه ي حركت در مدل جمعي به صورت غيرشعاعي و در راستاي كاهش مولفه هاي ورودي و  افزايش مولفه هاي خروجي است. مي توان نشان داد اين مدل با حالت خاصي از مدل جهتدار با جهت 
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 معادل است كه در آن 
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تعريف 2 
[image: image34.wmf]o
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، ADD-كاراست اگر در حل مدل (3) مقدار بهينه​ي تابع هدف صفر باشد.
قضيه 1 
[image: image35.wmf]o

DMU

   BCC- کاراست اگرو فقط اگر ADD-کارا باشد.
برهان: به [5] مراجعه كنيد.
قضيه 2 فرض کنيد 
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 ،BCC -کارا باشد، دراين صورت ضرايب نرمال شده​ي
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 از  ابرصفحه​ي تکيه کننده​يH  در
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، يک جواب بهينه​ي مدلBCC  مي​باشد و بالعکس.
برهان  به [5] مراجعه كنيد.
3  بهبود ورودي-خروجي​ها با حداقل تغييرات
تعريف3  فرض کنيد که جهت ​هاي حرکت به سمت مرز معين نباشند، از بين همه​ي جهت هايي که 
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 را بر مرز کارايي تصوير مي​کنند، آن هايي را بهينه مي​ناميم که اولاً 
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 را بر ابر​صفحه​اي از PPS تصوير کنند که ضرايب آن متناظر با وزن​هايي باشند که بيشترين کارايي را به 
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 اختصاص مي​دهند، ثانياً مجموع مؤلفه​هاي اين بردارهاي جهتدار نسبت به ساير جهت​ هايي که در شرط اول صدق مي​کنند، کمترين مقدار را داشته باشند. (متر فاصله تا مرز را نرم يک در​نظر مي​گيريم.)

تعيين جهت حرکت به سمت نزديکترين ابرصفحه: بنا به قضيه 2 براي به دست آوردن كارايي نسبي يك DMU  مي توان از ضرايب ابرصفحه هاي قوي سازاي PPS استفاده كرد. براي پيدا کردن جهت​ هاي بهينه براي حرکت 
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 به سمت مرز کارايي ابتدا معادله​ي همه​ي ابر​صفحه​هاي قوي و سازنده​ي PPS را به دست مي​آوريم. کارايي نسبي 
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 را توسط وزن​هايي که متناظر با ضرايب اين ابر​صفحه​ها مي​باشند محاسبه کرده، ابر​صفحه يا ابر​صفحه​هايي که به ازاي آن ها بيشترين مقدار کارايي به 
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 نسبت داده مي​شوند را مشخص مي​کنيم. با قرار دادن مختصات 
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ها 
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 در معادله​ي اين ابر​صفحه​ها، DMU​هايي که روي هر يک از اين ابر​صفحه ها قرار دارند را يافته و كمترين فاصله​ي 
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 را تا اين ابر​صفحه​ها به دست مي آوريم. اين مراحل در الگوريتم زير ارايه مي​شوند:
الگوريتم پيشنهادي براي پيدا کردن جهت ​هاي بهينه

مرحله اول  معادله​ي همه​ي ابر​صفحه​هاي کاراي قوي سازنده​ي PPS را توسط روش ارايه شده در [6] به دست آوريد.
مرحله دوم  به کمک رابطه​ي 
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 تعداد ابرصفحه​هاي قوي و سازنده​ي PPS است، کارايي نسبي 
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 را توسط وزن​هايي که متناظر با ضرايب ابر​صفحه​هاي قوي سازنده​ي PPS هستند، به دست آورده، قرار دهيد: 
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مرحله سوم ابر​صفحه​هايي را که به ازاي آن ها 
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، در مجموعه​ي H قرار دهيد. (H مجموعه​ي          ابر​صفحه​هاي کارا و سازنده از PPS مي​باشد که ضرايب آن متناظر با وزن​هايي هستند که بيشترين کارايي را به 
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 اختصاص مي​دهند) فرض کنيد:
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مرحله چهارم  به کمک معادله​ي ابر​صفحه​هاي
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، DMU هايي را که روي هر يک قرار دارند بيابيد و آن ها را به ترتيب در مجموعه​هاي 
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 قرار دهيد. (
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 مجموعه​ي انديس DMU هاي کارايي است که مختصات آن ها در ابر​صفحه​ي 
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 صدق مي​کنند.)
مرحله پنجم  براي به دست آوردن جهت​ هاي بهينه، (جهت​ هايي که با کمترين فاصله، 
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 را بر          ابر​صفحه​اي با ضرايب متناظر با وزن​هاي بهينه براي 
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 تصوير کند) مدل زير را به ازاي 
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 حل کنيد:
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و قرار دهيد:
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مرحله ششم  جهت​ هاي بهينه به صورت زير به دست مي​آيند:
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که در آن، 
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 مجموعه​ي مراجعي هستند که در حل مدل متناظر آن ها، 
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مجموعه​ي 
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 (يا ابر​صفحه​ي متناظر با آن) ممکن است منحصر بفرد نباشد، يعني بيش از يک ابر​صفحه با شرايط مذکور مي​نيمم فاصله تا 
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را داشته باشد.

در مدل ارايه شده در مرحله​ي پنجم، چون 
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، و از آنجا که اعضاي 
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 همگي بر يک ابر​صفحه​ي قوي سازنده​ي PPS واقعند، تنها زماني تابع هدف مي​تواند صفر شود که 
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 نيز روي اين ابر​صفحه قرار داشته باشد، يعني اگر 
[image: image76.wmf](
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 جواب بهينه​ي به دست آمده از مدل (4) باشد بطوريکه براي
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که با توجه به اين که
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، دو تساوي (5) بيان مي​کنند که
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 با ترکيب محدب 
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 هايي
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 ساخته مي​شود که همگي روي ابر​صفحه​ي 
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اگرچه ظاهر مدل (4) شبيه به مدل جمعي با تابع هدف مي​نيمم مي​باشد، ولي چون مجموعه​يDMU هاي مشاهده شده ايکه در اين مدل در نظر گرفته مي​شوند بجاي
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 مي​باشند و اعضاي 
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 همگي بر يک ابرصفحه واقعند، لذا نتيجه​ي به دست آمده از حل اين مدل با آنچه از حل مدل جمعي با تابع هدف مي​نيمم سازي به دست مي​آيد متفاوت خواهد بود. هر ترکيب محدب از DMU هاي واقع بر يک ابرصفحه، در ناحيه محدب ايجاد شده توسط همين DMU ها و در نتيجه روي ابرصفحه​ي متعلق به      آن ها، واقع خواهد شد. علاوه بر اين، به دليل وجود اصل امکان پذيري در اصول PPS، ممکن است تصوير DMU مورد ارزيابي با ترکيبي از اعضاي 
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، اما در نقطه اي خارج از ناحيه​ي محدود شده توسط ترکيب محدب اين اعضا تصوير شود. دراين صورت ممکن است تصوير خارج ازPPS  بر ابرصفحه​ي مذکور تصوير شود که غير قابل قبول خواهد بود. لذا، براي اطمينان از اينکه تصوير DMU ي مورد ارزيابي حتماً در ناحيه​ي محدودشده توسط ترکيب محدب اعضاي 
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 تصوير شود، قيد 
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 را نيز به مدل مي​افزائيم. فرض کنيد 
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 جواب بهينه​ي به دست آمده از مدل (4) باشد. طبق تعريف تصوير، مختصات تصوير به دست آمده از حل اين مدل، به صورت زير است:
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که در آن 
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به عبارت ديگر 
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يعني 
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 ترکيب محدب اعضاي 
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 مي​باشد، لذا برخلاف مدل جمعي (با تابع هدف مي​نيمم)، در اين جا تصوير نمي​تواند بر مرز ضعيف واقع شود، چون در واقع در مدل (4) ناحيه​ي PPS، تنها ناحيه​ي محدب ايجاد شده توسط همين DMU هاست.
4  بهبود ورودي-خروجي​ها با اولويت مطلق
بدون وارد شدن خلل به كليت مساله، فرض کنيد براي 
[image: image106.wmf]DMU
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، بهبود ورودي-خروجي​ها به ترتيب             
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  و 
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 اولويت بندي شده باشند (اين اولويت مي​تواند ابتدا براي خروجي​ها و بعد ورودي​ها، تركيب مختلطي از ورودي- خروجي​ها و همچنين مي​تواند براي DMU هاي مختلف، يکسان يا متفاوت باشد). چون اختصاص وزن هاي بهينه اي که بيشترين کارايي را به DMUي مورد ارزيابي اختصاص مي​دهند، در اولويت قرار دارد، ابتدا مراحل اول تا چهارم الگوريتم بخش3 را براي اين DMU اجرا مي​کنيم. لذا هم اکنون، ابر صفحه يا ابرصفحه هايي که ضرايب آن ها متناظر با اين وزن هاي بهينه اند، معلوم هستند. 
براي حرکت به سمت اين ابرصفحه با توجه به اولويت مفروض بين ورودي-خروجي​ها، بجاي تابع هدف مدل (4)، قرار مي​دهيم: 
[image: image111.wmf]1
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اگر جواب بهينه منحصربفرد بود اين جواب را به عنوان جواب بهينه​ي مسأله مي​پذيريم. در غيراين صورت، فرض مي​کنيم مجموعه جواب هاي چندگانه​ي به دست آمده مجموعه​ي
[image: image112.wmf]1
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 باشد. حال، 
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 را روي 
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، مي​نيمم مي​کنيم. مجدداً اگر جواب بهينه منحصربفرد بود حل مسأله پايان مي​پذيرد و درغيراين صورت 
[image: image115.wmf]3
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 را روي مجموعه​ي جديد جواب هاي چندگانه 
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 مي​نيمم مي​کنيم. اين روند را تا به دست آمدن جوابي منحصر بفرد يا تا وقتي که براي آخرين مورد (در اينجا براي 
[image: image117.wmf]s
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)  اين مي​نيمم سازي انجام شود، ادامه مي​دهيم.
5  مثال عددي 

جدول 1 مقادير ورودي و خروجي را براي يازده DMU نشان مي​دهد.
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جدول 1. مقادير ورودي و خروجي براي يازده DMU
PPS   ايجاد شده از DMU هاي جدول 1 در شکل1 نشان داده شده اند:
[image: image121.png]



شکل 1. نمايش موقعيت​ DMU هاي جدول 1
اگر مثال 1 را توسط فرم پوششي دو مرحله اي مدل BCC حل کنيم، DMU هاي کاراي قوي به صورت زير به دست مي آيند:
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با استفاده از الگوريتم و نمادهاي ارايه شده در [6]مي توان تمام ابرصفحه هاي سازاي قوي PPS را به دست آورد. براي اين منظور ابتدا براي هر يک از اعضاي 
[image: image123.wmf]F

مجموعه​هاي 
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 و 
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 را تعيين مي​کنيم. سپس          زير​مجموعه​هاي 
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 عضوي از 
[image: image127.wmf]F

 را با شرايط ذکر شده در الگوريتم انتخاب مي​کنيم، خواهيم داشت:
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اولين زير​مجموعه​ي 3 عضوي از F را 
[image: image140.wmf]{
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 انتخاب مي​کنيم، ابرصفحه ي ايجاد شده به صورت زير است:
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دومين زير مجموعه را به صورت 
[image: image142.wmf]{
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 انتخاب مي​کنيم، ابرصفحه ي ايجاد شده به صورت زير است:
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سومين زير​مجموعه را به صورت 
[image: image144.wmf]{
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 انتخاب مي​کنيم، ابرصفحه ي ايجاد شده به صورت زير است:
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و آخرين زير​مجموعه به صورت 
[image: image146.wmf]{
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 انتخاب مي​شود، ابرصفحه ي ايجاد شده به صورت زير است:
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معادله​ي ابر​صفحه​ها​ي قوي سازنده​ي PPS به صورت زير هستند:
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حال اگر 
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 را به عنوان DMU تحت ارزيابي انتخاب کنيم، به کمک رابطه​ي 
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 کارايي نسبي 
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 را توسط وزن​هايي که متناظر با ضرايب ابر​صفحه​هاي قوي به دست آمده هستند، به صورت زير به دست مي آوريم:
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قرار مي​دهيم:
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حال براي به دست آوردن جهت​هايي که با کمترين فاصله (الگوريتم ارايه شده در بخش 3) ، 
[image: image164.wmf]E

DMU

 را روي ابر​صفحه​اي با ضرايب متناظر با وزن​هاي بهينه براي 
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 تصوير  مي​کند، مدل زير را حل مي​کنيم:
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اگر مقادير 
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 را در مدل فوق قرار دهيم، داريم:
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مقادير
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 با استفاده از نرم افزار Lindo به صورت زير به دست مي آيند:
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قرار مي​دهيم: 
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جهت​هاي بهينه به صورت زير به دست مي آيند:
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مدل (5) جوابي متفاوت با مدل جمعي دارد. اگر مثال1 را به جاي مدل (5) با مدل جمعي (3) حل کنيم، داريم:
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با استفاده از نرم افزار Lindo به دست مي​آيد:
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اگر مثال 1 را به روش دوم (اولويت مطلق ـ روش ارايه شده در بخش 4) حل کنيم ابتدا مراحل اول تا چهارم الگوريتم بخش3 را براي اين DMU اجرا مي​کنيم. لذا هم اکنون، ابر صفحه يا ابرصفحه هايي که ضرايب آن ها متناظر با اين وزن هاي بهينه اند، معلوم هستند. فرض مي كنيم اولويت ها بترتيب  ورودي اول، ورودي دوم و خروجي باشد. براي حرکت به سمت اين ابرصفحه با توجه به اولويت مفروض بين ورودي-خروجي​ها، مدل زير را حل مي​کنيم:
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مساله داراي جواب بهينه ي چندگانه با مقدار بهينه ي تابع هدف 
[image: image189.wmf]*
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 مي باشد. 
چون جواب بهينه منحصر به فرد نيست  اولويت دوم را روي ناحيه بهينه ي مساله ي مربوط به اولويت اول اعمال مي كنيم. مساله ي زير حاصل مي شود:
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مساله داراي جواب بهينه ي چندگانه با مقدار بهينه ي تابع هدف 
[image: image191.wmf]*
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 مي باشد.
مجدداً مساله  جواب بهينه چندگانه دارد. لذا  اولويت سوم را روي ناحيه بهينه ي مساله ي مربوط به اولويت دوم اعمال مي كنيم. مساله ي حاصل شده به صورت زير مي باشد:
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كه مقدار بهينه ي تابع هدف آن 
[image: image193.wmf]*
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 مي باشد.
بنابراين با توجه اولويت ها و جواب هاي بهينه ي سه مدل فوق جهت بهينه 
[image: image194.wmf](0,3.5,2.5)
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 است. اين نشان مي دهد كه براي بهبود ورودي ها و خروجي، كه اولويت هاي بهبود بترتيب روي ورودي اول، ورودي دوم و خروجي اعمال شده است، لازم است جهت حركت
[image: image195.wmf]d

 انتخاب شود. بديهي است كه هرگونه تغيير در نوع اولويت بندي روي شاخص ها ورودي و خروجي منجر به جهت هاي ديگر ي خواهد شد. 

 6   نتيجه​گيري 
در اين مقاله روشي براي پيدا کردن جهت​ هاي بهينه معرفي شده است. با اين روش کاربر مي​تواند با حداقل تغييرات در مقادير ورودي و خروجي به مرز برسد. از طرف ديگر براي محاسبه​ي کارايي يک DMU تحت ارزيابي، وزن​هايي انتخاب مي​شوند که بيشترين کارايي را به اين DMU، اختصاص مي​دهند.

در اين مقاله دو نوع مسأله با جهت هاي بهبود دهنده​ي خاص و مجهول ارايه شده​اند. ممکن است در مسايل کاربردي اهداف ديگري نيز دنبال شوند که با روشي مشابه آنچه ارايه شد، مي توان آن جهت ها را به دست آورد. با استفاده از اين روش​ها، مي​توان بطور هدفمند به سمت مرز کارايي حرکت کرد. لذا، بعد از به دست آوردن وزن​هاي بهينه براي DMU ي مورد ارزيابي، که با محاسبه​ي ماکزيمم کارايي نسبي آن در مقايسه با ساير واحدها انجام مي گيرد، با توجه به شرايط فردي اين DMU و شرايط ويژه اي که براي کاربر اهميت دارند، به کمک جهت​هاي بهينه​ي به دست آمده براي آن، مي​توان اطلاعات جزئي تر و بيشتري از ارزيابي اين واحد به دست آورد.
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