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  ترین عملکرددبراي شناسایی واحدهاي داراي ب DEA هايسازي مدلاستوار

  
  2زاده سلجوقیفرانک حسین، 1*علی اصغر عرب مالدار

  دانشگاه سیستان و بلوچستان، گروه ریاضی کاربردي، زاهدان، ایران ،انشجوي دکتريد -1
  ، ایرانزاهدان، گروه ریاضی کاربردي، سیستان و بلوچستان، دانشگاه استادیار -2

  
 1395اسفند   20  :مقاله دیرس

  1396مرداد  8 :مقاله رشیپذ

  
  چکیده 

تـرین  را براسـاس مطلـوب   )DMU(گیرنده هر یک از واحدهاي تصمیم) DEA(ها هاي کلاسیک تحلیل پوششی دادهمدل
 DEAهـاي کلاسـیک   واقـع، مـدل   در. دهنـد واحدهاي داراي بهترین عملکرد مورد ارزیابی قـرار مـی  حالت براي شناسایی 

شـود؛  کنند و چون در این روش کارایی نسبی محاسـبه مـی  گیري میکارایی هر واحد را در مقایسه با کاراترین واحد اندازه
هـاي دیگـري وجـود    کلاسیک، مدل DEAهاي مدل در مقابل. ها روي مرز کارایی قرار داردبنابراین حداقل یکی از واحد

هـاي داراي  دهند و با تشکیل مرز ناکارایی، واحـد ترین حالت مورد ارزیابی قرار میها را براساس نامطلوبDMUدارند که 
عملکـرد  سازي استوار، دو مـدل بـراي ارزیـابی    در این مقاله با استفاده از رویکرد بهینه. کنندبدترین عملکرد را شناسایی می

DMUهـاي  دسـت آوردن واحـدهاي داراي بـدترین عملکـرد بـا داده     شود و هدف بهمی ارایهترین حالت ها تحت نامطلوب
همچنین براي تعیین واحدهاي داراي بـدترین عملکـرد، مفهـوم ابرکـارایی را بـه کـار        .باشداي میداراي عدم قطعیت و بازه

بندي مورد اطمینـان و  رتبه ارایههاي پیشنهادي در استفاده از دو مثال عددي قابلیت مدلبا  .بردیم و آن را ابرناکارایی نامیدیم
  .شناسایی واحدهاي داراي بدترین عملکرد  مورد بررسی قرار گرفته است

  
 .بندي، بدترین عملکردسازي استوار، عدم قطعیت، رتبهها، بهینهتحلیل پوششی داده: کلمات کلیدي

 
  
  مقدمه 1

متشکل از چنـدین مجموعـه    کهریزي خطی است روشی ناپارمتریک براساس برنامه) DEA( 2هادادهپوششیتحلیل
اسـتفاده   متجـانس )  DMU( 3گیرنـده  تصـمیم گیري کارایی واحـدهاي  براي اندازه هاها و خروجیيمشابه از ورود

 و کردنـد  ارایهرا   تحت بازده به مقیاس ثابت DEAمدل ] CCR( ]1( چارنز، کوپر و رودز براي اولین بار .شودمی
را  DEAهـاي  مدل. نمودند ارایهتحت بازده به مقیاس متغیر را  DEAمدل  ]BCC( ]2(4چارنز و کوپر  ،سپس بنکر

                                                             
  دار مکاتباتعهده* 

   Aliasghar.Arabmaldar@gmail.com: آدرس الکترونیکی
2 Data envelopment analysis 
3 Decision making units 
4 Banker, Charnes and Cooper 
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کلاسـیک را   DEA هـاي مـدل  .بنـدي کـرد  طبقـه  هـاي شـعاعی و غیرشـعاعی   توان به طورکلی به دو دسته مدلیم
 .حالت مـورد اسـتفاده قـرار داد    )بهترین( تریندر مطلوب  1واحدهاي داراي بهترین عملکردشناسایی توان براي  می

بنـدي  راي رتبـه ب ـ .کـارایی قـرار دارنـد   باشـند و روي مرز ی مـاکزیمم یـک مـی   داراي مقـدار کـارای  واحدهاي کارا 
توسـط  شـده   ارایـه روش  در .را پیشـنهاد کردنـد   DEAابرکـارایی در   روش] 3[اندرسن و پترسـن   ،کاراواحدهاي 

 که با حذف واحـد تحـت  دست آورند بهتر از یک  کارایی بیشتوانند مقادیرروي مرز کارایی میواحدهاي ها  آن
هاي ورشکسـته  ند بنگاه، مانهاي داراي عملکرد بدشناسایی واحد براي . شودنتیجه می از مجموعه واحدها ارزیابی

که از مرز  وجود دارد )ناکارایی( ارزیابی بدترین کاراییرویکرد مشابهی به نام  ،حالت) بدترین(ترین در نامطلوب
. کنـد ختصاص داد، استفاده میا DMUتوان به هرنسبی ممکن که میکارایی ناکارا براي تعیین بدترین مقدار تولید

   .]4[شوندعنوان ناکاراي بدبینانه معرفی میواقع شده بر مرز تولید ناکارا به  هايDMUبنابراین 
انجام گرفتـه توسـط    تحقیقاتدر  توانعملکرد را می حالت بدترین اساسبر DEAهاي بردهایی از روشرکا
بـراي اولـین بـار     ]5[بعد از آن که پارادي و همکاران  .یافت] 7[ و چن و لیو ]6[، شائو و لی ]5[ و همکاران پارادي
هاي نـادقیق توسـط   هه با دادهبراي مواج ، این مفهومکردندرا پیشنهاد ) WP-DEA( 2بدترین عملکرد DEAمفهوم 

 .توسعه دادند DEAرا براساس مرز بدترین عملکرد مدل شعاعی  ]7[سپس لیو وچن  .برده شدبه کار ]6[ لی وشائو
هـاي  را بـراي یـافتن واحـد    هـاي کمکـی  متغیـر گیري ناکارایی براساس اندازهمدلی براساس ] 8[همچنین لیو و چن 

 بـدترین عملکـرد   گیـري هـایی را بـراي انـدازه   مـدل ] 9[و آجیرلـو  عزیـزي   .دادنـد  بدترین عملکرد پیشـنهاد داراي 
وانـگ   شده توسـط  ارایههاي براساس مدلهاي نادقیق عوامل غیراختیاري و دادهدر حضور گیريواحدهاي تصمیم

 WP-DEA  در واقـع . کردنـد  ارایـه اسـت،   DEAهـاي  اي مـدل مورد بررسی کارایی بـازه  در که] 10[و همکاران 
له ارزیـابی  مسـا بـراي   روش مناسـبی این مفهـوم   .دهدن حالت مورد ارزیابی قرار میبدتری رد را هاعملکرد شرکت

 .است )مستعد ورشکستگی( هایی با بدترین عملکردشرکت به شناساییکه در آن نیاز  استگذاري ریسک سرمایه
پیشگوئی انجـام   ،بدترین عملکرد داراي هايبراي جلوگیري از ورشکستگی شرکتن تواواقع با این مفهوم می در

  .بهتري براي بهبود عملکرد این واحدها اتخاذ کردداد و تصمیمات 
قطعیـت هسـتند و بـه کـارگیري     دمشـویم کـه پارامترهـا داراي ع ـ   هایی مواجهه میدر دنیاي واقعی با موقعیت

سـازي اسـتوار   رویکرد بهینه. شودقابل اعتماد میبندي غیرمنجر به رتبه هاعیتدر این موق کلاسیک DEAهاي  مدل
. استشده پیشنهاد ]11[اولین بار توسط سویستر  ،هاي داراي عدم قطعیتریزي خطی با دادهبرنامه مسایلل براي ح

ات گرفتن تغییردر نظر ت که باها اسابی بهینه براي مقادیر اسمی دادهگیرنده به دنبال جوتحت این رویکرد، تصمیم
نشـان  ] 13و12[تـال و نمیروسـکی   -بـن . بهینه باقی بمانـد  آمده همچنان شدنی و نزدیکبه دست، جواب هاداده در

، هـاي زیـادي  روش. ییري بزرگ در جواب خواهد شـد ها باعث تغکه حتی انحرافی کوچک در محدودیت دادند
 خـود  ی که داراي عدم قطعیـت در پارامترهـاي  مسایل براي مواجهه با شود،سازي استوار نامیده میرویکرد بهینهکه 

ازي استوار سهرویکرد بهین] 16[قویی و همکاران -، و ال ]15[قویی و لبرت -ال. پیشنهاد شده است ]14[ در هستند
                                                             

1 Best-Practice 
2 Worst-practice DEA 
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] 17[برتسـیماس و سـیم   . هاي داراي عدم قطعیت بیضوي بـه کاربردنـد  ریزي خطی با مجموعهبرنامه مسایلرا براي 
د شـده بـر اثـر ایـن     وار و هزینـه  پـذیري و تعامـل بـین بـدترین وضـعیت     انعطـاف امکان دادند که روشی را پیشنهاد 
وجـود  گرفته در زمینه کارهاي انجام مروري در مورد ،ادامهدر . دهدمقدار تابع هدف را می ها برآشفتگی در داده

انـد،  انجـام شـده  سازي اسـتوار  که با استفاده از رویکرد بهینهها تحلیل پوششی دادههاي در مدل هاي غیرقطعیداده
  .آورده شده است

هـا  بنديرتبه DEAدر مدل هاي  هاي غیرقطعیکردند که با وجود داده مواردي را بررسی ،]18[وانگ و وي 
و بـا در   ]13[تـال و نمیروسـکی   -براسـاس رویکـرد بـن   آمده قابل اطمینان نیستند و سپس دستو مقادیر کارایی به

ارایـه  ی رامسایلجهه چنین ی استوار براي مواهایمدل ،هاي ورودي و خروجیدر ماهیت DEAهاي گرفتن مدلنظر
تـال و  -قطعیت در پارامترهاي خروجی و براساس رویکرد بـن با در نظرگرفتن عدم ]19[سجادي و عمرانی  .کردند

هـا از   آن. پیشـنهاد دادنـد   CCRاستوار براي فرم مضربی  DEAدو مدل   ]17[و برتسیماس و سیم  ]13[نمیروسکی 
هاي توزیع برق در ایران استفاده کردنـد و  بندي براي شرکتدست آوردن رتبههتخمین کارایی و ب این روش براي

همچنـین   ]20[سـجادي و عمرانـی   . کردنـد مقایسـه  )SFA(1دست آمده با مدل تحلیل مرز تصادفی ها نتایج بآن را ب
ــو DEAمــدل  ــا را BRDEA(2(ســترپ ت ااســتوار ب ــراي  هــايگــرفتن عــدم قطعیــت در دادهدر نظر ب خروجــی ب

محاسـبه شـده و سـپس بـا     در این روش ابتـدا مقـادیر کـارایی اسـتوار     . ارتباطی در ایران پیشنهاد دادند هاي شرکت
] 21[شـکوهی و همکـاران    .شـوند دست آمـده تصـحیح مـی   ههاي برایی و رتبه بنديکامقادیر سترپاتتکنیک بو

در  اییهاي بازهبه صورت داده ي ورودي و خروجیقطعیت را براعدمکه  کردند ارایهاستواري را  DEAهاي مدل
مـورد اسـتفاده   ایـی و فـازي   بـازه  DEAهـاي  به عنوان روشـی جـایگزین بـراي مـدل     را هاآن توانمی گرفتند ونظر
کـه مـدلی    ]13[تال و نمیروسـکی  -را براساس رویکرد بن 3ابرکاراییDEA مدل ]22[سجادي و همکاران  .دادقرار

هـاي ایـران اسـتفاده    گـاز اسـتان  هـاي بندي واحدکردند و از این روش براي رتبه ارایهباشد مخروطی درجه دوم می
هـاي توزیـع   اهـداف جـایگزین در شـرکت    تعاملی استوار براي تعیین DEAمدل  ]23[سجادي و همکاران . کردند

گـرفتن  بـا در نظر  هـاي مشـترك  براي تعیین مجموعه وزناستوار  DEAمدل  ]24[عمرانی . کردندبرق ایران معرفی
 موجـود باشـد،   هاي تحت ارزیـابی واحدله مساهاي خروجیها و قطعیت که به طور همزمان در وروديوجود عدم

تـال و  -سـازي اسـتوار بـن   س رویکرد بهینهو براسا BCCبا در نظر گرفتن مدل ] 25[چن لو -چونگ. کردندمعرفی
گرهـاي الگـوریتمی   لهـاي کـارا از عم  دو مدل استوار براي تعیین ترکیب ]17[و برتسیماس و سیم  ]13[نمیروسکی 

 هـا با فرض بازده به مقیاس ثابت مدل استوار تحلیل پوششـی داده ] 26[همچنین صلاحی و همکاران  .پیشنهاد دادند
پوششـی را پیشـنهاد کردنـد و    در فـرم   CCRهمتاي استوار مـدل   ]27[صلاحی و همکاران اخیرا نیز و  دکردن ارایه

بـراي  از رویکرد پشـنهاد شـده     سپس، .است CCRاین مدل مشابه با همتاي خوشبینانه مدل مضربی نشان دادند که 
  .هاي مشترك استفاده کردنددست آوردن وزنبه

                                                             
1 Stochastic Frontier Analysis 
2 Bootstrapped Robust Data Envelopment Analysis   
3 Super-Efficiency 
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 مضربی و پوششی براي ارزیابی ناکـارایی  هايمدل 2 در بخش .شودبندي میه مقاله به صورت زیر بخشادام
 ریاضـی جزئیـات   ،3در بخش . شده است ارایهلی مقاله اص مباحث 4و 3 هايدر بخش .کنیمرا بیان می CCRمدل 

بـراي مـدل    در بـدترین حالـت   راي ارزیـابی عملکـرد  ب ـ  ]17[براساس رویکرد برتسـیماس و سـیم    مدل استوار شده
مدلی دیگر براي ] 17[ اده از رویکرد برتسیماس و سیمبا استف  4در بخش  همچنین .شده است ارایه CCRپوششی 

قابلیت و کاربردي بودن با استفاده از نتایج عددي  5در بخش . شده است ارایه اییهاي بازهبا داده ارزیابی ناکارایی
    .شده است نشان دادههاي ناکارا در این مقاله را براي تعیین واحدشده  ارایههاي مدل

  
  اییهاي دقیق و بازهداده براي ارزیابی بدترین عملکرد CCRمدل  2

  :کسري زیر را در نظر بگیریدخطیریزيبرنامه مسالهبدترین عملکرد ریزي ریاضی فرم برنامه ارایهبراي 
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jDMUاز ام rخروجی ام وiبه ترتیب ورودي rjyو  ijxکه در آن  ( ,..., )j n1 هـا در  محـدودیت  .باشـند می

بایـد   DMUبـراي هـر   هـا  دار وروديها بـه مجمـوع وزن  دار خروجیکنند که نسبت مجموع وزنبیان می) 1(مدل 
*بهینه هاي جوابدر واقع  .تر از یک باشندبزرگ *( , )v u  هـا   وزنتـرین  آیند نامطلوبدست میهب )1(که از مدل

هـا اختصـاص   وزنتـرین  ها نـامطلوب DMUزبه هر یک ا .دهندسازي را نتیجه مینیممر حالت میدoDMU براي
توان با اسـتفاده  را می) 1(کسري ریزيمدل برنامه .باشند، متمایز میهاي متفاوتDMUد که مقادیرشان براي بایمی

  :تبدیل کرد) فرم مضربی(ریزي خطی زیر به مدل برنامه ]28[از تبدیل چارنز و کوپر 
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 و ijxهـاي  ورودي که برخـی مقـادیر  شـود اي فـرض مـی  بـازه  DEAهاي در مدل، DEAهاي اصلی برخلاف مدل
 معینی قرار دارنـد؛ یعنـی  هاي دانیم که مقادیر ورودي و خروجی در بازهمیهستند و تنها  نامعلوم rjyهاي خروجی
,L U

ij ij ijx x x     و,L U
rj rj rjy y y   شـود  مـی  و فرضباشند می ها معلومي بالا و پایین بازهها، که در آن کران

Lکه 
ijx    وL

rjy   .  
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L، )4(و ) 3(هاي در مدل

o ترین شرایط و بدترین کارایی نسبی تحت نامطلوبU
o  کـارایی نسـبی تحـت    بـدترین

L,ي کـارایی بدبینانـه   این دو مقدار بازهواقع در . دباشنترین شرایط میمطلوب U
o o    خواننـدگان  . سـازند را مـی

  .شوندارجاع داده می] 10[به وانگ و همکاران ایی بازه تر در مورد کاراییي اطلاعات بیشمند براهعلاق
 و o بـا  ترتیب به) 2(نامساوي در مدل  هايو محدودیتتساوي براي محدودیت هاي دوگان متغیر با معرفی
( ,..., ) j j n1  ،که یدآبه صورت زیر به دست میبراي ارزیابی ناکارایی واحدها  )2(دل فرم پوششی دوگان م

  :دهیمنشان می )WP-DEA(آن را با نام
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  .باشدهمواره بزرگتر از یا مساوي یک می ) 5(در مدل  *مقدار. 1قضیه

شدنی  جواب   .برهان o 1  ، o )و  1 , ,..., )   j j o j n1 از آنجایی کـه بـه   . را در نظر بگیرید
جواب بهینـه   شود کهاز این جواب شدنی نتیجه می بنابراین ،برابر یک است ازاي این جواب شدنی مقدار بهینه 

   � .باشدهمواره بزرگتر از یا مساوي با یک می) 5(مدل 
ناکـاراي  ( که مقدار بهینه یک نشان دهنده واحـدهاي ناکـارا اسـت    ذکر این نکته ضروري است) 5(در مورد مدل 

 کـاهش ناکـارایی واحـد   تر باشد به معنـاي  و هرچه این مقدار از یک بیش که روي مرز ناکارایی قرار دارند )کامل
تواننـد  بنـابراین نمـی   ؛توانند مقدار یک را بگیرندمی DMUچند ) 5(که در مدل از آنجایی .باشدمی تحت ارزیابی

شـده توسـط اندرسـن و     از روش پیشنهاد در اینجا  این مشکل، بربراي غلبه  .کنندبنديواحدها را به طور کامل رتبه
در این مقاله این مفهـوم  . کنیمهاي کارایی که منجر به مفهوم ابرکارایی شده است استفاده میبراي مدل] 3[پترسن 

از مجموعـه  مدل با حذف واحـد تحـت ارزیـابی     ناز ایمقدار ناکارایی . نامیمابرناکارایی میناکارایی را  براي مدل
  :شودحاصل به صورت زیر نتیجه میمدل . آیددست میبهواحدها 
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معرفـی   انـد، نتیجـه شـده   )5(از مـدل   روي مرز ناکارایی قرار دارند و بندي واحدهاي ناکارا کهبراي رتبه) 6(مدل  
تـر هسـتند و بـراي واحـدهاي روي     کـم ) 5(مدل از مقادیر ناکارایی ) 6(مقادیر ناکارایی حاصل از مدل  .شده است

  .شوندتر از یک میکم) 6(مقدار ناکارایی  با استفاده از مدل   ،کارایینامرز 
بـا دو ورودي و یـک    عددي عملکرد از یک مثال نمرز بهترین عملکرد و بدتریبراي نشان دادن تفاوت بین 

   .کنیمت استفاده میگرفته شده اس] 8[و از  آمده است 1هاي آن در جدول که دادهخروجی 
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 هاي مثالداده .1 جدول
DMU هاشاخص  نماد  

H  G  F  E  D  C  B  A      
3  6  4  1  4  8  7  4  x1  1ورودي  
5  3  6  5  2  1  3  3  x2  2ورودي  
1  1  1  1  1  1  1  1  y  خروجی  

 
، C هايبراساس مرز بهترین عملکـرد واحـد   .اندنشان داده شده 1 شکلملکرد در مرز بهترین عملکرد و بدترین ع

D وE و )خـط نقطـه چـین   (وندش ـکارا تشخیص داده مـی  هايواحدبه عنوان  ،دهندتشکیل میکه مرز کارایی را 
براساس مـرز بـدترین   همچنین . تري دارند، کارایی کمدر مقایسه با واحدهاي کارا HوA،B،F،G واحدهاي

،A هـاي DMU و) خط توپر(دهند اکارا، مرز ناکارایی را تشکیل میهاي نبه عنوان واحد Fو B،C عملکرد
D،E،GوH  دارند تريکارایی بیش.    

      
  1 هاي جدولبراي داده مرز بهترین و بدترین عملکرد. 1 شکل

  
هایی را در بخش بعدي مدل. آن قطعی هستند هايباشند که دادهی میمسایلشده در این بخش براي  ارایههاي مدل
بـراي   .وجود دارند عدم قطعیت پارامترهاي داراي ها که درآنرا دارند  یمسایلکنیم که قابلیت برخورد با می ارایه

 ]17[شـده توسـط برتسـیماس و سـیم      ارایـه ریـزي خطـی   برنامـه  مسـایل سازي استوار براي بهینه رویکرد این کار از
  .کنیماستفاده می

  
 DEA پوششی مدل  براي ارزیابی بدترین عملکرد سازي استواربهینه 3

وiJ فـرض کنیـد  . دهـیم مـی  ارایه ]17[وسیم  ر اساس رویکرد برتسیماسرا ب) 5(همتاي استوار مدل در این بخش 
rJ مجموعه ضرائب  به ترتیب)ii J(ijx و )rr J(rjyورودي و خروجی در مـدل  هاي متناظر با محدودیت
,هـاي ورودي و خروجـی   یعنـی داده  ؛هسـتند  قطعیتشند که داراي عدماب )3( ( , , )ij rj i rx y i r J J    کـه در آن

 ˆ|i ijJ i x    و ˆ|r rjJ r y   ،با میـانگین معـادل    و مقادیر خود را براساس توزیعی متقارن می باشند
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ˆ هـاي بـه ترتیـب در بـازه    ijyو  ijxبا مقادیر اسمی  ˆ,ij ij ij ij ijx x x x x      وˆ ˆ,rj rj rj rj rjy y y y y     
، متغیـر تصـادفی   )rjy(یـا   ijx هـاي داراي عـدم قطعیـت   متناظر بـا داده  .کننداختیار می  ˆ/ij ij ij ijx x x     یـا
 rj قـرار   ]-1،1[ي ه مقادیرشـان در بـازه  کنیم ک ـمی تعریفکنند یعی نامعلوم اما متقارن پیروي میرا که از توز

i,...,هر یک از براي  .دارد m1 ) یا, ...,r s1  (هايپارامترi  یا)'
r ( ه لزومـا صـحیح نیسـتند را معرفـی     ک

بازه ها در  که مقدار آن کنیممی ,| |iJ   یا  , | |rJ ایده معرفی .قرار دارندi)'
r   (  این است که اغلـب

مـورد نظـر    بـدترین مقـدار خـود را در بـازه     بـه طـور همزمـان    غیرممکن است که همه ضرائب داراي عدم قطعیت
]حداکثر به تعداد پارامترهاي داراي عدم قطعیت  محدودیت متناظر،تا در بهتراستبگیرند،  ]i  )'[ ]r  (  بدترین

)ˆ، به مقدار tپارامتر، مثلا  یک وخود را بگیرند مقدار  [ ])i i itx     یا ' ' ˆ( [ ])r r rty    در  کـه  ،تغییر کنـد
]آن  هـا   هـا و خروجـی  اي از وروديیرمجموعـه زبه عبارت دیگر تنها نیـاز اسـت کـه     .به معناي جزصحیح است [

این بـا  بنـابر  .دهدجواب موثري را نتیجه ] 17[کنند تا جواب استوار بهینه تعریف شده توسط برتسیماس و سیم تغییر
را بـه صـورت    )5(توان مدل می ،]17[برتسیماس و سیم  سازي استوار معرفی شده توسطش بهینهدر نظر گرفتن رو
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  :شودبه صورت زیر نوشته می )8(رابطه  iو با فرض صحیح بودن 

)9(         | ,| | ˆ ˆ( , , ) Max ( )
i i i i i

i

i i j ij o o ioS S J S
j o S
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هـاي خروجـی   ي محـدودیت برا را توان تابع محافظتبه طور مشابه می .شودتابع محافظت شناخته می به عنوانکه 
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iذکر این نکته ضروري است که اگر     آنگاه( , , )i i   λ   همچنـین اگـر،    .شودنتیجه می )5( مدل و
| |i iJ  کاري در مقابل پارامترهاي عدم قطعیـت را داریـم کـه معـادل بـا روش سویسـتر      آنگاه حداکثر محافظه 

]بنابراین با تغییر  ،است ]11[ ,| |]i iJ   ،توسط برتسیماس و سـیم   پیشنهاد شده در واقع انعطاف پذیري روش
یـک  ) 7(له توجـه داریـم کـه مسـا     .توان تنظـیم کـرد  می در مقابل عدم قطعیت راله جواب مسا براي محافظت ]17[

 ریـزي له برنامـه تـوان بـه یـک مسـا    را می) 7(له که مسادهد قضیه زیر نشان می. باشدخطی میریزي غیرله برنامهمسا
  .کردخطی تبدیل

 
  :باشدخطی زیر میله برنامه ریزيمعادل با مسا) 7(مدل   .2قضیه
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1
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,                ,..., ,
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, , ,      
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io o o io

ro o ro

j ro io

m
p q y r s j n j o

p q y r s
i m
r s




   
  

  

    

  
    

    


1 1
1
1

1 1


' '

           ,..., , ,..., , ,...,

, , , ,               ,..., , ,..., , ,...,i r ij rj

i m r s j n

p p q q i m r s j n

  

   

1 1 1
1 1 1

  

    
بـراي  . گیـریم را در نظر مـی ) 7(مدل  ها را درهاي متناظر با وروديمحدودیت ،بدون از دست دادن کلیت. برهان

*تابع ،  *و  *بردارهاي معلوم  *( , , )i i λ θ ریـزي خطـی زیـر    له برنامـه دف مسـا معادل با تابع ه )8(در مدل
 :باشدمی
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)11(  

  

* * * * *ˆ ˆ( , , ) | || | | ( ) || |
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| | | | , ,..., ,

| | ,                     ,..., , ,..., , ,
| | ,                    ,..., ,
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i

i

i i ij j ij io o o io
j o J

ij io i
j o J

ij

io

ij

Max x x

s t
i m

i m j n j o
i m

       

 






 

 

   

   

   

 




 1

1 1 1
1 1
        ,..., , ,..., .i m j n 1 1

  

   
یعنی  ؛)11(بهینه مدل  زیرا مقدار جواب * *, , ,ij io i j o      شـامل i     و یـک متغیـر بـا     1متغیـر بـا مقـدار

مقدار  i i   از زیرمجموعـه باشد و این معادل با انتخاب می { }| ,| | , \i i i i i i i i iS t S J S t J S     
   .با تابع هدف متناظر زیر است

      ˆ ˆ ˆ ˆ[ ] ( ) [ ] ( )
i i

i

j ij i i t it o o io i i o o io
j o S

x x x x     
 

            

)،ip کنیدحال فرض )ijq j o  وioq مدل  و سوم دوم ،هاي اولبه ترتیب متغیرهاي دوگان متناظر با محدودیت
  :آیددست میهبه صورت زیر ب )11(خطی ریزيله برنامهدوگان مسا مساله .باشند  )11(

  
  
)12(  

  *

* *

. .
ˆ | |,              ,..., , ,..., , ,

ˆ | ( ) |, ,..., ,
, ,                      ,..., , ,..., ,
,                

n n

i i ij io i i ij
j j
j o

i ij ij j

i io io o o

i ij

j

Min p q q p q

s t
p q x i m j n j o

p q x i m
p q i m j n



 



 


     

    

   

   



 
1 1

1 1
1
1 1 

          ,..., .j n 1

  

j ،jکهاز آنجایی ،)12(مدل  محدودیت اولدر  ، همچنـین   .را برداشت مطلق توان علامت قدربنابراین می
|براي حذف قدر مطلق از تغییر ) 12(در محدودیت دوم مدل  ( ) |o o io      بـا   در نتیجـه، . کنـیم اسـتفاده مـی

براي هر ) 11(مدل از آنجایی که  و دوگانیتوجه به قضیه قوي  ,| |i iJ      بنـابراین   شـدنی و کرانـدار اسـت
بنابراین تـابع    .باشدها برابر میو مقدار تابع هدف آن نیز شدنی و کراندار است  ،)12(یعنی مدل  له دوگان آن،مسا

* *( , , )i i λ θ 7(خطـی  در مدل غیر) 12(خطی با جایگزینی مدل .است) 12(له دوگان معادل با تابع هدف مسا( 
کـه مـدل   )10(خطـی  ریـزي برنامـه  مسـاله  ،)7(مـدل   هـاي خروجیبا هاي متناظر روندي مشابه براي محدودیت و با

  . آیددست میهب )WP-DEA-BS(1می باشد ] 17[براساس رویکرد برتسیماس و سیم  بدترین عملکردارزیابی 
*یعنی ؛ ) 10(جواب بهینه مدل . 3قضیه 

R باشدمی بزرگتر از یا مساوي یک.  

                                                             
1 Worst-Practice-DEA-Bertsimas and Sim 
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)'را به صـورت  ) 10(جواب شدنی مدل . برهان , , , , ) ( , , , , )     o o p q q 1 jو  1 oλ =     در نظـر بگیریـد .
بنابراین جواب  باشد؛سازي میله از نوع ماکزیممقدار تابع هدف برابر یک است و مساچون براي این نقطه شدنی م

  .باشدتر یا مساوي یک میبزرگهمواره ) 10(بهینه مدل 
  iهمچنـین  و  هلهاي مسـا ي اضافه شده به محدودیتمتغیرها )10(پیشنهادي که در مدل از آنجایی همچنین 
اما در  ؛سازي استله ماکزیممساچون م و خواهد شد ترله کوچکبنابراین فضاي شدنی مسا ؛هستند همگی نامنفی

iاگـر  همچنـین  .خواهـد شـد   )5(له یا مساوي بـا مسـا   ترکمله جدیدجواب مسا بدترین حالت، بنابراین     مـدل
   .یابدکاهش می میزان کارایی iبا افزایش شود ومی )5(تبدیل به مدل ) 10(

گیرنـد و  بندي واحدهاي ناکارا کـه روي مـرز ناکـارایی قـرار مـی     براي رتبه ،در این مقاله باید اشاره شود که
براي بررسی تحلیل حساسیت ناکارایی واحدها بـا اسـتفاده از مـدل     همچنین باشند ویک میداراي مقدار ناکارایی 

صـورت کـه مـدل     بـه ایـن   .کنـیم اسـتفاده مـی  ] 3[اندرسـن و پترسـن    بندي کامـل واحـدها از رویکـرد   و رتبه )10(
یـابی از مجموعـه واحـدها    که با حذف واحد تحـت ارز  )WP-DEA-BS( )10(مدل  حاصل از استوار ابرناکارایی

  .کنیمگذاري مینام WP-SDEA-BS دهیم و آن را با مورد استفاده قرار می آید  دست میبه
  
 ايهاي بازهبا داده DEAارزیابی بدترین عملکرد  برايسازي استوار بهینه 4

 ارایهو ایده به کار گرفته شده در مدل ] 17[سازي استوار برتسیماس و سیم با استفاده از رویکرد بهینهدر این بخش 
هـاي داراي عـدم قطعیـت    ا دادهب ـ DEAهـاي  که براي ارزیابی کارایی مدل ،]21[شده توسط شکوهی و همکاران 

را در نظـر بگیریـد و    jDMU. کنـیم مـی  ارایـه  ،باشـد می براي ارزیابی بدترین عملکرد مدلی جدید است، اییبازه
xفرض کنید 

jJ  وy
jJ علاوه بـراین   .هاي نادقیق هستندها و خروجیهاي مقادیر وروديبه ترتیب اندیس مجموعه

xپارامترهاي 
j  وy

j  هـاي  شـود مقـادیر خـود را در بـازه    در نظـر بگیریـد کـه فـرض مـی     که لزوما صحیح نیستند
,کراندار  x

jJ    و, y
jJ   نقـش پارامترهـاي    .عدد اصلی یک مجموعه اسـت  .که در آن،  کننداختیار می

x
j  وy

j ، اسـت  نامحتمل قع، وا در. باشدمی قطعیت در مقابل عدممدل پیشنهاد شده جواب  پذیريفانعطاتنظیم
قطعیت هاي نادقیق یا داراي عدمها و خروجیکه همه ورودي ,x y

j ji J r J  ،بلکه به طور همزمان تغییرکنند 
xدر مقابل تغییـرات همـه ترکیبـات    تمایل به این است که 

j    وy
j    تغییـرات در  وxt jx  وyt jy    بـه ترتیـب

توســط   x y
j j

x y U L
j j t j t j

x x      و  y y
j j

y y U L
j j t j t j

y y     ــا در نظرگــرفتن  آن .محافظــت شــود گــاه ب
  :، مدل زیر را داریم)3(براي مدل ] 17[سازي استوار برتسیماس و سیم رویکرد بهینه
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L y

o r ro p
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U L x y
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Min u y

s t

v x u y j n

v x

u v r s i m
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


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

 

    

 
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

 



1

1 1

1

1

1

1 1





  

  
براي معرفی  سازي استواراز رویکرد بهینه ,x x

j jx   و ,x y
j jy   ایی کران پایین ناکارازتا  کنیماستفاده می

قطعیـت  هاي عـدم ها در مقابل دادهبه عبارت دیگر، این متغیرها از محدودیت .کنیمبه کران بالاي ناکارایی حرکت
  :اگر. دارندمیکنند و آنها را شدنی نگه محافظت می

      | ,| | , \y y y y y y y y y y
j j j j j j j j j jC S t S J S t J S       

  :آنگاه

       , y y yy j j jyj
j

y y U L y y U L
j j r rj rj j j t t j t jC r S

y Max u y y u y y   


         
  
 

  :واگر

 
  | , | | , \x x x x x x x x x x

j j j j j j j j j jC S t S J S t J S       

  :آنگاه

       , x x xx j j jxj
j

x x U L x x U L
j j i ij ij j j t t j t jC i S

y Max v x x v x x   


         
  
 

  
ــر  yاگـ

j    وx
j    ــاه آنگـ ,y y

j jy     و ,x x
j jx    . ــدودیت ــابراین، محـ ــايبنـ ــا ) 12(هـ بـ

|طورمشـابه، وقتـی   و بـه ) کـران پـایین  (معـادل هسـتند   ) 3(هـاي مـدل   محدودیت |x x
j jJ   و| |y y

j jJ    آنگـاه

   , 


 
s

y y U L
j j r rj rj

r
y u y y

1
و     , 



 
s

x x U L
j j i ij ij

r
x v x x

1
ــا طــوري کــه محــدودیت،  هــا معــادل ب

له مسـا ] 17[یماس و سـیم  سازي استوار برتس ـاستفاده از رویکرد بهینه با .هستند) کران بالا) (4(هاي مدل محدودیت
  :شودمیهاي خطی زیر تبدیل اي با محدودیتلهبه مسا )12(غیرخطی 
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)14(  

   
 

, , ,

 
   

     

  

  



    



m s s m
U L y y x x

i ij r rj j j j j rj ij
i r r i

y U L
j rj r rj rj

x U L
j ij i ij ij

x y
j j ij rj

v x u y z z p q

z p u y y

z q v x x

z z q p

1 1 1 1

  

                                                                            
گی، بـا جـایگزینی   بـراي کـاهش پیچیـد    .کنندتغییر می) 12(ها و تابع هدف در مدل مشابه، دیگر محدودیتطوربه

( ,..., )  x y
j j jz z z j n1  و تعریف( ,..., )    x y

j j j j n1  و با فرض اینکه,j j  ،   در واقع
سطح محافظت  گیرنده براي تعیینبه دخالت تصمیم j به عـلاوه، محـدودیت   . نیاز نداریمx y

o o     بـه
xاضافه شده است کـه   )14(این دلیل به مدل 

o  وy
o  هـا و  وروديهـایی هسـتند کـه بـه سـطح محافظـت       پـارامتر

کنند و در نتیجه سطح کلی محافظت در مقابل آشفتگی اشاره می DMUها براي هر خروجی     باید با مجمـوع
x
o  وy

oهاي محدودیت همچنین،. برابر باشدx
o m   وy

o s  به این علت که ترتیب بهx
o  وy

oتوانند  نمی
 DEAمـدل  درنتیجـه،   .]21[ انـد اضـافه شـده  ) 14(تر باشند به مدل هاي نادقیق بزرگها و خروجیورودي تعداد از

  :شودبندي میبه صورت زیر مدل) WP-RDEA(] 17[بدترین عملکرد براساس رویکرد برتسیماس و سیم 
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 کاربرديمثال 5
را  4و 3هـاي  هـاي پیشـنهاد شـده در بخـش    مـدل  بودن کاربرديستفاده از دو مثال عددي قابلیت ودر این بخش با ا

  .ها استفاده شده استبراي حل مدل GAMS1براي این هدف، از نرم افزار  .دهیمنشان می
                                                             

1 General Algebraic Modeling Systems 
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 بردي بـودن مـدل  رکـا  اسـت شـده گرفته] 29[با یک مثال عددي از صنعت بانکداري که از در این بخش . 1مثال 
مـالی   هـاي از گـزارش  لهي مسـا هـا داده .دهیمرا نشان می 3در بخش  پیشنهاد شده )10( ابرناکارایی حاصل از مدل

بـه صـورت زیـر تعریـف      کـه  سه خروجی اسـت  داراي سه ورودي و و باشدهاي تایوان میکدست آمده از بان هب
  :شوند یم

                         هاي غیربهره هزینه:  x3                      هاي بهرهنههزی:  x2            کل سپرده:  x1             :هاورودي
  بهرهدرآمد حاصل از غیر:  y3درآمد حاصل از بهره             :   y2             کل وام   : y1            :هاخروجی

در . اندته کنار گذاشته شدههاي ورشکساز طرف دولت به عنوان بانک  8و  23هاي بانک تجاري، بانک 24این از 
      .دهیمین انتخاب را مورد بررسی قرار میشده در این مقاله صحت ا ارایههاي با استفاده از مدل 2ولجد

واحـد تحـت ارزیـابی از مجموعـه     کـه بـا حـذف     ،)WP-SDEA-BS(ابرناکـارایی   براي به کارگیري مـدل  
ijˆ  کنیمفرض می ،شودنتیجه می )10( از مدل واحدها ij ijx x  وˆij rj ijy y ، که در آنij وrj ترتیـب   به

له جـواب مسـا  . باشـند ام مـی jام متنـاظر بـا واحـد تحـت ارزیـابی     rو خروجـی ام iمقادیر آشفتگی بـراي ورودي 
دسـت  همچنین بـراي بـه  . دست آورداي بهکنندهافزار حلتوان با هر نرمرا می )WP-SDEA-BS(خطی ریزي برنامه

i آوردن   r توان از رابطه زیر استفاده کردمناسب، می :  
   , ,

    i r i re n11 1   
قطعیــت در هــر تعــداد کــل پارامترهــاي داراي عــدم nتوزیــع تجمعــی متغیــر اســتاندارد گاوســی،   کــه درآن 

بـراي   ]).17[برتسـیماس و سـیم   (احتمال انحراف از محدودیت متناظر ورودي یا خروجـی هسـتند   eمحدودیت و 
150nمثال اگر    0/0 5وie   در محدودیت ،iآنگاه  ،ام باشندi   قـرار داده شـود    08/21حداقل باید برابـر .

باشند، لازم است که حداکثر محافظـت را  قطعیت آن کم میهایی که تعداد پارامترهاي داراي عدمبراي محدویت
بـراي مـورد مطالعـه در ایـن مقالـه چـون        .باشـد می] 11[ها اعمال کنیم که معادل با روش سویستر براي محدودیت

-بنـابراین حـداکثر حفاظـت در مقابـل عـدم     باشـد،  ها کم میها و خروجیبراي هر دو ورودي هاتعداد محدودیت

3i عنـی، ی گیـریم، هـا را در نظـر مـی   قطعیت در داده r    .     یـافتن  له و همچنـین بـراي تحلیـل حساسـیت مسـا
ijآشفتگی ناکاراترین واحدها، مقادیر rj       در نظر گرفتـه و مقـادیر ناکـارایی و     05/0و  01/0را برابر

  .ایمدست آوردهتا نهم به هاي پنجمبندي متناظر را در ستونرتبه
و ) WP-DEA) (5(هاي دوم و سوم به ترتیب نتایج حاصل از مقادیر مـدل ناکـارایی   و در ستون 2در جدول 

داراي  23و  8، 7، 6، 5هـاي  شـود واحـد  طـور کـه ملاحظـه مـی    همان. کنیمبندي حاصل از آنها را مشاهده میرتبه
باشد، بنابراین با مـدل  باشند که به معناي ناکارا بودن این واحدها نسبت به بقیه واحدها میمقدار ناکارایی واحد می

ها رین واحدبراي تعیین ناکارات. باشدهاي دیگري نیاز میها نیستیم و به روشقادر به تشخیص ناکاراترین واحد) 5(
واحـدها را مـورد ارزیـابی    ) WP-SDEA) (6(هاي تحت ارزیابی، ابتدا با استفاده از مدل ابرناکـارایی  از میان واحد

شود یا همان طور که ملاحظه می. استآورده شده 2هاي چهارم و پنجم جدولدهیم که نتایج آن در ستونقرار می
همچنین بـراي بررسـی تحلیـل حساسـیت واحـدهاي      . باشیمواحدها می بندي کاملقادر به رتبه) 6(مدل  استفاده از
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مسـاله در نظـر   هـاي  باشـند، مقـداري آشـفتگی و عـدم قطعیـت  در داده     هـا مـی  تحت ارزیابی، که در اینجـا بانـک  
بـه ارزیـابی ناکـارایی    ) WP-SDEA-BS(، یعنـی  )10(گیریم و با استفاده از مـدل ابرناکـارایی حاصـل از مـدل      می

از نتـایج بـه   . نشان داده شده اسـت  2هاي ششم تا نهم جدولنتایج حاصل از این مدل در ستون. پردازیممیواحدها 
هاي داراي بدترین عملکرد را بـه طـور   توان واحدشود با استفاده از این مدل میآمده همان طور که دیده میدست

. باشـند کـارایی مـی  نتظـار داشـتیم داراي بـدترین   همانطور که از قبـل ا  23و  8هاي کامل تعیین کرد، در اینجا واحد
  .کندهمچنین در این مثال با افزایش میزان آشفتگی مقدار میانگین ناکارایی کاهش پیدا می

  
 )10(حاصل از مدل   )WP-SDEA-BS(و  مدل ابرناکارایی ) WP-SDEA) (6(، مدل ) WP-DEA) (5(بررسی نتایج مدل  .2جدول 

  رتبه WP-SDEA-BS    رتبه    WP-SDEA-BS  رتبه   WP-SDEA  رتبه    WP-DEA  بانک
            )01/0ε = (       )05/0ε = (    
    ناکارایی        ناکارایی      ناکارایی      ناکارایی  
1  176/1    6  176/1    6  152/1    6    074/1  6  
2  155/1    7  155/1    7  132/1    7    068/1  7  
3  130/1    10  130/1    10  107/1    10    042/1  9  
4  227/1    2  227/1    2  200/1    2    112/1  2  
5  1    20  914/0    20  894/0    20    832/0  20  
6  1    20  904/0    21  884/0    21    809/0  21  
7  1    20  860/0    22  842/0    22    769/0  22  
8  1    20  851/0    23  832/0    23    760/0  23  
9  028/1    17  028/1    17  007/1    17    927/0  19  
10  222/1    3  222/1    3  195/1    4    111/1  3  
11  084/1    13  084/1    13  062/1    13    997/0  13  
12  027/1    18  027/1    18  006/1    18    929/0  17  
13  112/1    11  112/1    11  090/1    11    026/1  11  
14  043/1    16  043/1    16  022/1    16    943/0  16  
15  103/1    12  103/1    12  080/1    12    999/0  12  
16  068/1    15  068/1    15  046/1    15    974/0  15  
17  221/1    4  221/1    4  196/1    3    104/1  4  
18  193/1    5  193/1    5  169/1    5    093/1  5  
19  135/1    8  135/1    8  112/1    8    043/1  8  
20  015/1    19  015/1    19  994/0    19    928/0  18  
21  073/1    14  073/1    14  051/1    14    989/0  14  
22  311/1    1  311/1    1  282/1    1    177/1  1  
23  1    20  426/0    24  415/0    24    373/0  24  
24  134/1    9  134/1    9  111/1    9    030/1  10  
                          

    962/0        036/1      058/1      102/1  میانگین
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کـه   DMUsگیـري عملکـرد هفـت    کـه بـراي انـدازه    ]10[نـگ  توسـط وا له معرفی شـده  در این مثال مسا. 2مثال 
 هاروجیله شامل سرمایه و کارگر و خها مساروديو .گیریمرا در نظر میداده شده است  1هاي آن در جدول  داده

  .باشندمقدار تولید ناخالص می شامل
  

  DMUاي هفت هایی بازههاي بازه ایی و کاراییمجموعه داده .3 جدول
DMU بازه کارایی  خروجی    هاورودي  

  مقدار تولید ناخالص    کارگر  سرمایه  
1  ]621755،564403[  ]743281،674111[    ]866063،806549[  ]1834/1،0000/1[  
2  ]669665،614371[  ]742345،685943[    ]985424،917507[  ]2763/1 ،0937/1[  
3  ]798428،762203[  ]805677،762207[    ]1195562،117142[  ]3104/1،1643/1[  
4  ]937044،862016[  ]846496،779894[    ]1261031،1206179[  ]2740/1،1217/1[  
5  ]1082662،1016898[  ]877137،799714[    ]1462543،1381315[  ]3224/1،1601/1[  
6  ]1267970،1164350[  ]889416،807172[    ]1652787،1467679[  ]3651/1 ،1313/1[  
7  ]1816008،1731916[  ]895746،818090[    ]1812655،1702249[  ]1166/1،0000/1[  

  
 دو ورودي داراي عدم قطعیت و یک خروجی داراي عدم قطعیت وجود دارد به این دلیل که در این مثال

تواند در بازه  می , 3 را براي مقادیر متفاوت) 15(مدل  .دکنتغییر  سپس، . کنیمحل می 1/0و با طول هر گام
انجام ] 9[عزیزي و آجیرلو شده توسط له و روش پیشنهادپیشنهاد شده در این مقا WP-RDEAاي بین مقایسه

L,ایی بازه کاراییمقادیر .دهیم می U
o o     اندداده شده  3 در جدول) 4(و ) 3(هاي با استفاده از مدل.  

نشـان   4طـور کـه در جـدول     همان. بریمبه کار می 2را براي مثال 4در بخش ) 15(شنهاد شده مدل پ در ادامه
داده شده است، هنگامی که    ،دست آمده مقادیر کارایی بهDMUمقـادیر کـارایی  کران پایین ها تقریبا برابر 

3وقتی از طرف دیگر، . باشدمی) 3(مدل  دسـت آمـده از روش پیشـنهاد شـده در ایـن مقالـه       هاي بـه ، کارایی
قالـه  شـده در ایـن م   ارایـه بـا اسـتفاده از روش    .است) 4(نتیجه شده از مدل تقریبا مشابه کران بالاي مقادیر کارایی 

د شـده توسـط   ا، در حالی کـه روش پیشـنه  امتحان کندها را براي هر گاما DMUبندي تواند رتبهگیرنده میتصمیم
از مقدارکران پایین کارایی ] 9[آجیرلو عزیزي و  Lo  کران بـالاي کـارایی   و U

o    بنـدي واحـدها   بـراي رتبـه
   .کنداستفاده می

  
  کارگیري و پیشنهاد براي ادامهنتیجه 6

دو مـدل بـراي ارزیـابی ناکـارایی     ] 17[سـازي اسـتوار برتسـیماس و سـیم     در این مقاله، با استفاده از رویکـرد بهینـه  
تـوان تـاثیر   شـده مـی   ارایـه هـاي  با اسـتفاده از مـدل  . کردیم ارایهو تعیین واحدهاي ناکارا  گیرنده تصمیمواحدهاي 

نسبت به ها کرد و با تحلیل حساسیت دادههاي مساله را بررسیها و خروجیوجود همزمان عدم قطعیت در ورودي
همچنـین بـا اسـتفاده از مثـال عـددي      . دسـت آورد تـري را بـه  بنـدي قابـل اطمینـان   آشفتگی، مقادیر ناکارایی و رتبه

هـاي دیگـر   تـوان بـراي مـدل   از ایده به کار رفته در این مقاله می. کاربردي بودن و دقیق بودن روش را نشان دادیم
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DEA هـاي دیگـري کـه قابلیـت مواجهـه بـا       کـرد و مـدل  ها استفادهیگیري مبتنی بر کمکمانند مدل راسل و اندازه
  .کردارایهها را دارا باشند، قطعیت در دادهوجود عدم

 
 WP-RDEAبا استفاده از   گاما براي سطوح مختلف DMUکارایی هفت  .4 جدول

              DMU    Gamma 

  7  6  5  4  3  2  1      
  0000/1  1322/1  1615/1  1228/1  1657/1  0945/1  0000/1    0  
  0038/1  1383/1  1651/1  1277/1  1693/1  0997/1  0061/1    1./  
  0068/1  1463/1  1711/1  1347/1  1753/1  1037/1  0111/1    2./  
  0098/1  1553/1  1751/1  1387/1  1823/1  1087/1  0181/1    3./  
  0138/1  1613/1  1811/1  1427/1  1863/1  1157/1  0231/1    4./  
  0188/1  1683/1  1861/1  1477/1  1913/1  1197/1  0311/1    5./  
  0208/1  1753/1  1911/1  1517/1  1953/1  1247/1  0351/1    6./  
  0248/1  1813/1  1971/1  1577/1  2003/1  1307/1  0401/1    7./  
  0278/1  1903/1  2011/1  1627/1  2063/1  1367/1  0461/1    8./  
  0318/1  1963/1  2061/1  1697/1  2103/1  1437/1  0531/1    9./  
  0338/1  2013/1  2121/1  1747/1  2163/1  1477/1  0591/1    1  
  0348/1  2083/1  2161/1  1787/1  2193/1  1537/1  0631/1    1/1  
  0388/1  2163/1  2231/1  1837/1  2233/1  1587/1  0681/1    2/1  
  0418/1  2233/1  2311/1  1897/1  2293/1  1657/1  0761/1    3/1  
  0438/1  2283/1  2361/1  1937/1  2343/1  1727/1  0831/1    4/1  
  0478/1  2353/1  2451/1  2017/1  2383/1  1767/1  0871/1    5/1  
  0498/1  2433/1  2521/1  2047/1  2433/1  1827/1  0941/1    6/1  
  0518/1  2483/1  2581/1  2097/1  2503/1  1877/1  1001/1    7/1  
  0528/1  2553/1  2631/1  2137/1  2543/1  1886/1  1071/1    8/1  
  0558/1  2623/1  2681/1  2197/1  2603/1  1966/1  1111/1    9/1  
  0608/1  2703/1  2721/1  2227/1  2653/1  2016/1  1171/1    2  
  0658/1  2793/1  2781/1  2267/1  2703/1  2086/1  1231/1    1/2  
  0718/1  2883/1  2831/1  2327/1  2743/1  2136/1  1301/1    2/2  
  0778/1  2973/1  2871/1  2367/1  2773/1  2216/1  1381/1    3/2  
  0828/1  3063/1  2921/1  2427/1  2823/1  2276/1  1461/1    4/2  
  0868/1  3143/1  2961/1  2467/1  2863/1  2366/1  1531/1    5/2  
  0918/1  3233/1  3021/1  2517/1  2933/1  2456/1  1601/1    6/2  
  0978/1  3323/1  3071/1  2567/1  2963/1  2536/1  1641/1    7/2  
  1038/1  3413/1  3111/1  2627/1  3013/1  2566/1  1691/1    8/2  
  1098/1  3503/1  3171/1  2677/1  1.3063  2646/1  1771/1    9/2  
  1186/1  3732/1  3321/1  2841/1  3203/1  2763/1  1851/1    3  
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