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   هاي نادقيقهاي ترتيبي در تحليل پوششي دادهبا داده APابركاراييمدل 

  )يجنوب بررسي مراكز خدمات مخابراتي كره: يك مطالعه موردي(

  
   3، علي ثامري پور2، مهدي كرمي خرم آبادي1*محمد خدابخشي

 تهران، ايران ،گروه رياضي كاربردي ،دانشگاه شهيد بهشتي، دانشيار -1

  ،خرم آباد، ايرانگروه رياضي ، دانشگاه لرستان، دانشجوي كارشناسي ارشد -2

  خرم آباد، ايران ،گروه رياضي، دانشگاه لرستان ،دانشيار -3
  

   1393دي  20:رسيد مقاله

  1394خرداد  5: پذيرش مقاله

  

  چكيده

هاي ابركارايي كلاسيك ارايه شده است، تاكنون روشهاي هاي متفاوتي از ابركارايي در تحليل پوششي دادهاگر چه روش

در اين مقاله يك . نشده استباشد بررسي هاي نادقيق ميهاي ترتيبي كه يكي از انواع دادهكلاسيك در تحليل پوششي داده

)هـاي نـادقيق  مدل ابركارايي كلاسيك در تحليل پوششي داده )IDEA   بـا فـرض نـادقيق بـودن      واقـع در . شـود مـي بررسـي

)هاي ورودي و خروجي، مدل نادقيق مربوطـه  داده )AP   بـراي حـل مـدل حاصـل، معـادل قطعـي آن را       ، را تعريـف نمـوده

هـاي  سـازي داده باشـد بـا اسـتفاده از روش دقيـق    خطـي مـي  براي راحتي كار معادل قطعي مدل را كه غير. آوريمدست مي به

كنيم و سپس با اقتباس از روش دسپوتيس و اي تبديل مي، به يك مدل بازه)هاي دقيقهاي ترتيبي به دادهيل دادهتبد(ترتيبي 

با حل آن تحـت بهتـرين شـرايط و بـدترين شـرايط يـك        ،ريزي خطي تبديل نمودهاسميرليس مدل حاصل را به يك برنامه

  . دست آمده در آن بازه قرار داردآوريم كه مقدار بهينه به اي به دست ميجواب بهينه بازه

  

  .هاي نادقيقاي، دادههاي بازههاي ترتيبي، دادهها، ابركارايي، دادهتحليل پوششي داده :كلمات كليدي

  

  

  مقدمه 1

)هاتحليل پوششي داده )DEA،    اي از گيـري مناسـب بـراي ارزيـابي عملكـرد نسـبي مجموعـه       يـك ابـزار تصـميم

 CCR، مدلDEAاولين مدل در. دباشهاي مشابه ميواحدهاي تحت ارزيابي است كه داراي ورودي و خروجي

تحليـل پوششـي    كلاسـيك  هـاي مـدل  در .]1[توسط چارنز، كوپر و رودز پيشنهاد گرديـد   1978كه در سال  است

اين فرض هميشـه در دنيـاي   . دها شناخته شده باشها و خروجيهاي وروديتمامي دادهبايست، كه مقدار ها ميداده

هاي نادقيق مواجـه  ها با دادهبرخي اوقات تحليل پوششي داده ،هابه علت عدم اطمينان در داده. واقعي درست نيست

                                                           
  عهده دار مكاتبات *

  mkhbakhshi@yahoo.com  :آدرس الكترونيكي
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و بـه طـور    باشـند  ترتيبـي  و ايبازههاي گيرنده حاوي دادهمخصوصاً وقتي يك سري از واحدهاي تصميم ،شودمي

شـود و خطي تبـديل مـي  ها به يك مدل غيرمدل تحليل پوششي داده ،ها باشدكلي صحبت از عدم اطمينان در داده

IDEA شودناميده مي .  

هـاي كـارا   واحـد  بـين ايـن   بنـدي رتبـه . داردوجـود  كـارا  DMU، معمولاً چندينDEAهايدراغلب مدل

كارا مطرح شـده  واحدهاي هاي بنديبراي رتبهو مطالعات فراواني  هاي مختلفمدل. تحقيقي جالبي استموضوع 

 ،1994و1993 هـاي در سـال  ]4-3[ گـرين  و دويـل ، 1993 سـال در  ]2[ پيترسـن و  اندرسـن هاي مدل: از قبيل است

 در سـال  ]8[ خدابخشـي ، 2007در سـال   ]7[همكاران  و لي ،2001 در سال ]6[ وژ ،1999 در سال ]5[ وژو  سيفورد

و همكـاران   خدابخشـي  ،2011در سـال   ]10[و همكـاران  پايـان   ،2011در سال  ]9[و همكاران  جهانشاهلو ،2007

 ،2013در سـال   ]13[و همكـاران  رمضـاني  ، 2013در سـال   ]12[و همكاران  لطفيزادهحسين ،2012در سال  ]11[

در اين مقالـه   از اين قبيل صورت گرفته، و متعددي و مطالعات مختلف ،2014در سال  ]14[و همكاران  جهانشاهلو

باشد كه قـادر اسـت يـك    بندي واحدهاي كارا ميبراي رتبه  ابركارايي يك روش. ناميمكارايي ميابربندي را رتبه

هـاي يـاد شـده از    مـدل  هدر كلي ـ. از يـك مشـخص كنـد    تـر  بـزرگ كارايي  را با مقدارkواحد كارا و رأسي مانند

 اسـت؛ قطعـي  و غيـر  ها نادقيقعملي وكاربردي داده مسايلاما از آنجايي كه در اغلب   ؛هاي دقيق استفاده شده داده

هـا مـي تـوان بـه     شـده كـه از جملـه آن    ارايـه هـاي نـادقيق   هاي اخير مطالعاتي در مـورد ابركـارايي داده  در ساللذا 

 در بخـش : ساختار اين مقاله، بدين ترتيب اسـت  .]18-15[ اشاره كرددر اين زمينه و همكاران  خدابخشيتحقيقات 

را معرفـي   APابركاراييمدل از نظر تئوريك و نظري  3سپس در بخش  ،پردازيمهاي نادقيق ميبه معرفي داده 2

داده و  توسـعه  قـوي ضـعيف و ترتيبـي    ترتيبيهاي را با داده APابركارايي ، مدل4و در ادامه در بخش  نماييممي

بـالاخره در آخـرين    نمـاييم، و مـي  هاي ترتيبي به طور عملـي اجـرا  سرانجام يك مطالعه موردي، در خصوص داده

   .شودمي پيش رو گذاشته تحقيقات آتيقسمت اين مقاله نتايج و مطالب پيشنهادي براي 

  

  داده هاي نادقيق 2

 منظور .دادندقرار نادقيق هايداده كنار در را هاپوششي داده تحليل تكنيك 1999در سال ] 19[همكاران  و كوپر

 شـده  تعريـف  اعـداد  از ايبـازه  يك در هاخروجي ها وورودي ها آن در كه است هاييداده نادقيق، هاياز داده

هـا را معرفـي   ، كـه ذيـلاً آن  )ترتيبـي هـاي  داده(شـود  مـي  گرفتـه نظر در ها ترتيب براي آن يا و )ايهاي بازهداده(

   ].20[كنيم  مي

  :يا كراندار ايهاي بازهداده

)1(                                                    , ,i BI r BO∈ Lبراي  ∋ U
rj rj rjy y y≤   و ≥

L
ijx  وL

rjyهاي پايين و كرانU
ijx وU

rjyهـاي بـالا هسـتند، و   كرانBI وBO    هـاي شـامل   بـه ترتيـب مجموعـه

  .باشندهاي كراندار ميها و خروجيورودي

  :هاي ترتيبي ضعيفداده

)2(                                                          , , ,j k i DI r DO≠ ∈ rjبراي ∋ rky y≤   و  

L U
ij ij ijx x x≤ ≤

ij ikx x≤
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  :يا به طور خلاصه

)3(  

)4(                                                                                 ... ... ( ),y y y y r DO
r r rk rn

≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ∈≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ∈≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ∈≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ∈1 2
  

  .ندكرابطه ترتيبي ضعيف صدق مي كه در هايي استها و خروجيهاي شامل وروديمجموعه DOو DIكه

  :هاي ترتيبي قويداده

)5(  

)6(    

  :يا به عبارتي

)7(                                                 y y r SOr k r k η1 ( ), ,− ≥ ∈− ≥ ∈− ≥ ∈− ≥   و     −−−−∋

  . دكنهايي است كه در رابطه ترتيبي قوي صدق ميها و خروجيهاي شامل وروديمجموعه SOو SIكه
η در حالتي كه ،يك متغير مثبت استη ====    لازم بـه  . روابط فوق بيانگر روابط ترتيبي ضعيف خواهـد بـود  0

  .نمود گزين جايرا نيز  εارشميدسيمي توان عنصر غيرηذكر است كه به جاي

 را نـادقيق  هـاي داده پوششـي  اصـطلاح تحليـل   بـار، اولين براي خود هايتحقيق ، در]19[ همكاران و كوپر

 هاي مدل به وترتيبي، ايبازه هايكردن داده اضافه ازكه  است هاييمدل اصطلاح، اين از منظور .معرفي كردند

  .است به دست آمده هاداده پوششي تحليل كلاسيك

  

)پيترسن –اندرسن  ابركاراييمدل  3 )AP  

گيرنده معمولاً بيش از يـك جهت به دست آوردن كارايي نسبي واحدهاي تصميم DEAهايكار بردن مدله با ب

DMU كـارا، از اهميـت خاصـي برخـوردار      يگيرنـده بندي اين واحدهاي تصميمشود، كه رتبهكارا ارزيابي مي

نقطـه  . هـاي كـارا صـورت گرفتـه اسـت     DMUبنديهاي اخير، مطالعات زيادي براي رتبهدر طول سال. باشدمي

بنــدي را از مجموعــه مــورد ارزيـابي جهــت رتبــه  DMUمشـترك ايــن مطالعــات و تحقيقــات در ايـن اســت كــه  

تعديل يافته مورد نظر را براي محاسـبه   DEAگيرنده مجموعه امكان توليد حذف نموده، و مدلدهاي تصميمواح

تـرين و اولـين ايـن    معـروف . كننـد مـي هاي باقي مانده حـل  DMUمورد ارزيابي با استفاده از DMUابركارايي

است كـه ضـمن معرفـي آن،    معروف  APباشد كه به مدلمي پيترسنو  مدل پيشنهاد شده توسط اندرسن، هامدل

  .شودنيز توسعه داده مي ترتيبيهاي با داده اين مدل

kDMUبنـدي، جهت رتبه ها آن. گرديد پيشنهاد] 21-2[توسط اندرسن و پيترسن  1993در سال  APمدل

مورد ارزيابي را از مجموعه امكان توليد حذف كردند و مجموعه امكان توليـد جديـدي بـه صـورت زيـر تعريـف       

  :كردند

( )
, , 

,  |  , , .., ., n, ,  
n n

j j j jA j
j j k

P
j k j

T x y x x y y j j kλ λ λ
= ≠ = ≠

≥ ≥


=
 = ≤ 

 
≠

 
∑ ∑
1 1

0 1
 

 )8(            

x x x x i DI
i i ik in1 2 ... ... ( ),≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ∈≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ∈≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ∈≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ∈

.... ... ( ),x x x x i SI
i i ik in

< < < < < ∈< < < < < ∈< < < < < ∈< < < < < ∈1 2

( ), ,x x i SIi k i k η− ≥ ∈− ≥ ∈− ≥ ∈− ≥ ∈−−−−1

... ... ( ),y y y y r SO
r r rk rn

< < < < < ∈< < < < < ∈< < < < < ∈< < < < < ∈1 2
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بندي حركـت بـه سـوي مـرز در امتـداد شـعاعي صـورت        جهت رتبه kDMUبراي محاسبه كارايي APدر مدل

يـا  . اي قطع كنـد، كـه در ايـن صـورت مـدل شـدني اسـت       را ممكن است در نقطه APTاين حركت، مرز. گيرد مي

يا ممكن است در فاصله بسـيار دور . گرددرا اصلاً قطع نكند، كه در اين صورت مدل نشدني مي APTممكن است

APT بنابر آنچه گفته شد در مـدل . شودرا قطع كند، كه در اين صورت حالت ناپايداري مشاهده ميAP  هـدف ،

sين مقدارتر كمپيدا كردن 
kθ هاياست كه وقتي در وروديkDMU ،ضرب شودDMU    مجازي سـاخته شـده

  :به بيان رياضي هدف حل مدل زير است. قرار گيرد APTروي مرز

)9(      ( ). . ,

s
k

s
k k k AP

Min

s t x y T

θ

θ ∈
 

  .است) 10(معادل مدل ) 9(، مدل ) 8(بنابر رابطه 

  

           )10(  

          

           

  

  

  .شودگفته مي) در ماهيت ورودي( AP، فرم پوششي مدل)10( اصطلاحاً به مدل   

s*ابركارا است اگـر   1kDMUتعريف
kθ > s* كـارا اسـت اگـر    غيـر  kDMUو همچنـين  باشـد  1

kθ <  .باشـد 1

  :است زيربه صورت ) 10(دوگان مدل 
 
 
 )11(        

  

  

  

  

  

  هاي ترتيبيبا داده APابركارايي مدل 4

  :كنيمبيان مي) 11(مدل ، قضيه زير را در ارتباط با ]20[و ژ 1با كمك گرفتن از قضيه 

اضـافه كنيـد، فـرض كنيـد    ) 11(محدوديت بـه مـدل    را به عنوان) 1( رابطهرا در نظر بگيريد و ) 11(مدل  1قضيه 

DMU k       بـراي  مسـاله تحت ارزيـابي باشـد، جـواب بهينـه ايـنDMU k درL
ik ikx x=وU

rk rky y=   و بـراي

DMU j kj ( Uدر ≠≠≠≠(
ij ijx x= وL

rj rjy y= دهدرخ مي.  
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  .باشدمي ،]20[و ژ 1اثبات اين قضيه مشابه قضيه :اثبات

  

  هاي دقيقههاي ترتيبي ضعيف به دادتبديل داده 4-1

DMU k كنـيم و مـدل   اضـافه مـي   )11( محـدوديت بـه مـدل    عنـوان را به ) 4(و ) 3(هاي رابطه ،را در نظر بگيريد

xهاي بهينهكنيم، و يك مجموعه از جوابآمده را حل مي دست به ij
yو * rj

*با مقدار تـابع هـدف   *
kπ  دسـت  بـه 

  :]20[ داريم. آوريممي

)12(  

)13               (                                * * * * * *
... ... ( ),

, ,
y y y y y y r DOr r rnr k rk r k≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ∈≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ∈≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ∈≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ∈− +− +− +− +1 2 1 1                                        

  

xتوجه به خاصيت پايا بودن نسبت به تغيير واحداز طرفي با  i DIijρ *
( yو∋∋∋∋( r DOrjρ *

( نيز جواب بهينه  ∋∋∋∋(

DMUبراي k است،ρتوانيم قرار دهيمبنابراين مي ؛كه عددي ثابت و مثبت است* *x yik rk= == == == = ابط ور، پس 1

  :توان به صورت زير نوشترا مي) 13(و ) 12(

)14(                           * * * * * *
... ( ) ... ( ),

, ,
x x x x x x M i DIi i i k ik i k in≤ ≤ ≤ ≤ ≤ = ≤ ≤ ≤ ≤ ∈≤ ≤ ≤ ≤ ≤ = ≤ ≤ ≤ ≤ ∈≤ ≤ ≤ ≤ ≤ = ≤ ≤ ≤ ≤ ∈≤ ≤ ≤ ≤ ≤ = ≤ ≤ ≤ ≤ ∈− +− +− +− +0 11 2 1 1     

)15    (       * * * * * *
... ( ) ... ( ),

, ,
y y y y y y M r DOr r rnr k rk r k≤ ≤ ≤ ≤ ≤ = ≤ ≤ ≤ ≤ ∈≤ ≤ ≤ ≤ ≤ = ≤ ≤ ≤ ≤ ∈≤ ≤ ≤ ≤ ≤ = ≤ ≤ ≤ ≤ ∈≤ ≤ ≤ ≤ ≤ = ≤ ≤ ≤ ≤ ∈− +− +− +− +0 11 2 1 1  

  

ي ترتيبي ضعيف هايي كه در رابطهها و خروجياكنون براي ورودي .ي كافي بزرگ استعددي به اندازه Mكه

  :دهيمهاي زير را قرار ميد ما بازهكنصدق مي

)16(                                                      ( ,..., ),jDMU j k= −1 ]براي   1 ],ijx ∈ 0  و   1

)17(        ( ,..., ),jDMU j k n= ]   براي  1+ ],ijx M∈ ] و   1 ],rjy M∈ 1 

  

DMUكه بـراي   ،دانيممي 1قضيه  اكنون بنا بر  k  اگـرi DI∈∈∈∈ وr DO∈∈∈∈  مقـدار   باشـد*
kπ     بـدون تغييـر بـاقي

xاگر نيز و ماند مي yik rk 1= == == == )و از اين رو براي شوندبرقرار مي) 17(و ) 16(، = ,..., )jDMU j k= −1 1،

rjy L،پايينكران ( 0=
rjy( وijx = Uكران بالا،( 1

ijx  ( بـراي( ,..., )jDMU j k n= +1 ،rjy =  كـران (1

L،پايين
rjy (وijx M= ) بالاكران،U

ijx  (دشوهاي دقيق انتخاب ميبه عنوان داده.  
  

  ايبازههاي سازي دادهدقيق 4-2

در اين صورت ، مكنيمياضافه ) 10(را به عنوان محدوديت به مدل ) 1( رابطهرا در نظر بگيريد و ) 10(مدل 

  :داريم

  

  

[ ],rjy ∈ 0 1

x x x x x x i DIi i i k ik i k in1 2 1 1
* * * * * *

... ... ( ),
, ,

≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ∈≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ∈≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ∈≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ∈− +− +− +− +
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)18( 

 
تشـكيل  اي هـاي بـازه  خطي را در تحليل پوششي دادهغير مسالهاي يك با داده هاي بازه DEAهايهريك از مدل

هـايي   نياز به استفاده از الگوريتم پذير نيست وامكان DEAمسايلهاي موجود براي دهد كه حل آن طبق روشمي

  . هاستگونه مدل خاص براي حل اين

اي يك مـدل بـازه   )18(مدل  .كنيمرا حل مي )18(مدل  ،]23-22[ اسميرليس و دسپوتيس روشاز  اقتباسبا 

زيـر را انجـام    هـاي لتبـدي   خطـي فـوق بـه مـدل خطـي     خطي است براي تبديل مـدل غيـر  است پس يك مساله غير

  :دهيم مي

)19 (

( ) ( ),

( ) ( ),

L U U L L U L
ij ij ij ij ij ij ij ij ij ij ij ij ij ij

L U U L L U L
ik ik ik ik ik ik ik ik ik ik ik ik ik ik

L
rj rj

x x x x x x x x x x

j k j k

x x x x x x x x x x

y y

α α α α

α α α α

≤ ≤ ≤ ≤ = + − ⇒ = + −

≠ ≠
≤ ≤ ≤ ≤ = + − ⇒ = + −

≤

0 1 1

0 1 1

uuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuur

uuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuur

( ) ( ),

( ) ( ),

U U L L U L
rj rj rj rj rj rj rj rj rj rj rj rj

L U U L L U L
rk rk rk rk rk rk rk rk rk rk rk rk rk rk

y y y y y y y y

j k j k

y y y y y y y y y y

β β β β

β β β β

≤ ≤ ≤ = + − ⇒ = + −

≠ ≠
≤ ≤ ≤ ≤ = + − ⇒ = + −

0 1 1

0 1 1

uuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuur

uuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuur

  

  :داريم) 18(در مدل ) 19( هرابطي گزين جايبا 

)20(  , ,

, ,

. . ( ) ( ( ) ), ,..., ,

( ) ( ) ,..., ,

, ,..., ; ,

,

n n
s

j j k
j j k j j k

n n

j j
j j k

s
k

L U L L U L
ij ij ij ij ik ik ik ik

L U L L U L
rj rj rj rj rk rk

j j
r k

j

k r
k

Min

s t x x i

r s

j n j

x x x x m

y y y y y y

k

λ λ θ

λ λ

θ

α α

β β

λ

= ≠ = ≠

= ≠ = ≠

+ − + − =

+ − + −

≤

≥ =

≥ = ≠

∑ ∑

∑ ∑

1 1

1 1

1

0 1

1
 

  

ijبه دليل وجود عوامل) 20( مدل jλ α وrj jλ β متغيـر  با تغيير كه خطي است،غيرij ijjp

j k

αλ=

≠
rjو    rjjq

j k

βλ=

≠
  

rjگـردد، و چـون   ريزي خطـي تبـديل مـي   به برنامه jq λ≤ ≥rjβو 0≥ ≤0 jλو 1 ≥ ijپـس   0 jp λ≤ و 0≥

rj jq λ≤ ≤0.  

  :ها داريمبا اعمال اين تغيير متغير

,

,

,..., ,

, ,..., ; ,

. . , x , , ,..., ,

, , ,

n
s

j k
j j k

n

j
j j

s
k

L U L U
ij ij ik ik

L U L U
rj rj rk rk

k

j

i

r s

j n

Min

s t x x x m

y y

k

y y

j

λ θ

λ

θ

λ

= ≠

= ≠

≤

≥



=

≥

   =  

= ≠



      

∑

∑

1

1

1

1

0 1
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)21( 

, ,

, ,

. . ( ) ( ( ) ), ,...

,..., ,

, ,...

, ,

(

, ; ,

, ,..., ; ,

) ( ),

n n
s

j k
j j k j j k

n n

j

s
k

L U L L U L
ij ij ij ij ik ik ik ik

L U L L U L
rj r

j j k j j
j rj rj rk rk rk rk

k

j

ij j

rj

i

r s

j n j k

p j n j k

Min

s t x p x x x x x m

y q y y y

q

y y

θ

λ β

λ θ

λ
λ

α
= ≠ = ≠

= ≠ = ≠

+ − + − =

+ − +

≤

≥ =

≥ = ≠

− ≤

−

= ≠

∑ ∑

∑ ∑

1 1

1 1

1

0 1

1

0 1

, ,..., ; ,

, ,..., ; ,

, ,..., ; ,

j

ij

rj

j n j k

p j n j k

q j n j k

λ− ≤ = ≠

≥ = ≠

≥ = ≠

0 1

0 1

0 1

  

  

شود جواب بهينه بدتر  تر بزرگسازي است در نتيجه هر چه قدر ناحيه شدني يك مدل مينيمم) 21(مدل 

  :داريم )كاراييابركران پايين (بنابراين براي داشتن بهترين جواب  ؛شودنمي) تر بزرگ(
  

  

)22(  
  

  

  :آيدمي دست بهمدل زير  )21(مدل در ) 22(با اعمال روابط 
  

)23(     

  

هـا را چنـان اختيـار كنـيم كـه ناحيـه       بايـد پـارامتر  ) كران بالاي ابركارايي(به طور مشابه براي داشتن بدترين جواب 

 .آيدمي دست بهلذا با اعمال شرايط زير نتيجه مطلوب  ؛شدني تا حد امكان كوچك گردد

,

,

*

,..., ,

, ,...,

. . , ,..., ,

; ,

,

n
s

j k
j j k

n

j
j j

s
k k

L U
ij ik

U L
rj rk

k

j

l Min

s t x x m

y

i

r s

j n j k

y

θ

λ θ

λ

λ

= ≠

= ≠

≤

≥

= ≠

=

=

=

≥

∑

∑

1

1

1

1

0 1

,...,

,...,

,..., ,

,..., ,

,..., ,

,

( ) ,...,

,...,

( )

( )

( )

..., ,

U L
ik ik

ik ik

s
k

U L
rk rk

rk

rk

U L
ij ij

ij

ij j

U L
rj rj

rj j

rj j

r s

r s

j n j k

j n j k

x

j n

x i m

i m

y y

x x
p

p

y y
q

q

j k

j n j k

α α
θ

β
β

λ

λ
λ

=
=

= ≠

= ≠

= ≠

= ≠

− ≥ =
≤ ≤ = =

≥

− ≥
=

≤ ≤

− ≥
=

≤ ≤

− ≥
=

≤ ≤

0 1
0 1 1 1

0

0
0

0
1
1

1

1
0

0

1

1

1

0

0

0
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)24 (  
  

  

  

  

  

  

  :آيدمي دست بهمدل زير  )21(در مدل ) 24( هبطابا اعمال ر

)25(                ,

,

*

,..., ,

, ,...,

. . , ,..., ,

; ,

,

n
s

j k
j j k

n

j
j j

s
k k

U L
ij ik

L U
rj rk

k

j

u Min

s t x x m

y

i

r s

j n j k

y

θ

λ θ

λ

λ

= ≠

= ≠

≤

≥

= ≠

=

=

=

≥

∑

∑

1

1

1

1

0 1

 

  

كـه كـران    گيـرد، مـي گردد، مقدار ابركارايي آن در يك بازه قرار ارزيابي مي )18( كه با مدلDMUبنابراين هر

*يعني  ؛ابركارايي پايين
kl يعني  ؛ابركارايي و كران بالاي )23(مدل  از حل*

ku  آيدمي دست به) 25(از حل مدل.  

هـاي  سازي دادهاي تبديل كرديم، طبق روش دقيقبازههاي هاي ترتيبي ضعيف را به دادهداده 1-4 در قسمت

هاي ترتيبـي ضـعيف بـه صـورت زيـر      هاي ابركارايي را براي دادهتوان كرانميبيان شد  2-4كه در قسمت اي بازه

  .آورد دست به

  :آيد كهمي دست بهكران پايين ابركارايي نيز وقتي 

)26(             ( ,..., ),jDMU j k n= ijxبراي 1+ = )و   1 ,..., )jDMU j k= −1 ijx  براي    1 = 0  
)27(              DMU j k nj 1( ,..., ),= += += += y   براي  + Mrj ) و  ==== ,..., )DMU j kj = −= −= −= −1 y براي  1 rj ==== 1          

    :كه شودوقتي حاصل ميابركارايي  كران بالاي

)28(     ( ,..., ),jDMU j k n= ijxبراي 1+ M=   و( ,..., )jDMU j k= −1 ijx براي     1 = 1  

)29     DMU j k nj 1( ,..., ),= += += += yبراي     + Mrj )و   ==== ,..., )DMU j kj = −= −= −= −1 yبراي   1 rj ==== 1          

  

  مثال كاربردي 4-3

شـده اسـت در نظـر     ارايه) 1(را كه در جدول  جنوبي  مركز خدماتي مخابرات كره 8هاي ورودي و خروجي داده

  .]24[ است آمده دست بههاي اطلاعاتي د و از پايگاهباشمي 1996ها مربوط به سال اين داده. بگيريد

( ) ,...,

,...,

,...,

,...,

,..., ,

,..., ,

,...,

( )

( )

( ) ,

,..., ,

U L
ik ik

ik

ik

U L
rk rk

rk

rk

U L
ij ij

ij j

ij j

U L
rj rj

rj

rj j

r s

r s

j n j k

j n j k

x x i m

i m

j n j k

y y

j n j k

x x
p

p

y y
q

q

α
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β
β

λ
λ

λ

− ≥ =
=

≤ ≤ =

=
=

= ≠

= ≠

= ≠

= ≠

− ≥
=

≤ ≤

− ≥
=

≤ ≤

− ≥
=

≤ ≤

0 1
0

0 1 1

0
1

0 1

0

0

0

1

1

1

0

1

1

1
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  :از است هاي ورودي عبارتشاخص

)نيروي كار .1 )x تعداد شامل نيروهـاي   اين. باشدجدول بيانگر تعداد كارمندان مي داده ها متناظر آن در: 1

اي خــدمات مــاهواره وليت تكنولــوژي جديــد و تحقيــق رويمســمتخصــص بــراي انجــام امــوري ماننــد 

  .باشد نمي

)هزينه عمليات .2 )x ايـن هزينـه شـامل    . ها و پيجرهاي موبايل اسـت خدمات تلفن ارايهي مربوط به هزينه: 2

  .باشدهاي كار نميگذاري تجهيزات و هزينههزينه سود، استهلاك، هزينه سرمايه

)سطح مديريت براي تسهيلات و مشـتريان  .3 )x سـازي و  ايـن ورودي، تجربـه تـيم پرسـنل را در تسـهيل     : 3

بـار ارزيـابي   هـا سـالي يـك   بخش مديريت اين عامل را براي تمام شعبه. دهدبرخورد با مشتريان نشان مي

هـاي سـتون سـوم تنهـا     داده. دهـد ها قرار ميها و پاداشو نتايج را مبناي افزايش حقوق ها، ترفيع. كند مي

بـالاترين رتبـه را در    Kwangjuبراي مثـال،  . هاي اين ورودي است يبي بين مولفهبيانگر وجود روابط ترت

ي ترتيبـي زيـر   هاي اين ستون بيانگر رابطهدر واقع داده. ين رتبه را داردتر كم Jejuبين ساير شعب دارد و 

  :باشدمي

x x x x x x x x≥ ≥ ≥ ≥ ≥ ≥ ≥34 35 33 37 31 36 32 38  
  :هاي خروجي نيز عبارتند ازشاخص

)درآمد .1 )y   .ها و پيجرهاي موبايل استخدمات تلفن ارايههاي بيانگر مبلغ قبض: 1

)ميزان خرابي وسايل .2 )y   .دهدتعداد خرابي وسايل را به منظور تعويض نشان مي: 2

)ميزان تكميل مكالمه .3 )y هـاي موفـق بـر تعـداد كـل      تعـداد تمـاس  ي نسـبت  اين شاخص نشان دهنـده : 3

. هاي جغرافيايي منطقه اسـت ميزان تكميل مكالمه هر شعبه به طور زيادي وابسته به مشخصه. هاستتماس

روي اين خروجـي باعـث   ... هاي بزرگ و ها، زيرگذرها، ساختمانتاثير چشمگير عواملي مانند كوهستان

اي در يقـي حاصـل نشـود و ايـن مقـدار بـراي هـر شـعبه        شود كه براي ميزان تكميل مكالمـه مقـدار دق  مي

  .هاي كراندار واقع شودهمحدود
  

  جنوبيداده هاي مراكز خدماتي مخابرات كره  .1جدول 

( )y 3  ( )y 2  ( )y 1  ( )x 3  ( )x 2  ( )x 1  name  jDMU  

] 85,80[  8/89  53/25  4  22/18  124  Seoul  1  

] 90,85[  6/99  43/18  2  23/9  95  Pusan  2  

]  80,75 [  87  29/10  6  07/8  92  Taegu  3  

100  4/99  32/8  8  62/5  61  Kwangju  4  

] 75,70[  4/96  04/7  7  33/5  63  Taejun  5  

] 95,90[  86  42/6  3  53/3  50  jeonju  6  

] 85,80[  71  2/2  5  5/3  40  Kangnung  7  

] 100,95[  98  87/2  1  17/1  16  jeju  8  
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8M در اين مثال. گيرندرا برابر با تعداد واحد ها در نظر مي Mمعمولا عدد =.  

هـاي  چنـين داده يك رابطـه ترتيبـي و هـم   ) 1( هاي ورودي سوم جدولگونه كه بيان شد رابطه بين داده همان

هـا بـراي   فـرم دقيـق ايـن داده   ) 27(و ) 26(بط وابا توجه به ر. استاي به صورت داده بازه) 1(خروجي سوم جدول 

  .آمده است) 2(آوردن كران پايين ابركارايي در جدول  دست به
  

xهايفرم دقيق داده  .2جدول yو 3   براي محاسبه كران پايين ابركارايي 3

DM U

x y
8

3 3

  DM U

x y
7

3 3

  DMU

x y
6

3 3

  
DM U

x y
5

3 3

  DM U

x y
4

3 3

  D M U

x y
3

3 3

  D M U

x y
2

3 3

  D M U

x y
1

3 3

  jD M U 

  

85    1  85    0  85    1  85    0  85    0  85    0  85    1  80     1  1  

90    1  90    0  90    0  90    0  90    0  90    0  85    1  90     0  2  

80    1  80    1  80    1  80    0  80    0  75    1  80    1  80     1  3  

100  1  100  1  100  1  100  1  100  1  100  1  100  1   100   1  4  

75    1  75    1  70    1  70    1  75    0  75    1  75    1  75     1  5  

95    1  95    0  90    1  95    0  95    0  95    0  95    1  95     0  6  

85    1  80    1  85    1  85    0  85    0  85    0  85    1  80     1  7  

95   1  100  0  100  0  100  0  100  0  100  0  100  0  100     0  8  

  

xيهافرم دقيق داده) 29(و ) 28( وابطبه طور مشابه، با توجه به ر y و 3 ي كـران بـالاي ابركـارايي    براي محاسبه 3

  .آمده است) 3(در جدول 

  

x هايفرم دقيق داده. 3جدول  yو 3   براي محاسبه كران بالاي ابركارايي 3
DM U

x y
8

3 3

  DM U

x y
7

3 3

  DMU

x y
6

3 3

  
DM U

x y
5

3 3

  DM U

x y
4

3 3

  D M U

x y
3

3 3

  D M U

x y
2

3 3

  D M U

x y
1

3 3

  jD M U  

80    8  80    1  80    8  80    1  80    1  80    1  80    8  85     1  1  

85    8  85    1  85    1  85    1  85    1  85    1  90    1  85     1  2  

75    8  75    8  75    1  75    1  75    1  80    1  75    8  75     8  3  

100  8  100  8  100  8  100  8  100  1  100  8  100  8   100  8  4  

70    8  70    8  70    8  75    1  70    1  70    8  70    8  70     8  5  

90    8  90    1  95    1  90    1  90    1  90    1  90    8  90     1  6  

80    8  85    1  80    8  80    1  80    1  80    1  80    8  80     1  7  

100  1  95    1  95    1  95    1  95    1  95    1  95    1  95     1  8  

  

)*هاي پايين نتايج ارزيابي كران )kl و بالاي*( )ku  25(و  )23(هاي به ترتيب با استفاده از  مدل(ابركارايي(( 

  .آمده است) 4(در جدول 
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  نتايج عددي  .4جدول 
*
ku  *

kl  jD M U  

3852/1  0613/1  1  

8150/5  0319/1  2  

9160/0  5941/0  3  

0888/1  7158/0  4  

9991/0  5996/0  5  

2732/1  7414/0  6  

8947/0  3200/0  7  

000/8  5441/3  8  

  

  هاي دقيقههاي ترتيبي قوي به دادتبديل داده 4-4

  :كنيمبيان مي) 11(مدل  در ارتباط با، قضيه زير را ]25[و ژ 1با كمك گرفتن از قضيه 

معــادل اســت بــا اضــافه كــردن رابطــه     ) 11(بــه مــدل  ) 7(اضــافه كــردن رابطــه   ، ηبــراي هــر  2 قضــيه

x x
i k i k

ε1, ,
− ≥− ≥− ≥− ≥−−−−

و 
, ,

y y
r k r k

ε− ≥− ≥− ≥− εكهدر جايي) 11(به مدل  1−−−−≤ ≈≈≈≈ 0.  

  .باشد، مي]25[و ژ 1اثبات اين قضيه مشابه قضيه :اثبات

DMU .هـاي ترتيبـي ضـعيف اسـت    مشابه داده قويهاي ترتيبي سازي دادهروند دقيق k    ،را در نظـر بگيريـد

كنـيم، و  آمـده را حـل مـي    دست بهكنيم و مدل اضافه مي) 11( را به عنوان محدوديت به مدل )6(و  )5(هاي رابطه

xهاي بهينهيك مجموعه از جواب ij
yو * rj

  ]:24[داريم  .آوريممي دست به *

)30(                                         * * * * * *
... ... ( ),

, ,
x x x x x x i DIi i i k ik i k in≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ∈≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ∈≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ∈≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ∈− +− +− +− +1 2 1 1                                                           

)31(   * * * * * *
... ... ( ),

, ,
y y y y y y r DOr r rnr k rk r k≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ∈≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ∈≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ∈≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ∈− +− +− +− +1 2 1 1      

  

xاز طرفي با توجه به خاصيت پايا بودن نسبت به تغيير واحد i DIijρ *
( yو ∋∋∋∋( r DOrjρ *

( نيز جواب بهينه  ∋∋∋∋(

DMUبراي k  ،استρدهيم توانيم قراربنابراين مي ؛كه عددي ثابت و مثبت است* *x yik rk= == == == = ابط وپس ر. 1

  :توان به صورت زير نوشترا مي) 31(و ) 30(

)32                        (                 * * * * * *
... ( ) ... ( ),

, ,
x x x x x x i DIi i i k ik i k in≤ ≤ ≤ ≤ = ≤ ≤ ≤ ∈≤ ≤ ≤ ≤ = ≤ ≤ ≤ ∈≤ ≤ ≤ ≤ = ≤ ≤ ≤ ∈≤ ≤ ≤ ≤ = ≤ ≤ ≤ ∈− +− +− +− +11 2 1 1        

)33                         (                * * * * * *
... ( ) ... ( ),

, ,
y y y y y y r S Or r rnr k rk r k< < ≤ ≤ = ≤ ≤ ≤ ∈< < ≤ ≤ = ≤ ≤ ≤ ∈< < ≤ ≤ = ≤ ≤ ≤ ∈< < ≤ ≤ = ≤ ≤ ≤ ∈− +− +− +− +11 2 1 1    

  

                :ديگربه عبارت 

)34(                                                                                * *
, 1 ,i j ijx x η+ − * و    ≤ *

, 1r j rjy y η+ − ≥                                                           

  :توان نوشتمي )34(و  )33(و  )32(هاي رابطه ا تلفيقب
* *( ) ( )ij rjx y k j η= ≤ − −1 ) براي    ,..., ),jDMU j k= −1 1   )35(  
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)36(            ( ,..., ),jDMU j k n= *  براي    1+ *( ) ( )ij rjx y j k η= ≥ + −1    

  

εهمواره يك عدد به اندازه كافي كوچـك ماننـد   ، 2ضيه قبا توجه به از طرفي                                                     :كـه  طـوري موجـود اسـت بـه     ≈≈≈≈0

)37(          ( ,..., ),jDMU j k= −1 ) براي 1 )ij rjx y k jε η≤ = ≤ − −1  

 )38(              ( ,..., ),jDMU j k n= )   براي  1+ ) ij rjj k x y Mη+ − ≤ = ≤1  

  

تـوان بـه فـرم    در اين صورت عوامل ورودي و خروجي بهينه را مـي . يك عدد به اندازه كافي بزرگ است Mكه

بنابراين براي حاصـل   ؛هاي ورودي و خروجي نيز اين مطلب برقرار استبراي ساير داده. اي بيان كردهاي بازهداده

  :دهيمي ابركارايي قرارميشدن كران بالا

)39(  ( ,..., ),jDMU j k n= ijxبراي 1+ M≥ و( ,..., )jDMU j k= −1 )براي1 )ijx k j η= − −1        

)40( ( ,..., ),jDMU j k n= )براي 1+ )rjy j k η= + )و 1− ,..., )jDMU j k= −1 rjy براي 1 ε≤             

  

  : دهيمي كران پايين ابركارايي نيز قرار ميبراي محاسبه

)41(( ,..., ),jDMU j k n= )براي 1+ )ijx j k η= + ) و 1− ,..., )jDMU j k= −1 ijxبراي 1 ε≤         

)42(( ,..., ),jDMU j k n= rjyبراي 1+ M≥ و( ,..., )jDMU j k= −1 ) براي 1 )rjy k j η= − −1      

  

ي مقـدار ابـر   يعني براي محاسـبه  ؛استηوابسته به مقدار قويبا روابط ترتيبي DEA هايمقدار ابركارايي مدل

هاي دقيق در اين صورت عوامل ورودي و خروجي به صورت داده. كنيم را تعيينηكارايي لازم است كه مقدار

  .گرددريزي خطي قابل حل تبديل ميبرنامه مسالهبه يك  IDEAخطيغير مسالهد و شوبرآورد مي

مـدل حاصـل بـه     در نظـر بگيريـد،   قـوي  ترتيبـي  هاي ورودي و خروجـي را با داده) 11(مدل  ηبراي تعيين

  :صورت زير است
  

  

)43(  
  

  

  

  

  

  

.
, , ,

.
, , ,

,

,..., ; ,

, ,...,s,

, ,...,m,

, ,..., ,

, ,

.

., ,

.

,

..

m

i ik

r

i

ij i j i j i j in

rj r j r j r j r

s

r rk
r

i

s m

r rj i ij
r i

n

v x

j n j k

u r

v

Max u y

s t

i

x x x x x

y y y

u y v x

y y

η η η

η η η
+ + +

+

=

+

=

+

=

=

=

= ≠

≥ =
≥ =

− ≥ − ≥ ≥

− ≥ − ≥

− ≤

≥

∑

∑

∑

∑

1 1

1

1

1 1

2

1 1 2

1

1

0

0

1
0 1
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}خطـي اسـت كـه در آن    مدل فوق يك مدل غيـر  }. maxij j ijx x= و{ }. minrj j ijy y= .ا بـه كـار بـردن    ب ـ

                                                                                                    :تكنيك تغيير متغير
;

;

r r r

i i i

Y y r

X v x i

µ= ∀

= ∀
                                                          

  :گرددمدل خطي زير تبديل مي خطي مذكور بهمدل غير

)44                                          (                

.
, , ,

.
, , ,

,

, ..., ; ,

, , ..., ,

. .

,

, , ..., ,

m

ik

ij

ij i j i j i j in

rj

s

rk
r

i

s m

rj
r

r j r j r

i

j rn

X

X j n j k

M ax Y

s t

Y

X X X X X

Y Y Y Y Y

η η η

η η η

=

=

= =

+ + +

+ + +

=

= ≠

−

− ≤

≥ − ≥ ≥

− ≥ − ≥ ≥

∑ ∑

∑

∑

1 1 2

1 1

1

1

2

1 1

0

1

1  

}كه  }. maxij j ijX X=  و{ }. minrj j ijY Y=.  

كنيم كه بـا محاسـبه مقـدار بهينـه     مدل زير را معرفي مي ηبراي تعيين] 24[با اقتباس از روش كوپر و همكارانش 

jη*  ،ها را به عنوانين مقدار آنتر كمبراي هر واحدηصورت زير است، مدل پيشنهادي به گيريمدر نظر مي:  

)45(                         

.
, , ,

.
, ,

*

,

,

, ..., ; ,

, , ..., ,

, , ...,

. .

,

,

m

ik

ij

ij i j i j i j in

rj

k

r j r j r j rn

i

s m

rj
r i

X

X j n j k

X X X X X

M ax

s t

Y

Y Y Y Y Y

η

η η

η

η η

η

η

+ + +

+ +

=

= =

+

=

= ≠

− ≥ − ≥ ≥

− ≥ − ≥

=

≤

≥

−∑ ∑

∑

1

1

1

1

1 1 2

1

2

1

0 1    

η مورد نظر نيز برابر است با{ }*min j jη η=. 

  

  مثال كاربردي 4-5

ي رابطهگر بيان) 1(هاي ورودي سوم در جدول فرض كنيد داده. را در نظر بگيريد 3- 3مثال كاربردي بخش 

  .ترتيبي قوي زير باشد

x x x x x x x x> > > > > > >34 35 33 37 31 36 32 38  
  

  :بازنويسي كرد  توان به صورت زيررا مي هطاباين ر
, , , ,

, , , ,

x x x x x x x x

x x x x x x x

η η η η
η η η η

− ≥ − ≥ − ≥ − ≥
− ≥ − ≥ − ≥ ≥

34 35 35 33 33 37 37 31

31 36 36 32 32 38 38

  

  

  :توان از حل مدل زير محاسبه كرديرا مη بنابراين مقدار ؛باشدنمي قويهاي خروجي به صورت ترتيبي چون داده
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*

. .

,

, , , ,

, , , ,

,

,..., ; ,

k

i

s m

rj j
i

m

ik

i
r

X

X j n j k

Max

s t

Y

x x x x x x x x

x x x x x x x

η η

η η η η
η η η η

=

= =

=

=

− ≤

− ≥ − ≥ − ≥ − ≥

= ≠

− ≥ − ≥ − ≥ ≥

∑ ∑

∑
1

1 1

34 35 35 33 33 37 37 31

31 36 36 32 32 38 38

10

1

  

   .آمده است) 5(در جدول  DMUبراي هر  *jηمقادير 

  *jηمقادير بهينه   .5جدول  

jη*  jDM U  

250/0  1  

5/0  2  

167/0  3  

125/0  4  

143/0  5  

333/0  6  

200/0  7  

1  8  

  

DMUبه *jηين مقدار تر كم η/از اين رو. باشد مي 125/0اختصاص دارد كه برابر 4 = 0 125.  

xهاي ، فرم دقيق داده)39(با توجه به رابطه    .آمده است) 6(براي محاسبه كران بالاي ابركارايي در جدول  3
  

)مقادير دقيق  .6 جدول )x   كاراييابربراي محاسبه كران بالاي 3
DMU 8  DMU 7  DMU 6  DMU 5  DMU 4  DMU 3  DMU 2  *DMU 1  jDMU  

10  875/0  8  625/0  5/0  75/0  9  1  1  

8  625/0  875/0  375/0  25/0  5/0  1  75/0  2  

12  8  10  875/0  75/0  1  11  9  3  

14  10  12  8  1  9  13  11  4  

13  9  11  1  875/0  8  12  10  5  

9  75/0  1  5/0  375/0  625/0  8  875/0  6  

11  1  9  75/0  625/0  875/0  10  8  7  

1  5/0  75/0  25/0  125/0  375/0  875/0  625/0  8  

x داده هــا در ايــن ســتون نشــان داده شــده مقــادير دقيــق      * )بــراي هــر   3 ,..., )jDMU j = 1  هنگــامي كــه    8

DMU    .تحت ارزيابي باشد 1
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yهاي بردار بازه اي فرم دقيق داده   . باشدمي) 3(براي محاسبه كران بالاي ابركارايي نيز همانند جدول  3

  :آمده است) 7(در جدول  ))25( با استفاده از مدل (نتايج حاصل از محاسبه كران بالاي ابركارايي
  

  نتايج عددي  .7جدول 
*
ku  jD M U  

0613/1  1  

6189/5  2  

6025/0  3  

7166/0  4  

5996/0  5  

8443/0  6  

4474/0  7  

4118/9  8  

  

η/اگر = 0 xهـاي  فـرم دقيـق داده  ) 39(را بگيريم، در اين صورت با توجه به رابطـه   0625 بـراي محاسـبه كـران     3

  .آمده است) 8(بالاي ابركارايي در جدول 

  
)مقادير دقيق  .8 جدول    )x3 براي محاسبه كران بالاي ابركارايي  

DMU 8  DMU 7  DMU 6  DMU 5  DMU 4  DMU 3  DMU 2  DMU 1  jDMU  

10  9375/0  8  8125/0  75/0  875/0  9  1  1  

8  8125/0  9375/0  6875/0  625/0  75/0  1  875/0  2  

12  8  10  9375/0  875/0  1  11  9  3  

14  10  12  8  1  9  13  11  4  

13  9  11  1  9375/0  8  12  10  5  

9  875/0  1  75/  6875/0  8125/0  8  9375/0  6  

11  1  9  875/0  8125/0  9375/0  10  8  7  

1  75/0  875/0  625/0  5625/0  6875/0  9375/0  8125/0  8  

  

yاي هاي بردار بازهدقيق داده فرم    .باشدمي) 3(براي محاسبه كران بالاي ابركارايي نيز همانند جدول  3

  :آمده است) 9(در جدول ))  25( با استفاده از مدل(نتايج حاصل از محاسبه كران بالاي ابركارايي
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  نتايج عددي  .9جدول 
*
ku  jDMU  

2121/1  1  

0203/6  2  

6459/0  3  

7166/0  4  

6290/0  5  

9096/0  6  

6711/0  7  

4118/9  8  

  

باشـد مقـدار    تـر  بـزرگ  η دهد كه هر چـه مقـدار  نشان مي) 9(و ) 7(هاي مقايسه كران بالاي ابركارايي در جدول

*(ابركارايي بدتر 
ku خواهد شد) شودمي تر كمكند يا تغييري نمي.  

ε با اختيار كردن −= × 57 x هـاي فـرم دقيـق داده  ) 41(و با توجـه بـه رابطـه    10 بـراي محاسـبه كـران پـايين     3

  .شده است ارايه) 10(ابركارايي مطابق جدول 

  
)مقادير دقيق  .10جدول )x   براي محاسبه كران پايين ابركارايي 3

DMU 8  DMU 7  DMU 6  DMU 5  DMU 4  DMU 3  DMU 2  DMU 1  jDMU  

375/1  00007/0  125/1  00005/0  00004/0  00006/0  25/1  1  1  

125/1  00005/0  00007/0  00003/0  00002/0  00004/0  1  00006/0  2  

625/1  125/1  375/1  00007/0  00006/0  1  5/1  25/1  3  

875/1  375/1  625/1  125/1  1  25/1  75/1  5/1  4  

75/1  25/1  5/1  1  00007/0  125/1  625/1  375/1  5  

25/1  00006/0  1  00004/0  00003/0  00005/0  125/1  00007/0  6  

5/1  1  25/1  00006/0  00005/0  00007/0  375/1  125/1  7  

1  00004/0  00006/0  00002/0  00001/0  00003/0  00007/0  00005/0  8  

  

yاي هاي بردار بازهفرم دقيق داده    .باشدمي) 2(براي محاسبه كران پايين ابركارايي نيز همانند جدول  3

  :شده است ارايه) 11(در جدول )) 23(با استفاده از مدل( نتايج حاصل از محاسبه كران پايين ابركارايي
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   نتايج عددي  .11جدول 
*
kl  jDMU  

0613/1  1  

0319/1  2  

5941/0  3  

7158/0  4  

5996/0  5  

7414/0  6  

3200/0  7  

5441/3  8  

  

  بندي ابركاراييرده 4-6

*فرض كنيد 
kl

 
*كران پايين ابركارايي و 

ku
 

 باشـد، در ايـن صـورت بـر     IDEAمسـايل كران بالاي ابركـارايي در  

  :شودها انجام مي DMUزبندي زير امبناي مقادير ابركارايي، رده

1- kDMU  ابركارا است هرگاه: *
kl > 1.  

2-kDMU   ناكارا است هرگاه: *
ku < 1.  

  

  و پيشنهادات گيري نتيجه 5

در تحليل پوششـي  هاي ترتيبي با دادهپيترسن در حالت بازده به مقياس ثابت  –در اين مقاله مدل ابركارايي اندرسن 

 مسـاله بـه يـك    IDEAگيري ابركارايي دراندازه مسالهو چگونگي تبديل . توسعه داده شده است نادقيق هايداده

هـاي  تحليل پوششـي داده  مسايلشرح داده شده است و توانستيم جواب ابركارايي را در  DEAخطي قابل حل در

هـاي  پيترسن نيز با فـرض داده  –گردد مدل ابركارايي اندرسن براي تحقيقات آتي پيشنهاد ميترتيبي تعيين نماييم، 

  .فازي توسعه داده شود
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