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روش مستقل از معکوس وزن دار برای حل معادله مقدار ویژه 

 تعمیم یافته
  

  
  2*شیخانی   امیرحسین رفاهی،1مرتضی کاردل

   زابل، ایرانگروه ریاضی،،  واحد زابل،دانشگاه آزاد اسلامی1 
  ، گروه ریاضی، لاهیجان، ایران واحد لاهیجان،دانشگاه آزاد اسلامی2

  

  
  29/3/89: رسید مقاله

  15/10/89: مقالهپذیرش 
 

  
  چکیده
ها  کمتر از سطح انتظـار مقـادیر    برخی از روش  . های زیادی برای حل معادله مقدار ویژه تعمیم  یافته وجود دارد            روش

در ایـن مقالـه بـه بیـان روش          . ویژه را تعیین می کنند و برخی دیگر بیش از تعداد مورد نیاز، مقادیر ویژه را محاسبه می کنند                  
هـا بـا     های تـصویرسازی و ترکیـب آن       کوس برای محاسبه مقدار ویژه تعمیم یافته پرداخته وبا استفاده از روش           مستقل از مع  

 کارآیی این الگوریتم ها را با حل مثال   . می دهیم  ارایه  اگوریتم مستقل از معکوس دو روش جدید برای محاسبه مقادیر ویژه            
  .ی جدید از سرعت و دقت خوبی برخوردارندها نتایج نشان میدهند که روش. های عددی نشان دادیم

  
  .متقارن، مقدار ویژه، زیرفضای کریلف، وزن دار  :کلمات کلیدی

  
    مقدمه 1

BXAX کـه حـل معادلـه        B و   Aهای مربعـی     یافته برای ماتریس   مقدار ویژه تعمیم   مساله  λ=     اسـت، یـک 
ــ .باشــدمتمرکــز در جبرخطــی عــددی مــی  موضــوع  ــه مفــسر  محاســبه مق ــژه از طریــق حــل صــریح معادل ادیر وی

0)det( =− BA λ         تـوان از  باشد، چون که ضرایب معادله مفـسر را نمـی   به جز در موارد ویژه راه حل خوبی نمی
لذا حتی اگـر معادلـه مفـسر بـه طـور دقیـق تعیـین        . های پایدار عددی محاسبه نمود طریق محاسبه دترمینان با روش   

ایـن مطلـب    . های آن با دقت زیـاد ممکـن اسـت از ناپایـداری بـالایی برخـوردار باشـد                  به ریشه گاه محاس  شود، آن 
هـا ماننـد روش      برخـی از روش   . های مربعی از نظر بعد بزرگ باشـند        کند که ماتریس  می هنگامی بیشتر نمود پیدا     

 دیگرماننـد روش تکـراری       کمتر از سطح انتظار مقادیر ویژه را تعیین می کنند و برخی            ،تکرار خارج قسمت رایلی   
QZ بیش از تعداد مورد نیاز، مقادیر ویژه را محاسبه می کنند.  

  عهده دار مکاتبات*
 ah_refahi@yahoo.com: آدرس الکترونیکی
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سـازد تـا دقیقـاً بـه تعـداد مـورد نیـاز مقـادیر ویـژه را                    شده در این مقاله این امکان را فراهم می         یههای ارا  اما روش  
    بـرای ایـن منظـور      . دهـد ا کـاهش مـی    این کار علاوه بر افزایش دقـت، هزینـه و زمـان محاسـبات ر              . محاسبه نماییم 

),(ایـن روش زوج مربعـی   . باشد  را بیان می کنیمهای تصویرسازی که از آن جمله روش لانزوس می    روش BA 
)( mباشد را با یک زوج مربعی از مرتبه          می nرا که از مرتبه      nm نظـر  ها از ایـن      روش   این  . سازد، متشابه می  ≥

),(یافتـه زوج    ز اهمیت هستند که در عمل ما به تمام مقادیر ویـژه تعمـیم             یحا BA    بلکـه فقـط تعـداد      .  نیـاز نـداریم
  .مشخصی از مقادیر ویژه مورد نظر است

) A,B ( را یک مقدار ویـژه تعمـیم یافتـه زوج        c∈λعدد  .  باشند n×n دو ماتریس    B و   A فرض کنید     1تعریف  
BXAXکـه     یافت شود بـه طـوری      x≠0نامیم، هر گاه بردار     می λ= .   بـردارX       بـردار ویـژه تعمـیم یافتـه زوج 

)A,B (شودنامیده می.  
  .شودمجموعه همه مقادیر ویژه طیف نامیده می

                                              0≠X       0       و)( =−→= XBABXAX λλ  
)A,B (← 0...)1(0)det(ای مشخصه زوج چند جمله 1

1 =+++−→=− −
n

nnnBA αλαλλ  
  .باشندمی) A,B(ای مشخصه زوج های چند جملهریشه) A,B(بنابراین مقادیر ویژه زوج 

  
  وس با استفاده از زیر فضای کریلفروش مستقل از معک  2

) بزرگترین(ر فضای کریلف متغیر که در هر تکرار تغییر می کند به دنبال کوچکترین در این روش با یک زی
nnnnهستیم که  ) A, B(مقدار ویژه جفت زوج   AB ××   .  معین مثبت می باشدB، متقارن و ,

به عبارت دیگر هدف مینیمم کردن خارج قسمت . اساس این روش ، روش تکرار خارج قسمت رایلی می باشد
رایلی روی یک زیر فضای کریلف معین در هر تکرار می باشد که آن زیر فضای کریلف معین نتیجه یک انتقال 

  . مناسب می باشد
00(فرض کنید  , Xρ ( یک تقریب اولیه برای کوچکترین مقدار ویژه و بردار ویژه متناظر با آن برای زوج)A,B (

  . باشد
  :  از حل دستگاه1x، یعنی x°سمت رایلی تقریب بعدی و بهتر نسبت به بر اساس روش تکراری خارج ق

010 )( BxxBA =− ρ  
  

. اما یکی از روشهای موجود برای حل این دستگاه استفاده از روش های زیر فضای کریلف می باشد        . پیدا می شود  
  .  کریلفاساس کار یافتن یک پایه برای زیر فضای

}{ 0000000 )(,...,),(,),( xBAxBAxSpanxBAKK m
mm ρρρ −−=−=  

  

nmکه . می باشد   ). مراجعه شود] 5[به  (1≥≥
با ادامه روند بالا  به الگوریتم زیر می رسیم کـه  .  متمرکز می کنیمKmلذا تلاش خود را برای یافتن یک پایه برای      

  . به آن روش مستقل از معکوس با استفاده از زیر فضای کریلف می گوییم
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  وسالگوریتم روش مستقل از معک
),(:1lg BAformethodSubspaceKrylovfreeInversoritmA  

11 00 =≥ xwithxionapproximatinitialandminput  

00

00
00 )(

Bxx
Axxx T

T

== ρρ  

doeConvergencuntilKFor ,.....1,0=  
 [ ] { }k

m
kkkkmmm xBAxBAxSpanKforzzZbasisaConstruct )(,...,)(,,...,0 ρρ −−==  

m
T
mmmk

T
mm BZZBandZBAZAForm =−= )( ρ  

),(),( 11 mm BAforvueigenpairSmallesttheFind  
1111 vZxandu mkkk =+= ++ ρρ  

end  do  
  

BBA(ه در این الگوریتم محاسبات را بر روی زوج انتقال یافت       k ,ρ− (  1انجام می دهیم و در هر تکـرار+kρ را از 
 کـوچکترین مقـدار ویـژه زوج        kρ) 1+kρ+1که این معادل است بـا محاسـبه مـستقیم           .  محاسبه می کنیم   kρروی  

)m
T
mm

T
m BZZAZZ   . می باشد ) ,
 ملاحظه می شود که در این الگوریتم یک تکرار اصلی یا خـارجی وجـود دارد کـه تـا پیـدا       1با توجه به الگوریتم     

     mاما در هر تکرار خارجی یـک تکـرار داخلـی وجـود دارد کـه وابـسته بـه                     . کردن یک تقریب خوب ادامه دارد     
هـای متفـاوتی بـرای     روش.  در هر تکرار خارجی مـی شـود      mKمی باشد و منجر به ساختن یک پایه متعامد برای           

های متفاوت، تاثیری بر روی نتـایج حاصـل از           استفاده از این روش   . وجود دارد mKساختن یک پایه متعامد برای      
  . اما ممکن است پایداری عددی و پیچیدگی محاسباتی متفاوتی داشته باشند. ندارد) 1(الگوریتم 

  

  همگرایی روش تکراری مستقل از معکوس  3
  

nλλλ فرض کنید     1قضیه   ≤≤< ),(. باشـد ) A,B( زوج   ه  تعمیم یافت ـ   ه مقادیر ویژ  21... 11 ++ kk xρک زوج  ی ـ
),(دست آمده از    ه  تقریب ب  kk xρ     همچنین فرض کنید    . باشد) 1( به وسیلۀ الگوریتمnδδδ ≤≤<   مقـادیر  21...

BAویژه ماتریس  kρ− و u1 1 بردار یکه ویژه متناظر باδ 21 باشد و λρλ << k .در این صورت داریم  

kmkmkk

B
δ

δ
ελρελρλρ +
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111 )(2)(  

  که 

))((0 2
1

11

1
1 λρδλρδ −=+−≡≤ kTkk O

Buu
  

  و 
)(maxmin

11)(, 1
iipmmpm P

P
δε

δ ≠=∈
=  
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  . اشد می بmهای حداکثر از درجۀ   چند جمله ایه همه مجموعPmکه 
BACقرار می دهیم   برهان kρ−= و { }mkm PpxcpK ∈=   :داریم) 1(ام از الگوریتم kدر تکرار )(,

  

k
T
k

k
T
k

xcpPpk

T
k

T

kukT

T

kuk

xCpBCpx
xCpCCpx

Buu
uBAu

Buu
Auu

km

mm

)()(
)()(min

)(minmin

0)(,

001

≠∈

∈≠∈≠
+

+

−
+==

ρ

ρρρ
  

  

BAاما چون    kρ−           یعنـی مـاتریس متعامـد       .  متقارن اسـت، لـذا قطـری شـدنی اسـتU         چنـان موجـود اسـت کـه 
T

k UUBA ∑=− ρ . مقادیر ویژه    اما چون BA kρ−  ،1δ،2δ،...،nδ  یک ماتریس قطـری     ∑لذا  . می باشد 
},,...,{با درایه های روی قطر  21 nδδδمی باشد  .  

)(1که  باشد   Pmهایی در     مینیمم چند جمله ای    qهمچنین فرض کنید     1 =δq) هـایی وجـود    چنین چند جمله ای
BA چند جمله ای مشخصۀ      P(x)دارند زیرا اگر     kρ−  گاه کافی است قرار دهیم        باشد آنq(x)=P(x)+1  در 

))(1این صورت    1 =δq .      قرار می دهـیم|)(|max
1 iim q δε
≠

 زیـرا در غیـر ایـن      .  باشـد   مـی  mε>1بنـابراین   . =
)(1 وجود دارد که q ه کمتر از درجهصورت چند جمله ای با درج 1 =δqباشد و این یک تناقض است  .  

  :  بنابراین داریم
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λρ −=++− kkk Oشود  مل می اثبات کا.  

هـا  iδبیان شد، یک کران بالا بـه صـورت زیـر برحـسب     ) 1( که در قضیهmεتوان برای     لازم به ذکر است که می     
  ):مراجعه کنید] 6[به(. بیان کرد

)5 (                                                                                                    
m

m 
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)(به میزان پراکنـدگی مقـادیر ویـژه         ) 1(بنابراین سرعت همگرایی الگوریتم      BA kρ−    کـه همـان iδ   هـا هـستند
دهـد کـه سـرعت همگرایـی را بـا             مـی این برجستگی اساسی و مهم این الگوریتم به ما ایـن اجـازه را               . بستگی دارد 

دهنـد امـا مقـادیر ویـژه زوج      هـا را تغییـر مـی   iδایـن تبـدیلات     . بالا ببریم ) پیش شرط (استفاده از تبدیلات معادل     
(A,B)   شود این است که بـا افـزایش           ملاحظه می ) 5(نکته قابل توجه دیگر که در رابطه        . کنند   هیچ تغییری نمیm 

تـوانیم    همچنـین مـی   . باشد  های عددی، نیز بیانگر همین مطلب می        کند و آزمایش    سرعت همگرایی افزایش پیدا می    
BAرا نیز برحسب مقادیر ویژه      ) 5(کران بالای رابطه     1λ−         به جـای مقـادیر ویـژه )( BA kρ−       بیـان کنـیم کـه 

  . شود گیری لم زیر می منجر به شکل
nγγγفرض کنید  1 لم ≤≤<= ...0 )( مقادیر ویژه 21 BA 1λ−باشد، آنگاه داریم  :  
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  سازیبا استفاده از روش تهی) A,B( زوج همقدار ویژ) بزرگترین (  کوچکترین P  محاسبه 4
کـافی اسـت روش مـستقل از        ) A,B(گترین مقدار ویژۀ تعمیم یافته زوج       واضح است که برای پیدا کردن بزر      

  . اجرا کنیم) A,B-(معکوس زیر فضای کریلف را برای زوج 
 ماتریـسی باشـد کـه       VPهمچنـین فـرض کنیـد       ) P<n>1 . (محاسبه شده باشـد   ) A,B(زوج ویژۀ    Pفرض کنید   

 مقـدار   Pک ماتریس قطری باشد که عناصر روی قطر آن          یpΛو  ) A,B( محاسبه شدۀ    ۀ بردار ویژ  Pستونهای آن   
  :ا داریمذل.  متعامدندA,B ،B)(از طرفی می دانیم که بردارهای ویژه زوج.باشد)A,B( زوج ۀویژ

)6  (                                                                                              IPBVT
PV =  

)7 (                                                                                                                  PPP BVAV Λ=     

  :حال اگر قرار دهیم
) 8(                                                                               ),)()((),( BBVBVABA T

ppp ∑+= 

}که  } pidiag ii ,...,1=−=∑ λδ 2وpi +≥ λδ  
ــط    ــه رواب ــا توجــه ب ــژۀ   ) 7(و ) 6(حــال ب ــادیر وی ــاع ) 8(واضــح اســت کــه مق ــۀ 2اجتم } مجموع }np λλ و +1....,

{ }p1 ,...δδ       1،  )8(می باشد، بنابراین کوچکترین مقدار ویژۀp+λ  ردن الگـوریتم مـستقل از      لذا با بکار ب ـ   .  می باشد
یعنی با  .  مشخص می شود   pλ+1،  )3-4(بر روی زوج    )) 1(الگوریتم  (معکوس پیش شرط شدۀ زیر فضای کریلف        

  .  امین مقدار ویژه را محاسبه کردP+1می توان ) A,B( کوچکترین مقدار ویژه زوج Pفرض داشتن 
  . نظر بگیرید را به صورت زیر درB و Aهای  ماتریس 1مثال

  

),( برای پیداکردن کوچکترین مقدار ویژه زوج Arnoldi)( نحوه عملکرد الگوریتم مستقل از معکوس .1جدول BA به ازای مقادیر مختلف m  
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10001000)1001,1000,,3,2( ×= …DiagB  
  

Time Total of inner itration Outer itration Inner itration m 
86/19 112 48 28 4 

70/13 90 47 15 6 

36/9 56 47 7 8 

04/9 50 47 5 10 

06/8 48 45 4 12  
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),(کوچکترین مقدار ویژه زوج      BA        710 را با به کارگیری الگوریتم مستقل از معکوس با شـرط توقـف−≤kr 
kkkkkکه   xBxAxr /)( λ−=  تعداد تکرارهای داخلی مورد نیاز برای رسـیدن بـه   ) 1(در شکل.  محاسبه کردیم

  .نشان داده شده است m=4,6,8,12دقت مطلوب به ازای 

  
   از چپ به راستm=4,6,8,12 تعداد تکرارهای داخلی مورد نیاز برای رسیدن به دقت مطلوب به ازای .1شکل

  

 را هـر  mاما این بدین معنی نیـست کـه   .یابد ، تعداد تکرارهای داخلی کاهش میmکنید که با افزایش مشاهده می 
هـای  رود وتکـرار  زیرا در این صورت تعامد موجود بین اعضای پایـه از بـین مـی              .چقدر که بخواهیم، افزایش دهیم    

  .را ببینید) 1(جدول . یابدداخلی افزایش می
  

-تهـی  ز معکـوس و حال با به کارگیری الگـوریتم مـستقل ا        .باشد می mترین   ، مناسب  m=12کنید که   مشاهده می 

),(سازی چهار تا کوچکترین مقدار ویژه زوج         BA   نـشان داده شـده     ) 2-4(نتایج در جـدول     . کنیم را محاسبه می
  .است

),( برای پیداکردن چهار تا کوچکترین مقدار ویژه زوج (Arnoldi) نحوه عملکرد الگوریتم مستقل از معکوس .2جدول  BA7-10ت  با دق  

Pλ Time Outer 
itration 

Inner 
itration 

m p 

58215/0  06/8  47 4 12 1 

82667/0 67/72 149 4 12 2 

89151/0 18/141 289  4 12 3 

92116/0 11/177 374 4 12 4 

  
),(زوجتعداد تکرارهای خارجی مورد نیاز برای محاسبه چهار تا کـوچکترین مقـدار ویـژه                 ،)2(در شکل    BA   بـا 

  . نشان داده شده است 7-10دقت 

  
),(تعداد تکرارهای خارجی مورد نیاز برای محاسبه چهار تا کوچکترین مقدار ویژه زوج .2شکل  BA 7-10 با دقت  
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  روش مستقل از معکوس وزن دار  5
 ، کـه یکـی از       W-Arnoldi [1] معکـوس از روش      حال برای ساختن یک پایه متعامد در الگوریتم مستقل از         

),(کوچکترین مقدار ویژه زوج  . کنیمباشد، استفاده می  های زیر فضای کریلف می     روش BA   را با بـه کـارگیری 
kkkkk کـه    kr≥−710الگوریتم مستقل از معکوس با شرط توقـف          xBxAxr /)( λ−=    در .  محاسـبه کـردیم

  . نشان داده شده استm=2,4,6تعداد تکرارهای داخلی مورد نیاز برای رسیدن به دقت مطلوب به ازای ) 3(شکل

  
   از چپ به راستm=2,4,6 تعداد تکرارهای داخلی مورد نیاز برای رسیدن به دقت مطلوب به ازای .3شکل

  
),(وچکترین مقدار ویژه زوج  برای پیداکردن کw-Arnoldi)( نحوه عملکرد الگوریتم مستقل از معکوس  .3جدول  BA به ازای مقادیر مختلف m  

Time Total of inner 
itration 

Outer 
itration 

Inner 
itration 

m 

04/53 60 29 30 2 

87/18 40 28 10 4 

49/12 36 27 6 6 

  
سازی ستقل از معکوس و تهیحال با به کارگیری الگوریتم م   .باشد می mترین   ، مناسب  m=6کنید که   مشاهده می 

),(چهار تا کوچکترین مقدار ویژه زوج  BAنشان داده شده است) 4(نتایج در جدول . کنیم را محاسبه می.  
  

),( برای پیداکردن چهار تا کوچکترین مقدار ویژه زوج (w-Arnoldi) نحوه عملکرد الگوریتم مستقل از معکوس .4جدول  BA 7-10 با دقت  

Pλ Time Outer itration Inner itration m p 

58215/0 49/12 27 6 6 1 

82667/0 09/46 65 6 6 2 

89151/0 57/80 113 6 6 3 

92116/0 67/125 177 6 6 4 

  
),(زوجتعداد تکرارهای خارجی مورد نیاز برای محاسبه چهار تا کوچکترین مقدار ویژه       ،  4در شکل    BA با دقت 

  . نشان داده شده است 10-7

 

),(تعداد تکرارهای خارجی مورد نیاز برای محاسبه چهار تا کوچکترین مقدار ویژه زوج .4شکل BA 7-10 با دقت  
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ــشان مــی 3 و 2هــای  مقایــسه جــدول               دهــد کــه تعــداد تکرارهــا و زمــان محاســبات روش مــستقل از معکــوس   ن
(w-Arnoldi)به مراتب کمتر از روش مستقل از معکوس (Arnoldi)را ببینید 5ول جد. است.  

  
 برای محاسبه چهارتا کوچکترین مقدار ویژه W-Arnoldi-inverse free method و Arnoldi-inverse free methodهای  مقایسه روش .5 جدول

),(یافته زوج تعمیم BA 7-10دقت  با  
Time Outer 

itration 
m  

91/398  859 12 Arnoldi-inverse free 
method 

63/265 382 6 W-Arnoldi-inverse free 
method 

  
 

    نتیجه گیری6
ها کمتـر از   دارای کاستی هایی می باشند، بدین معنا که بعضی از آن[4])  ،[3]،[2]( شده دریههای ارا روش

لذا در این مقاله برای حل این شکل به . یش از حد انتظار مقادیر ویژه را محاسبه می کنندحد انتظار و بعضی دیگر ب
مشاهده نمودیم که در روش مـستقل از معکـوس بـا محاسـبه صـریح            . های زیر فضای کریلف پرداختیم     بیان روش 

مستقل از معکـوس،    زوج نرمال، این مشکل برطرف شد و در نهایت با استفاده از معادلات تبدیل مناسب در روش                  
 بـا دقـت بـسیار       )A,B(مرتبه ی همگرایی روش را که قبلا یک بود به دو افزایش پیدا کرد و مقادیر ویـژه ی زوج                     

های مستقل از معکوس، روش مـستقل از معکـوس وزن دار مقـادیر         اما دیدیم که در بین روش      .بالایی محاسبه شد  
 مـی باشـند،   Sparse بزرگ و   A,Bهای   حالت کلی که ماتریس   لذا در   . کردویژه را با سرعت بیشتری محاسبه می      

  . روش مستقل از معکوس وزن دار  برای محاسبۀ مقادیر ویژه تعمیم یافته توصیه می شود
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