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ریسی مرتبه ديم  بروامه مسالهی تابع هدف  های مقادیر بهیىه تعییه کران

 ای با متغیرهای وامقید بازه

 
 3مهدی الله دادی ،*2حسه میص مست وهی، 1مهدیه قرباوی هرمسدآبادی

 ایشاٖ وشٔبٖ،، ، ٌشٜٚ سیبضي، ٚاحذ وشٔبٖ، دا٘طٍبٜ آصاد اسلأيسیبضي وبسثشدی یدا٘طجٛی دوتش -2

 ، ایشاٖصاٞذاٖ، سيستبٖ ٚ ثّٛچستبٖدا٘طٍبٜ ، سیبضيٌشٜٚ  دا٘طىذٜ سیبضي، ،استبد -8

 دا٘طٍبٜ سيستبٖ ٚ ثّٛچستبٖ، صاٞذاٖ، ایشاٖ دا٘طىذٜ سیبضي، ٌشٜٚ سیبضي،دا٘طيبس،  -3

 

 2394تيش  89 ٔمبِٝ: ذيسس

 2392  دی 82 ٔمبِٝ: ششیپز

 

 چکیده 

ثهٝ   ٔسبِٝٞبی  ضٛد وٝ دادٜ٘بدليك ٞستٙذ. ایٗ ٔٛضٛع سجت ٔي ٔسبِٝوبسثشدی دس د٘يبی ٚالؼي، پبسأتشٞبی  ٔسبیُدس اغّت 

َ غٛست غيشلغؼي ٚ ثبصٜ ٜ    ای ثٝ دست آیٙذ. ٔهذ ُ ای، ضهبُٔ   ٞهبی سیبضهي ثهبص ٝ  ٔسهبی ٜ    ثش٘بٔه ُ ای ٚ  سیهضی طغهي ثهبص  ٔسهبی

ٞبی غيشطغي سیبضي وٝ ثش پبیٝ ٘بدليك ثٛدٖ ضهشایت ٔغهشش ضهذٜ اسهت،     ای ٞستٙذ. یىي اص ٔذَ سیضی غيشطغي ثبصٜ ثش٘بٔٝ

ضهٛ٘ذ وهبسثشد ٚسهيؼي دس     وٝ پبسأتشٞب ثٝ غٛست ٘بدليك ثيهبٖ ٔهي   ٔسبیُای است. ایٗ ٘ٛع سیضی ٔشتجٝ دْٚ ثبصٜثش٘بٔٝ ٔسبِٝ

التػبد، ا٘تخبة سٟبْ، عشاحي ٟٔٙذسي ٚ ٔغبِؼٝ ِٔٛىِٛي داس٘ذ. پبسأتشٞبی ػّْٛ ٔختّف اص جّٕٝ ٔذیشیت ٔٛجٛدی، ػّٓ 

ای ثٝ دست آیذ. ایهٗ ٔمبِهٝ    ضٛ٘ذ وٝ ٔمذاس تبثغ ٞذف ٘يض ثٝ غٛست ٘بدليك ٚ ثبصٜ سبصی سجت ٔي ثٟيٙٝ ٔسبیُای دس ایٗ  ثبصٜ

بٔميذ دس ػلأت اسهت سا ثشسسهي وهشدٜ ٚ    ای وٝ ضبُٔ ٔتغيشٞبی تػٕيٓ ٘ سیضی ٔشتجٝ دْٚ ثبصٜ ثش٘بٔٝ ٔسبیُدضٛاستشیٗ ٘ٛع 

ٞبیي وٝ ضبُٔ ٔتغيشٞبی ٘بٔٙفي  دٞذ. دس ایٗ سٚش ثب حُ صیشٔذَ ٝ ٔيٞبی تبثغ ٞذف آٖ اسای تؼييٗ وشاٖ سٚضي جذیذ ثشای

 آیذ.ٞبی ٔمبدیش ثٟيٙٝ تبثغ ٞذف ثٝ دست ٔي ٞستٙذ، وشاٖ

 
ٞبی تبثغ ٞذف، ٔتغيشٞبی تػٕيٓ ٘بٔميذ دس  ای، وشاٖ سیضی ٔشتجٝ دْٚ ثبصٜ ثش٘بٔٝ ٔسبِٝای،  ٔبتشیس ثبصٜ :کلمات کلیدی

 .ػلأت

 

 

 مقدمه  1

ثبضٙذ، ثبسٞب ٔٛسد ثشسسي لشاس  ای وٝ ضبُٔ تبثغ ٞذف طغي ٚ ليذٞبی طغي ٔي سیضی طغي ثبصٜ ثش٘بٔٝ ٔسبیُ 

ٝ ضذٜ است ی آٟ٘ب اسای ٞبی ثٟيٙٝ جٛاةجٕٛػٝ ٞبی تبثغ ٞذف ٚ ٔ ٞبی ٔختّفي ثشای تؼييٗ وشاٖ ٌشفتٝ ٚ سٚش

دٞٙذ ٚ جب داسد وٝ ثيطتش ثٝ  ٞبی سیبضي سا تطىيُ ٔي ی ثضسٌي اص ٔذَ غيشطغي دستٝسیضی  ثش٘بٔٝ ٔسبیُ[. 2]

                                                           
 داس ٔىبتجبتػٟذٜ* 

 hmnehi@hamoon.usb.ac.ir آدسس اِىتشٚ٘يىي:
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ٔشتجٝ دْٚ  ٔسبِٝسیضی غيشطغي وٝ  ثش٘بٔٝ ٔسبیُطبظ اص  یه حبِتدس ایٗ ٔمبِٝ  [.8،3،6ٞب پشداطتٝ ضٛد ] آٖ

 [. 6ٌشدد ] ثشسسي ٔيثبضذ،  ٕيٓ آصاد دس ػلأت ٔيای ثب ٔتغيشٞبی تػ ثبصٜ

سیضی  ثش٘بٔٝ ٔسبِٝسیضی ٔشتجٝ دْٚ ضبُٔ تبثغ ٞذف ٔشتجٝ دْٚ ٚ ليذٞبی طغي است. دس یه  ثش٘بٔٝ ٔسبِٝ

ٔشتجٝ دْٚ ٔؼِٕٛي ضشایت تبثغ ٞذف ٚ ليذٞب، ٔمبدیشی لغؼي ٚ ثبثت ٞستٙذ. سٚش ٔضبسة لاٌشا٘ژ سٚضي ثشای 

 [.   8ت ]اس ٔسبیُحُ ایٗ ٘ٛع 

ثٝ دسستي ضٙبطتٝ ضذٜ ٘يستٙذ ٚ ایٗ ثبػث  ٔسبِٝسٚصٔشٜ ٚ دس د٘يبی ٚالؼي پبسأتشٞبی  ٔسبیُٞشچٙذ دس اوثش 

سیضی  ثش٘بٔٝ ٔسبیُتٛاٖ ٘بدليك ٔي ٔسبیُثٝ غٛست غيشلغؼي ٚ ٘بدليك ثبضٙذ. اص ا٘ٛاع ایٗ  ٔسبِٝٞبی  ضٛد دادٜ ٔي

ای سا ٘بْ ثشد. یه ساٜ دیٍش ثشای  سیضی ٔشتجٝ دْٚ ثب ضشایت ثبصٜٝ ثش٘بٔ ٔسبیُ[ ٚ 4ٔشتجٝ دْٚ ثب ضشایت فبصی ]

ثيٙي اص لجُ ٚ  حتٕبلات ٘يبص ثٝ سبطتبس لبثُ پيصپشداصش پبسأتشٞبی ٘بدليك، تٛصیغ احتٕبلات است. أب تٛصیغ ا

ٞبی ٚالؼي غيشٕٔىٗ است. دس ایٗ ٔمبِٝ ضشایت ٘بدليك سا ثٝ غٛست ثبصٜ  ٔغبثك ثب لٛاػذ داسد وٝ دس ٕ٘ٛ٘ٝ

 ٔسبِٝآیذ ٚ دس یه  ی تبثغ ٞذف ٔٛسد٘ظش ثٝ غٛست دليك ثٝ دست ٕ٘ي وٙيٓ. ثذیٗ سجت ٔمذاس ثٟيٙٝ ٔطخع ٔي

تبثغ ٞذف  ای ثشای ٔمبدیش ثٟيٙٝ سبصی ثب تؼييٗ ٔمبدیش ثٟتشیٗ )وشاٖ پبیيٗ( ٚ ثذتشیٗ )وشاٖ ثبلا(، ثبصٜٔيٙيٕٓ

ای است تٛسظ ٔحممب٘ي ٕٞچٖٛ  ای وٝ ضبُٔ پبسأتشٞبی ثبصٜ سیضی ٔشتجٝ دْٚ ثبصٜ ثش٘بٔٝ ٔسبیٌُشدد.  ٔطخع ٔي

IQP ٔسبِٝا٘ذ. ِي ٚ ٕٞىبساٖ ثشای حُ  [ ٔٛسد ثشسسي لشاس ٌشفت28ٝ[ ٚ ِيٛ ٚ ٚاً٘ ]22،25[، ِي ]9،2،6لادیه ]
2 

[ 26ا٘ذ. ِي ٚ تيبٖ ] دادٜ اسایٝ[ سا 26،23وبس ثشدٖ دٌٚبٖ دسٖ ] ٞبی ٔختّفي اص جّٕٝ ثٝ ثب ليذٞبی ٘بٔسبٚی سٚش

ثب  IQP ٔسبِٝا٘ذ.  ٞبی تبثغ ٞذف سا پيطٟٙبد وشدٜ سیضی سیبضي دٚتشاصٜ جٟت تؼييٗ وشاٖ استفبدٜ اص تىٙيه ثش٘بٔٝ

 ٔسبیُدیه ثشسسي وشد وٝ [. لا26،23سخت است ]NPٔسبِٝليذٞبی ٔسبٚی دس تؼييٗ ٔمذاس ثذتشیٗ، یه 

ILP
8 ٚIQP  ٝٔسبیُثب ٔتغيشٞبی ٘بٔميذ ثشای تؼييٗ ٞش دٚ ٔمذاس ثٟتشیٗ ٚ ثذتشیٗ ٞذف ث NP ُسخت تجذی

 [.9،  2ضٛد ] ٔي

 اسایٝثب ٔتغيشٞبی ٘بٔميذ  IQPدس ایٗ ٔمبِٝ سٚضي جذیذ ثشای تؼييٗ ٔمبدیش ثٟتشیٗ ٚ ثذتشیٗ تبثغ ٞذف 

ی  ٞبی ٔمبدیش ثٟيٙٝ وٝ داسای ٔتغيشٞبی ٘بٔٙفي ٞستٙذ، وشاٖ ٔسبِٝٞبیي اص  ٌشدد. ٔب دس ایٗ سٚش ثب حُ صیشٔذَ ٔي

ثب ٔتغيشٞبی ٘بٔميذ تٛسظ لادیه ثشسسي ٚ  ILPای  سیضی طغي ثبصٜ ثش٘بٔٝ ٔسبِٝ. لجلاً ایٓ تبثغ ٞذف سا تؼييٗ وشدٜ

 [.2ضذٜ است ] اسایٖٝ ٞبی ثبلا ٚ پبیيٗ آ ٞبیي ثشای تؼييٗ وشاٖ سٚش

ای تٛسظ ٘ٛیسٙذٌبٖ ایٗ ٔمبِٝ  ای دس ٔمبِٝ سیضی ٔشتجٝ دْٚ ثبصٜ ثش٘بٔٝ ٔسبیُٞبی ثٟيٙٝ  تؼييٗ ٔجٕٛػٝ جٛاة

 [. 24ثشسسي ضذٜ است ]

[، 26سیضی ٔشتجٝ دْٚ وبسثشدٞبی فشاٚا٘ي داس٘ذ. اص جّٕٝ استفبدٜ آٟ٘ب دس ٔذیشیت ٔٛجٛدی ] ثش٘بٔٝ ٔسبیُ

 ثبضذ. [ ٔي85[ ٚ ٔغبِؼٝ ِٔٛىِٛي ]85[،  ػّٓ التػبد ]29[، عشاحي ٟٔٙذسي ]22ا٘تخبة سٟبْ ]

                                                           
1Interval quadratic programming 
2Interval linear programming 
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سیضی ٔشتجٝ  ٔٝثش٘ب ٔسبِٝ 3٘يبص ٚ ٔمذٔبت آٔذٜ است. ثخص  پيص 8ثخص است. دس ثخص  6ایٗ ٔمبِٝ ضبُٔ 

ٌيشی ٚ  ٘تيجٝ 6طشٜ ثخص ٘تبیج ػذدی ٚ ثبلا 6وٙذ. ثخص  سا ٔؼشفي ٔي ٔسبیُای ٘بٔميذ ٚ سٚش حُ ایٗ  دْٚ ثبصٜ

 ٔمبِٝ سا دسثشداسد. پيطٟٙبدٞبی

 

 ویاز ي مقدمات پیص 2

 ثبضذ. غٛست ثبصٜ ٔيٞب ثٝ  ٞب، ثيبٖ دادٜ ٞبی ٘بدليك ٚجٛد داسد. یىي اص ایٗ سٚش ٞبی ٔختّفي ثشای ثيبٖ دادٜ سٚش

 وٙيٓ. ای سا ٔشٚس ٔي سیضی طغي ثبصٜ ای ٚ سپس ثش٘بٔٝ دس ایٗ ثخص اثتذا ٔفبٞيٓ ثبصٜ

 

 ای حساب بازه 2-1

 [.84-82پشداصیٓ ] ای ٔي دس ایٗ لسٕت ثٝ تؼبسیف ٔشثٛط ثٝ اػٕبَ ججشی ثبصٜ

x,اٌش 1تعریف x  ٚx x ٜآٍ٘ب,x x x     ٜٔجٕٛػٝ  يٓ، وٝ دس آٌٖٛی ای ٔي سا یه ػذد ثبص

xاٌش اػذاد حميمي است. x  ٜآٍ٘ب ،xٜای تجبٞيذٜ است. یه ػذد حميمي ٚ ثٝ ػجبستي یه ػذد ثبص 

m,اٌش 2تعریف n ٜآٍ٘ب , :m nA A A A A A A           ٜيٓ ٌٛی ای ٔي سا یه ٔبتشیس ثبص

ٞبی حميمي وٝ دس آٖ ٔبتشیس
ijA a    ,ijA a     ٖای ٞبی ٔبتشیس ثبصٜ وشاAٝعٛسی وٝ ثٝ   ٞستٙذ، ث

,اصای ٞش ,ij ija a i j  ثٝ ثيبٖ دیٍشA A . 

ٞبیي حميمي ٞستٙذ؛ ثٝ غٛست  وٝ ٔبتشیسAٚ ٔبتشیس ضؼبػيcAٔبتشیس ٔشوضی Aای ثشای ٞش ٔبتشیس ثبصٜ

 ضٛ٘ذ: صیش تؼشیف ٔي

   . , cA A A A A A       
1 1
2 2

 

 تٛاٖ ثٝ ایٗ غٛست ٘ٛضت:  ٘يض ٔي سا Aایِزا ٔبتشیس ثبصٜ
c c

[A ,A ] A A , A A    
     A 

ثٝ غٛست صیش تؼشیهف   bثؼذی m ای ای ثب یه ستٖٛ است. ثشداس ثبصٜ ای حبِت طبغي اص ٔبتشیس ثبصٜ ثشداس ثبصٜ

 ضٛد: ٔي
c cm

[b ,b ] {b | b b b }b b b , b b      
          

وٝ دس آٖ    . , cb b b b b b       
1 1
2 2

 

فشؼ وٙيذ 3تعریف 
m

1 ٝای اص تٕبْ ثشداسٞبی ٔجٕٛػm  ُ 1,ثؼهذی ضهبٔ ثبضهذ ٚ ثهشداس   1 
m

y 1  ٜ آٍ٘هب

   :
m my y e   1  ٝو , ,...,

t
e  1 1  است. 1

ثشداس اٌش 4تعریف 
m

y 1  ثبضذ،آٍ٘بٜ ٔبتشیس لغشی ٔتٙبظشثبyضٛد: ثٝ غٛست صیش تؼشیف ٔي 

 , ,..., .y mD diag y y y 1 2 
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ػجبست است اص  x، آٍ٘بٜ ثشداس ػلأت nxاٌش 5تعریف sgn
n

s x  1  ٝغٛست صیش تؼشیف ٚ ث

 ضٛد:  ٔي

 sgn
i

x
x

x


 

 

1 0

1 0
 

,وٝ ,...,i n1 sxغٛستٝ ث x.  ٕٞچٙيٗ ثشداس لذس ٔغّك2 D x ثبضذ. ٔي 

اٌش 6تعریف  
m

y 1 ٚ 
n

s 1آٍ٘بٜ ٔبتشیس حميميysA ضٛد: ثٝ غٛست صیش تؼشیف ٔي 
c

ys y sA A D A D  

ثٝ عٛس ٔطبثٝ، اٌش 
m

y 1 حميمي، آٍ٘بٜ ثشداسyb :ثٝ غٛست صیش است 
c

y yb b D b  

ysAٞستٙذ، ثٙبثشایٗ  A ٚbای ٘مبط ا٘تٟبیي ضشایت ثبصٜ  ysA ٚybاػضبی Aٚyb b. 

]ای ٔؼبدِٝ ثبصٜ , ] ,a a x b b       ٌيشیٓ. جٛاة ایٗ ٔؼبدِٝ ِضٚٔبً ػذدی حميمي ٘يست.  سا دس ٘ظش ٔي 

ثشای ٔثبَ اٌش    , ,x 2 3 4 x,آٍ٘بٜ 6
 

 
 

4
3

3
 . 

 وٝ یه ثبصٜ است لشاسطٛاٞذ داضت.ای فٛق دس ٔجٕٛػٝ صیش  دس ٚالغ جٛاة ٔؼبدِٝ ثبصٜ

 [ ,b], [c, ,d]ak k       
]عٛس ٔطبثٝ ٘بٔؼبدِٝ ثٝ ,b] [c,d]a x  :٘يض جٛاثي ثٝ غٛست ٔجٕٛػٝ صیش داسد 

 [ ,b], [c, ,d]ak k       
ای ثٝ جبی یه ػذد حميمي یه ثبصٜ است. ثٙبثشایٗ ٔتغيشٞبی تػٕيٓ  یؼٙي جٛاة یه ٔؼبدِٝ یب ٘بٔؼبدِٝ ثبصٜ      

ای ثٝ جبی ٔتغيشٞبی تػٕيٓ  ٔسبِٝای ِضٚٔبً اػذاد حميمي ٘يستٙذ. اص ایٗ سٚ دس چٙيٗ  سبصی ثبصٜ ثٟيٙٝ ٔسبِٝیه 

 ٓ.ای سا دس ٘ظش ثٍيشی حميمي ثبیذ ٔتغيشٞبی تػٕيٓ ثبصٜ

mای ٞبی ثبصٜ ٔجٕٛػٝ تٕبْ ٔبتشیس 7تعریف  nسا ثبI m n ٜای ٚ ٔجٕٛػٝ تٕبْ ثشداسٞبی ثبصnثؼذی سا ثب

I n دٞٙذ. ٕ٘بیص ٔي 

Aجٛاة ضؼيف دستٍبٜ ٘بٔؼبدلات nxثشداس 8تعریف  x b ،I m nA  ٚI mb  ٜاست ٞشٌب

A A ٚb b ٝٚجٛد داضتٝ ثبضذ ثٝ عٛسی و.Ax b دستٍبٜ ٘بٔؼبدلاتA x b  ضذ٘ي ضؼيف است، اٌش

 داسای جٛاة ضؼيف ٘بٔٙفي ثبضذ.

Aجٛاة لٛی دستٍبٜ ٘بٔؼبدلاتnxثشداس 9تعریف  x b ٜاست اٌش ٞش دستٍبAx b،A A ٚ

b b ُپزیش ثبضذ. دستٍبٜ حA x b .ضذ٘ي لٛی است، ٞشٌبٜ داسای جٛاة لٛی ٘بٔٙفي ثبضذ 

Aجٛاة ضؼيف دستٍبٜ ٘بٔؼبدلات nxثشداس [88] 1قضیه  x b   :است اٌش ٚ تٟٙب اٌش 
cA x A x b   

Aفشؼ وٙيذ اثبات. A ٚb bٝٚجٛد داضتٝ ثبضذ ثٝ عٛسی وAx b :ٜآٍ٘ب 

    c c c c c c c cA x b A x b b Ax A A x b b A A x b b A x b                
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cثٙبثشایٗ cA x A x b b b     . 

cAثبِؼىس فشؼ وٙيذ x A x b  . ثب فشؼsgns x ٚSx D xٓداسیc

SA x A D x b   ٚ

)ثٙبثشایٗ )c

SA A D x b  ٖٛچ .( )c

SA A D A   ٚb b    ٝضٛد.   ثبثت ٔيِزا لضي□ 

Aای٘بٔؼبدلات ثبصٜ دستٍبٜ 11تعریف  x b ضذ٘ي ضؼيف است اٌشA A ٚb b  ٝٚجٛد داضتٝ ثبضذ ث

Axعٛسی وٝ b ٚx .٘بٔٙفي ثبضذ 

Aای دستٍبٜ ٘بٔؼبدلات طغي ثبصٜ 2قضیه  x b ضذ٘ي ضؼيف است اٌش ٚ تٟٙب اٌش دستٍبٜ ٘بٔؼبدلات

A x b  .ضذ٘ي ثبضذ 

x٘بٔٙفي است پس xچٖٛ اثبات: x  ٝداسیٓ: 2ٚ عجك لضي 

  .c cA x A x A A x A x b        

Aای٘بٔؼبدلات ثبصٜدستٍبٜ  11تعریف  x b   ُثٝ عٛس لٛی ح   ٜ Axپزیش است اٌش ٞهش دسهتٍب b،A A  ٚ

b bُپزیش ثبضذ. ح 

Aدستٍبٜ [88] 3قضیه  x b  ُاٌش دستٍبٜ پزیش است اٌش ٚ تٟٙب ثٝ عٛس لٛی حA x A x b   1 2،

,x x 1 20  پزیش ثبضذ. ح0ُ

xای دستٍبٜ ٘بٔؼبدلات طغي ثبصٜ[ 88]  4قضیه  0 ٚA x b   ٜضذ٘ي لٛی است، اٌش ٚ تٟٙب اٌش دستٍب

x٘بٔؼبدلات 0 ٚA x b  ضذ٘ي ثبضذ. 

 

 ای ریسی خطی بازه بروامه مريری بر 2-2

ای است ثٝ غٛست صیش تؼشیف  سیضی طغي ثب ضشایت ثبصٜ ثش٘بٔٝ ٔسبِٝای وٝ یه  سیضی طغي ثبصٜ ثش٘بٔٝ ٔسبِٝ

 ضٛد: ٔي

(2)  
min

. .

T

c x

s t A x b

x



 

 0

 

,وٝ دس آٖ , , , I,I Im m n nb b b A A A c c c                        ثبضٙذ.ٔي 

[. ثٝ ػّت 82، 86تش ٔسبٚی است] ای ثب ليذٞبی وٛچه سیضی طغي ثبصٜ ثش٘بٔٝ ٔسبِٝتشیٗ حبِت  ( سبد2ٜی ) ٔسبِٝ 

( 8ٔطخػٝ ثٝ غٛست ) ٔسبِٟٝ٘بیت صیشٔذَ ثٝ ٘بْ ای ضبُٔ ثي سیضی طغي ثبصٜ ثش٘بٔٝ ٔسبِٝای ثٛدٖ ضشایت،  ثبصٜ

 است: 

(8                                           )                                                                                           

min

. .

Tc x

s t Ax b

x



 0

                                                                                                                  

,وٝ دس آٖ ,b b A A c c      .ضبُٔ ٔمبدیشی ثبثت ٞستٙذ 
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 ٔسبیُٞبی ٔتذاَٚ حُ  ٔؼِٕٛي است وٝ ثب سٚش (LP)سیضی طغي  ثش٘بٔٝ ٔسبِٝٔطخػٝ، یه  ٔسبِِٝزا 

 [.82ثبضذ ]ٞبی ٘مغٝ دسٚ٘ي لبثُ حُ ٔي سیضی طغي، ٔب٘ٙذ سٚش سيٕپّىس یب سٚش ثش٘بٔٝ

ای ثٛدٖ ضشایت دس تبثغ ٞذف،  بیت ٘بحيٝ ضذ٘ي ٚ ثٝ ػّت ثبصٜٟ٘ ای ثٛدٖ ضشایت ليٛد، ثي ثٝ ػّت ثبصٜ

ای، ثبیستي  سیضی طغي ثبصٜ ثش٘بٔٝ ٔسبِٝآیذ. ثٝ ػجبستي ثشای حُ یه  ٟ٘بیت ٔمذاس ثشای تبثغ ٞذف ثٝ دست ٔي ثي

f,ای ضبُٔ ٔمبدیش تبثغ ٞذف ثٝ غٛست ثبصٜ f f      ٝٔسبِٝی  ٞبی ثٟيٙٝ ای ضبُٔ جٛاة ٚ ٕٞچٙيٗ ٔجٕٛػ 

 [. 89، 82ثٝ دست آٚسد ]

f,اػذاد f ٖی تبثغ ٞذف ٞستٙذ وٝ دس حبِت ٞبی تبثغ ٞذف، وٕتشیٗ ٚ ثيطتشیٗ ٔمذاس ثٟيٙٝ وشا

ضٛ٘ذ.  ثٝ تشتيت ثٟتشیٗ ٚ ثذتشیٗ ٔمذاس تبثغ ٞذف ٘بٔيذٜ ٔي ای سیضی طغي ثبصٜ ثش٘بٔٝ ٔسبِٝسبصی  ٔيٙيٕٓ

تشیٗ ٚ  ٚجٛد داسد وٝ ٔؼشٚف ای سیضی طغي ثبصٜ ثش٘بٔٝ ٔسبِٝٞبی تبثغ ٞذف  ٞبی ٔختّفي ثشای تؼييٗ وشاٖ سٚش

[. ایٗ سٚش، سٚش تبً٘ 35پيطٟٙبد ضذٜ است ] ب سٚضي است وٝ تٛسظ تبً٘ ضبئٛچًٙپشوبسثشدتشیٗ آٟ٘

 ضٛد.  ٘بٔيذٜ ٔي 2(BWCسٚش ثٟتشیٗ ٚ ثذتشیٗ )ضبئٛچًٙ یب 

 ضٛد: ( ٘يض ٕ٘بیص دادٜ ٔي3ثٝ غٛست ) (2ای ) سیضی طغي ثبصٜ ثش٘بٔٝ ٔسبِٝ         

(3)                                                                          

min ,

. . , , , , ,..., ,

, , ,..., .

n

j j j

j

n

ij ij j i i

j

j

c c x

s t a a x b b i m

x j n

 



   



  

       

 





1

1

1 2

0 1 2

 

 

 ( است:6( ثٝ فشْ )3ای ) سیضی طغي ثبصٜ ی ثش٘بٔٝ ٔطخػٝ ٔسبِٝ 

 

(6) 

 

 

 

,وٝ  , , , ,i i i ij ij ij j j jb b b a a a c c c                 . 

( 4( ٚ )6) ٔسبِٝ( ثب سٚش تبً٘ ضبئٛچًٙ ثٝ تشتيت اص حُ دٚ 3) ٔسبِٝثٟتشیٗ ٚ ثذتشیٗ ٔمبدیش تبثغ ٞذف         

 آیٙذ. ضٛ٘ذ ثٝ دست ٔيثٟتشیٗ ٚ ثذتشیٗ ٘بٔيذٜ ٔئسبیُ وٝ 
 

 

(6) 

 

 

                                                           
1The best and the worst case 

min

. . , , ,..., ,

, , ,..., .

n

j j

j

n

ij j i

j

j

c x

s t a x b i m

x j n





 

 





1

1

1 2

0 1 2

min

. . , , ,..., ,

, , ,..., .

n

j j

j

n

ij j i

j

j

f c x

s t a x b i m

x j n

 



 





 

 





1

1

1 2

0 1 2
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 (4)                                                                                          

min

. . , , ,..., ,

, , ,..., .

n

j j

j

n

ij j i

j

j

f c x

s t a x b i m

x j n

 



 





 

 





1

1

1 2

0 1 2

 

تشیٗ ٘بحيٝ ضذ٘ي دس ثيٗ تٕبْ  ی ثذتشیٗ داسای وٛچه ٔسبِٝتشیٗ ٘بحيٝ ضذ٘ي ٚ  ی ثٟتشیٗ داسای ثضسي ٔسبِٝ

 ٔطخػٝ ٞستٙذ. ٔسبیُ٘ٛاحي ضذ٘ي 

,ایثشای ٘بٔسبٚی ثبصٜ [35] 5قضیه  ,ij ij j i ia a x b b         ٝو,...,i m1,..., ,j n1ليذٞبی
n

ij j i

j

a x b 




1

,
n

ij j i

j

a x b 




1

 وٙٙذ.تشیٗ ٘بحيٝ ضذ٘ي سا ٔطخع ٔي تشیٗ ٚ وٛچه ، ثٝ تشتيت ثضسيjxثٝ ػّت ٘بٔٙفي ثٛدٖ

ی ٔطخػٝ ٔسبِٝليذٞبی  اثبات:
n

ij j i

j

a x b



1

ij,وٝ ij ija a a   , ,i i ib b b   ٌيشیٓ. اص  سا دس ٘ظش ٔي

jxوٝ يآ٘جبی   داسیٓ: 0

(6                   )     
n n n

ij j ij j ij j i i i

j j j

a x a x a x b b b   

  

      
1 1 1

 

 □آیذ.   ٚ ٘تيجٝ ثٝ دست ٔي

ی ثذتشیٗ، ثيطتشیٗ ٔمذاس تبثغ ٞذف سا ٔحبسجٝ  ٔسبِٝی ثٟتشیٗ، وٕتشیٗ ٔمذاس تبثغ ٞذف ٚ  ٔسبِٕٝٞچٙيٗ 

وٙٙذ. چٖٛ ٔي
j j jc c c   jx   ضٛد:  ، ٘تيجٝ ٔي 0

n n n

j j j j j j

j j j

c x c x c x 

  

   
1 1 1

 

fٚ ِزا f f   ثبضذ.  ٔي 

غٛست ٔشثٛط ثٝ ٔتغيشٞبی ٘بٔميذ دس ػلأت است. دس ایٗ  ای سیضی طغي ثبصٜ ثش٘بٔٝ ٔسبِٝیىي اص حبلات         
 ( است: 2ثٝ فشْ ) ای سیضی طغي ثبصٜ ثش٘بٔٝ

 

(2                                               ) 

 

I وٝ nc ,I m nA . I mb  

 x( ٘يست. چٖٛ ثستٝ ثٝ ایٙىٝ 2ای ثب ٔتغيشٞبی ٘بٔٙفي ) سیضی طغي ثبصٜ ثش٘بٔٝ ٔسبِٝثٝ ساحتي  ٔسبِٝحُ ایٗ        

Tcوٙذ. ٕٞچٙيٗ دیٍش تشیٗ ٘بحيٝ ضذ٘ي تغييش ٔيتشیٗ ٚ وٛچهٔثجت یب ٔٙفي ثبضذ، ثضسي x ٚ ٗوٕتشیTc x 

[ ا٘جبْ 9( تٛسظ لادیه ]2ای ) سیضی طغي ثبصٜ ثش٘بٔٝ ٔسبِٝوٙٙذ. حُ  ثيطتشیٗ ٔمذاس تبثغ ٞذف سا ٔطخع ٕ٘ي

 .ضذٜ است اسایٝ، ٞستٙذسخت NPئسبیّوٝ  ٔسبِٝٞبی ثبلا ٚ پبیيٗ تبثغ ٞذف ایٗ  ضذٜ ٚ تؼييٗ وشاٖ

 

 

min

. .

T

c x

s t A x b
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 ریسی مرتبه ديم  بروامه مساله 3

 است: (9)سیضی ٔشتجٝ دْٚ، داسای تبثغ ٞذف ٔشتجٝ دْٚ ٚ ليٛد طغي ثٝ غٛست  ثش٘بٔٝ ٔسبِٝیه 

 

(9) 

 

.وٝ  , , , ,m m n n n n nb A Q c x      

Txػجبست Qx وٙذ ٚ لسٕت ٔشتجٝ دْٚ تبثغ ٞذف سا ٔطخع ٔيQ  یه ٔبتشیس ٔتمبسٖ ٚ ٘يٕٝ ٔؼيٗ ٔثجت است

Q[. اٌش6]  سیضی  ثش٘بٔٝ ٔسبِٝضٛد.  سیضی طغي تجذیُ ٔي ثش٘بٔٝ ٔسبِٝسیضی ٔشتجٝ دْٚ ثٝ یه  ثش٘بٔٝ ٔسبِٝثبضذ، 0

 ٘يض ٘ٛضت: (25)تٛاٖ ثٝ غٛست ٔشتجٝ دْٚ سا ٔي

 

 

(25) 

 

 

 [.8دست آٚسد ]ٝ تٛاٖ ثب استفبدٜ اص سٚضي ثٝ ٘بْ ٔضبسة لاٌشا٘ژ ث سا ٔي سیضی ٔشتجٝ دْٚ ثش٘بٔٝ ٔسبِٝجٛاة 

 

 ای  ریسی مرتبه ديم بازه بروامه مساله 3-1
ثبضذ.  ای ٔي ای داسای تبثغ ٞذف ٔشتجٝ دْٚ ٚ ليٛد طغي ثب ضشایت ثبثت یب ثبصٜ سیضی ٔشتجٝ دْٚ ثبصٜ ثش٘بٔٝ ٔسبِٝ

 ٌشدد:  تؼشیف ٔي (22)تشیٗ حبِت ثٝ غٛست  دس سبدٜ ای سیضی ٔشتجٝ دْٚ ثبصٜ ثش٘بٔٝ ٔسبِٝیه 

 

(22) 

 

 
n n, , , , ,I , ,I I Im m n nb b b A A A c c c Q Q Q                                 

 ثبضٙذ.                                                   ای ٔي ٞب ٚ ثشداسٞبیي ثبصٜ ٔبتشیس

 ٔسبِٝسیضی ٔشتجٝ دْٚ ٔؼِٕٛي ثٝ ٘بْ  ثش٘بٔٝ ٔسبیُضبُٔ یه طب٘ٛادٜ اص  (22)ای سیضی ٔشتجٝ دْٚ ثبصٜ ثش٘بٔٝ ٔسبِٝ

 ضٛ٘ذ: ٕ٘بیص دادٜ ٔي (28)ٔطخػٝ است وٝ ثٝ غٛست 

 

(28) 

 

,وٝ  , , , , , ,b b b b A A A A c c c c Q Q Q Q                                 

min

. .

T Tx Qx c x

s t Ax b

x





 0

min

. . , , ,..., ,

, , ,..., .

n n n

ij i j j j

i j j

n

ij j i

j

j

q x x c x

s t a x b i m

x j n

  





 

 

 



1 1 1

1

1 2

0 1 2

min

. .

T Tx Qx c x

s t Ax b

x





 0

min

. .

TTx Q x c x

s t A x b

x o
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ٚQ  .ٔبتشیسي ٔتمبسٖ ٚ ٘يٕٝ ٔؼيٗ ٔثجت است 

 ٘ٛضت: (23)تٛاٖ ثٝ غٛست  سا ٔي (22)ای سیضی ٔشتجٝ دْٚ ثبصٜ ثش٘بٔٝ ٔسبِٝثٝ عٛس ٔؼبدَ، 

 

 

(23                     ) 

 

 

 است: (26)٘يض ثٝ غٛست  (23)ٔطخػٝ  ٔسبِٝ

 

 

(26) 

 

 

,وههٝ دس آٖ , , , , , ,i i i ij ij ij ij j j j j ij ij ij ijb b b a a a a c c c c q q q q                                ثههشای

,...,i m1,..., ,j n1 . 

f,وٝ آٖ سا ثب  لشاس داسد  ای، دس یه ثبصٜ سیضی ٔشتجٝ دْٚ ثبصٜ ثش٘بٔٝ ٔسبِٝی تبثغ ٞذف  ٔمبدیش ثٟيٙٝ f f     

 .  دٞيٓ ٕ٘بیص ٔي

 

 ای با متغیرهای وامقید ریسی مرتبه ديم بازه مدل بروامه 3-2

ی ٞش دٚ وشاٖ  ای ضبُٔ ٔتغيشٞبی تػٕيٓ ٘بٔميذ دس ػلأت ثبضذ، ٔحبسجٝ سیضی ٔشتجٝ دْٚ ثبصٜ ثش٘بٔٝ ٔسبِٝاٌش 

ضٛ٘ذ. لادیه سٚضي ثشای حُ  سخت طٛاٞٙذ ثٛد ٚ ثٝ دضٛاسی تؼييٗ ٔيNPئسبیّپبیيٗ ٚ ثبلای تبثغ ٞذف 

ای دس فشْ وّي وٝ ضبُٔ ليذٞبی ٔسبٚی ٚ ٘بٔسبٚی ٚ ٔتغيشٞبی تػٕيٓ ٘بٔٙفي ٚ  سیضی ٔشتجٝ دْٚ ثبصٜ ثش٘بٔٝ ٔسبیُ

ف اص دٌٚبٖ اش ثشای تؼييٗ وشاٖ ثبلای ٞذ دادٜ است. اٚ دس ٔمبِٝ اسایٝٔتغيشٞبی تػٕيٓ ٘بٔميذ دس ػلأت است، 

سیضی  ثش٘بٔٝ ٔسبِٝٞبی تبثغ ٞذف  [. دس ایٗ ٔمبِٝ سٚضي جذیذ سا ثشای تؼييٗ وشا9ٖلاٌشا٘ژ استفبدٜ وشدٜ است ]

تفبٚت سٚش ٔب دس ایٗ  دٞيٓ. ٔي اسایٝای  ثب ليذٞبی ٘بٔسبٚی وٝ فمظ ضبُٔ ٔتغيشٞبی ٘بٔميذ است  ٔشتجٝ دْٚ ثبصٜ

ٞبی ٔمذاس  ٞب ٘بٔٙفي ٞستٙذ؛ سؼي دس تؼييٗ وشاٖ ٔتغيشٞبی تػٕيٓ آٖ ٞبیي وٝ است وٝ ثب استفبدٜ اص حُ صیشٔذَ

ٞبی وٕتشی ثٝ  ٔسبِٝثٟيٙٝ تبثغ ٞذف داسیٓ. ٕٞچٙيٗ تلاضٕبٖ ثش ایٗ است وٝ دس غٛست أىبٖ ثب حُ صیش

 ٔبٖ ثشسيٓ. طٛاستٝ

 

 

 

min , ,

. . , , , , ,..., ,

, , ,..., .

n n n

ij ij i j j j j

i j j

n

ij ij j i i

j

j

q q x x c c x

s t a a x b b i m

x j n

   

  

   



      

       

 

 



1 1 1

1

1 2

0 1 2

min

. . , , ,..., ,

, , ,..., .

n n n

ij i j j j

i j j

n

ij j i

j

j

q x x c x

s t a x b i m

x j n

  





 

 

 



1 1 1

1

1 2

0 1 2
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 سا دس ٘ظش ثٍيشیذ: (26)ای ٘بٔميذ  سیضی ٔشتجٝ دْٚ ثبصٜ ثش٘بٔٝ ٔسبِٝ        

(26   )                                                                                                                       min

. .

TTx Q x c x

s t A x b

 

 




 

 
n n, , , , ,I , ,I I Im m n nb b b A A A c c c Q Q Q                                 

 است: (24)ثٝ غٛست  (26)ای  سیضی ٔشتجٝ دْٚ ثبصٜ ی ثش٘بٔٝ ٔطخػٝ ٔسبِٝٞستٙذ.   

 

(24) 

 

,وٝ  , ,      b b A A c c Q Qٚ ٜثٛدQ   .ٔبتشیسي ٔتمبسٖ ٚ ٘يٕٝ ٔؼيٗ ٔثجت است 

 

 وامقید IQPريش حل 3-3

ٔثجت یب  xچٖٛ ثستٝ ثٝ ایٗ وٝ( ٘يست. 22ی ثب ٔتغيشٞبی ٘بٔٙفي ) ٔسبِٝثٝ ساحتي حُ  (26)ی ٘بٔميذ  ٔسبِٝحُ 

ثٟتشیٗ ٚ ثذتشیٗ  ٔسبیُتٛاٖ اص  وٙذ ٚ دیٍش ٕ٘ي تشیٗ ٘بحيٝ ضذ٘ي تغييش ٔيتشیٗ ٚ وٛچهٔٙفي ثبضذ، ثضسي

 ٞبی تبثغ ٞذف استفبدٜ ٕ٘ٛد.  ثشای تؼييٗ وشاٖ

 ضٛد. ٔيٌفتٝ  2صیشفضب است وٝ ثٝ ٞشیه اص آٟ٘ب یه اٚستب٘ت n2ثؼذی ضبُٔ nیه فضبی  12تعریف 

ی ٔتٕبیض دِخٛاٜ دس ایٗ ٔجٕٛػٝ، ٔسيشی ٚجٛد  است ٞشٌبٜ ثيٗ ٞش دٚ ٘مغٝ 8یه ٔجٕٛػٝ ٕٞجٙذ 13تعریف 

 داضتٝ ثبضذ.

    ضبٖ دس یه اٚستب٘ت ، ٘بحيٝ ضذ٘يٞب ٘بٔٙفي ٞستٙذ وٝ ٔتغيشٞبی تػٕيٓ آٖ ای ثبصٜسیضی ٔشتجٝ دْٚ  ثش٘بٔٝ ٔسبیُ

(
n

1
2 

 ٔسبیُدس غٛستي وٝ  .لشاس داسد ٚ ثٝ ػّت طغي ثٛدٖ ليذٞب، ٘بحيٝ ضذ٘ي ٔحذة داس٘ذ( ثؼذیnفضبی

٘بٔميذ، ٕٔىٗ است داسای ٘بحيٝ ضذ٘ي دس چٙذیٗ اٚستب٘ت ثبضٙذ ٚحتي ٕٔىٗ است  ای سیضی ٔشتجٝ دْٚ ثبصٜ ثش٘بٔٝ

ٞبی تبثغ ٞذف سا ثسيبس سخت  ی وشاٖ ٞبی ٔجبٚس ثٝ ٞٓ ٔتػُ ٘جبضذ. ایٗ وبس ٔحبسجٝ ٘بحيٝ ضذ٘ي دس اٚستب٘ت

دٞيٓ. ایٗ  ُ ٔيٞبی ٔشثٛط ثٝ ٞش اٚستب٘ت سا تطىي ٞبی تبثغ ٞذف، صیشٔذَ ثشای تؼييٗ وشاٖ اص ایٗ سٚ وٙذ. ٔي

تؼذاد ٔتغيشٞبی تػٕيٓ  nاست ٚ n2ٞب ثؼذی، تؼذاد ایٗ صیشٔذَ nٞب ٔتغيشٞبی ٘بٔٙفي داس٘ذ. دس فضبی صیشٔذَ

ثسيبس دضٛاس یب ثٝ  ٔسبِٝحُ  nضٛد وٝ دس غٛست صیبد ثٛدٖ  ایٗ ٔٛضٛع سجت ٔي ٘بٔميذ دس ػلأت است.

 .ضٛد سختNPػجبستي

سا ثٝ  است (24)ی   ٔطخػٝ ٔسبیُٞبی  وٝ اجتٕبػي اص جٛاة (26) ٔسبِٝثشای ایٗ ٔٙظٛس، ٔجٕٛػٝ جٛاة       

 وٙيٓ: غٛست صیش تؼشیف ٔي

                                                                                                   : , ,nF x A A b b Ax b         

                                                           
1orthant 
2connected 

min

. .

T Tx Qx c x

s t Ax b
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 تٛغيف ٕ٘ٛد: (26)سا ثٝ غٛست Fتٛاٖ ٔجٕٛػٝ ، ٔي8عجك لضيٝ 

(26)                                                           : .n cF x A x A x b     
 

 ی تابع هدف محاسبه بدتریه مقدار بهیىه 3-3-1

fوشاٖ ثبلای  آیذ. فشؼ وٙيذ تؼذاد ٔتغيشٞبی ٘بٔميذ ٔطخػٝ ثٝ دست ٕ٘ي ٔسبِٝ ثب حُ یهx  ٔسبِٝدس IQP 

ٔطخػٝ سا دس ٘ظش ثٍيشیٓ وٝ دس آٟ٘ب ٔسبِٝثبضذ، دس ایٗ غٛست ثبیستي تؼذادی  nثشاثش 
n

s 1 اٚستب٘ت ،

sDٔتٙبظش ثب  x 0 وٙذ ٚ ِزا  سا ٔطخع ٔيn2 ٌِٝشدد وٝ  ٞب حبغُ ٔي ٔطخػٝ ٔتٙبظش ثب ٞش وذاْ اص اٚستب٘ت ٔسب

sfدس ٞش وذاْ اص آٟ٘ب ٔتغيش تػٕيٓ ٘بٔٙفي است. اٌش
 ٝٙثبضذ: (22)ی  ٔطخػٝ ٔسبِٝی  ٔمذاس ثٟي 

 

 

(22  ) 

 

sDثب تٛجٝ ثٝ ایٙىٝ  x 0 ٔؼِٕٛي ثب ٔتغيشٞبی ٘بٔٙفي  سیضی ٔشتجٝ دْٚ ثش٘بٔٝ ٔسبِٝاست، ایٗ صیشٔذَ یه

تشیٗ ٘بحيٝ ٕٔىٗ ٚ ٔٙبست ثشای یبفتٗ  ٞٓ وٛچه (22) ٔسبِٝثبضذ. ٘بحيٝ ضذ٘ي  است ٚ ثٝ سبدٌي لبثُ حُ ٔي

fثذتشیٗ ٔمذاس تبثغ ٞذف است. تؼييٗ   ُثب حn2 ِٝ(22)سیضی ٔشتجٝ دْٚ ٔؼِٕٛي ثب ٔتغيشٞبی ٘بٔٙفي  ثش٘بٔٝ ٔسب 

 ضٛد: ا٘جبْ ٔي (29)ثٝ غٛست 

 (29)                                                                                                                                     
 

min
n s

s

f f 

 


1

 

 

 ی تابع هدف محاسبه بهتریه مقدار بهیىه 3-3-2

fٔطبثٝ ٔحبسجٝ  ٝثٟتشیٗ ٔمذاس تبثغ ٞذف یؼٙي، ٔحبسجf   ٔسبِٝٞٓ یهNPاست. ػلاٜٚ ثش ایٗ  سخت

fثشای ٔحبسجٝ دليك. [9] تٛاٖ وشاٖ پبیيٗ سا ثٝ غٛست دليك ثٝ دست آٚسد ٕ٘ي ثبیستي ٔجٕٛػٝ ضذ٘ي ،F  دس

اضتشان . ثٝ یه اٚستب٘ت ٔحذٚد ضٛد ٔحذة استFای ٔحذة ثبضذ. دس غٛستي وٝ ٔجٕٛػٝ ( ٘بحي26ٝ)

ثب اٚستب٘ت ٔتٙبظش ثب Fٔجٕٛػٝ  
n

s 1 ( است:85ثٝ غٛست ) 

(85)                                                                                                         ,c

s sA A D x b D x   0 

fثبضذ. ٚالغ است ٚ ِزا ٔحذة ٔيsایٗ ٘بحيٝ دس اٚستب٘ت  تٛا٘ذ ثب حُ ٔيn2ِٝسیضی  ثش٘بٔٝ ٔسبِٝ)ٔطخػٝ  ٔسب

تشیٗ  ( ثضسي85، ٘بحيٝ ) ٔسبِٝصیش( تؼييٗ ضٛد. دس ٞش 85ٔشتجٝ دْٚ ٔؼِٕٛي( ثب ٔتغيشٞبی ٘بٔٙفي ٚ ثب ٘بحيٝ ضذ٘ي )

sfوٙذ. فشؼ وٙيذ ٘بحيٝ ضذ٘ي ٕٔىٗ سا ٔطخع ٔي
 ٝٙوٝ  ثبضذ( 82) ی ٔطخػٝ ٔسبِٝی تبثغ ٞذف  ٔمذاس ثٟي

 :ٔتغيشٞبیص ٘بٔٙفي ٞستٙذ

   

 

min

. .

T
T c c

s s

c

s

s

x Q Q D x C D C x

s t A A D x b

D x
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(82)                                                                                     

   

 

min

. .

T
T c c

s s

c

s

s

x Q Q D x C D C x

s t A A D x b

D x

 

 

  

 

 0

 

ی ٞذف آٟ٘ب  ص ٔمذاس ثٟيٙٝضٛد تب ثب ٔيٙيٕٓ ٌشفتٗ ا ( حُ ٔي82صیشٔذَ ) n2ٔب٘ٙذ ٔحبسجٝ ثذتشیٗ ٔمذاس ٞذف،

fثتٛاٖ  دسا ثٝ دست آٚس: 

(88)                                                                                                                                      
 1

min
n s

s

f f 

 

 

fی ای ٕٞجٙذ ثبضذ آٍ٘بٜ ٔحبسجٝ ٘بحيٝ Fاٌش ٔجٕٛػٝ   ُپزیش است  ٞبی وٕتشی أىبٖ  ٔسبِٝصیشثب ح

ٕٞجٙذی ٔجٕٛػٝ، یؼٙي ثيٗ ٞش دٚ ٘مغٝ ٔتٕبیض دِخٛاٜ دس ایٗ ٔجٕٛػٝ ٔسيشی ٚجٛد داضتٝ ثبضذ. ایٗ فشؼ . [26]

ٞبی  ستب٘تٕٞجٙذ ٘جبضذ، ٘ٛاحي ضذ٘ي دس اٚ Fضٛد ٘بحيٝ ضذ٘ي اص ٘ٛاحي جذا اص ٞٓ تطىيُ ٘طٛد. اٌش ثبػث ٔي

fی ٔجبٚس ٕٔىٗ است ٔتػُ ٘جبضٙذ ٚ احتٕبَ داسد، ٔحبسجٝ   ثب سٚش فٛق ثب ضىست ٔٛاجٝ ضٛد. ثٝ ایٗ ٔٙظٛس

 .وٙيٓ ٞبی صیش سا اثجبت ٔي ٌضاسٜ

bاٌش 1گساره  0 ٜآٍ٘بF  .ٕٞجٙذ است 

bای ثشداس ثبصٜ اثبات: 0 ٌبٜاست ٞشb 0 دٞذوٝثبضذ. ایٗ ضشط ٘تيجٝ ٔيF0ٝدس ٞش اٚستب٘ت، ٔجٕٛػ ٚ

F ضٛد. اص عشیك ٔجذأ ٕٞجٙذ ٔي□   

 اٌش دستٍبٜ ٘بٔؼبدلات طغي   2گساره 

(83)                                                                                       , ,A x A x b x x   1 2 1 2 0 

xوٝ x x 1  ٕٞجٙذ است. Fضذ٘ي ثبضذ، آٍ٘بٜ 2

ox( سا حُ وٙٙذ، آٍ٘بٜ 83دستٍبٜ )x2ٚx1اٌش اثبات: x x 1 Axجٛاثي اص 2 b ثٝ اصای ٞشA A است

ضٛ٘ذ ٚ ثبػث ٕٞجٙذی ٘بحيٝ  ٔتػُ ٔيoxاص عشیك  F)ػىس ایٗ ٔغّت ٞٓ ثشلشاس است(. ثٙبثشایٗ ٞش دٚ ٘مغٝ دس

 □ ٌشدد.  ٔي

fٞبی وٕتشی تٛاٖ ثب حُ صیشٔذَ ، ٔيFی ثٝ ضشط ٕٞجٙذ ثٛدٖ ٔجٕٛػٝ   ی  ٔطخػٝ ٔسبِٝسا ٔحبسجٝ وشد. اثتذا

,ثٝ اصای ( سا24ٌيشیٓ. ٔثلا ) ( سا ثب ضشایت دِخٛاٜ دس ٘ظش ٔي24) , ,c c cA A Q Q c c b b   

fی جٛاة ایٗ صیشٔذَ ثب ٔمذاس ثٟيٙٝ ox[. اٌش9وٙيٓ ] حُ ٔي  ٓثبضذ، لشاس دٞيsgn os x ٝٙی  ٚ ٔمذاس ثٟي

 وٙيٓ: ٔحبسجٝ ٔيs( ثب ٔجٕٛػٝ جٛاة ٔحذٚد ضذٜ ثٝ اٚستب٘ت 86ی ٘بٔميذ ) ٔطخػٝ ٔسبِٝٞذف سا ثشای 

 

(86) 

 

sfوٝ 
( 86ٚٔمذاس ثٟيٙٝ تبثغ ٞذف )sx است. ٔسبِٝی ایٗ صیش ثٟيٙٝجٛاة 

   

 

min

. .

T
T c c

s s

c

s

s

x Q Q D x c D c x

s t A A D x b

D x
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ی حبَ ثب استفبدٜ اص ساثغٝ min , sf f f    سؼي دس وبٞص وشاٖ پبیيٗ ٞذف داسیٓ. سپس ثب دس ٘ظش

sgnٌشفتٗ os x ٖثٝ سٕت ثٟجٛد دادf  وٙيٓ تب دیٍش ٞيچ وبٞطي سخ ٘ذٞذ  سٚیٓ. فشایٙذ سا تىشاس ٔي پيص ٔي

fٚ أىبٖ اغلاش  .ٚجٛد ٘ذاضتٝ ثبضذ 

sfی ثشای ٔحبسجٝ  ٔسبِٝصیشلاصْ ثٝ روش است وٝ ٔؼٕٛلاً اِٚيٗ 
ٓتشیٗ ٔمذاس وf  دٞذ ٚ ٘يبصی  سا ٘تيجٝ ٔي

تغييشی sٝ دست آٔذٜ ٞٓ ػلأت ٞستٙذ ٚ چٖٛث sxٚ اِٚيٗ oxثٝ تىشاس فشایٙذ ٘يست. ثٝ ػجبست دیٍش ٔؼٕٛلاً 

fوٙذ ٕ٘ي  ضٛد. ٘يض وٕتش ٕ٘ي 

 

 عددیوتایج  4

حُ   Mapleای ٘بٔميذ دس ػلأت سا ثب استفبدٜ اص ٘شْ افضاس ٔشتجٝ دْٚ ثبصٜ سیضی دس ایٗ ثخص دٚ ٔذَ ثش٘بٔٝ

 وٙيٓ. ٔي

 ٘بٔميذ صیش سا دس ٘ظش ثٍيشیذ: IQPٔسبِٝ 1مثال 

 

 

 

داسای دٚ ٔتغيش ٘بٔميذ  ٔسبِٝآٚسیٓ. چٖٛ  ( اثتذا ثذتشیٗ ٔمذاس ٞذف سا ثٝ دست ٔي29( ٚ )22ثب تٛجٝ ثٝ سٚاثظ )

دس ػلأت است، ثشای ایٗ ٔٙظٛس ثبیذ چٟبس 22ِٝٔطخػٝ حُ ضٛد.  ٔسب 

اِٚيٗ صیشٔذَ ثب ,s  1  :اص است ػجبست1

 

 

 

 

sf/ی ثب حُ ایٗ صیشٔذَ، ٔمذاس ثٟيٙٝ
  0 ی ٚ جٛاة ثٟيٙٝ 75   , / ,x x 1 2 0 5 آیذ. ثٝ عٛس  ثٝ دست ٔي 0

دس ٘ٛاحيی دیٍش ٘تيجٝ ثذیٗ غٛست است:  ٔطخػٝ ٔسبِٝٔطبثٝ ثشای سٝ 

     , , , , ,s s s      1 1 1 1 1  ثٝ تشتيت 1

, / , /s s sf f f      0 2 0426 1 56 
fآیٙذ. ٔمذاس ثٝ دست ٔي  ( ثٝ غٛست صیش تؼييٗ ٔي29اص )  :ضٛد 

 

* min /s
s

f f 

 

  
21

2 0426 

اٌش( 82)ضٛد. ثب استفبدٜ اص  ثٟتشیٗ ٔمذاس تبثغ ٞذف ٘يض ثب حُ چٟبس صیشٔذَ ٔحبسجٝ ٔي ,s  1 ، صیشٔذِي وٝ 1

 ضٛد ثٝ غٛست صیش است: ثشای تؼييٗ وشاٖ پبیيٗ ٞذف ایجبد ٔي

 

       

   

     

min , , , ,

. . , ,

, , ,

x x x x x x

s t x x

x x

   

 

  

2 2
1 1 2 2 1 2

1 2

1 2

2 3 2 4 3 4 5 6

3 4 7 8

1 2 10 12 3 5

min

. .

,

x x x x x x

s t x x

x x

x x
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1 1 2 2 1 2

1 2

1 2

1 2

3 4 3 6

4 7

12 3

0

 [
 D

O
R

: 2
0.

10
01

.1
.2

25
17

28
6.

20
20

.1
7.

1.
1.

7 
] 

 [
 D

ow
nl

oa
de

d 
fr

om
 ja

m
lu

.li
au

.a
c.

ir
 o

n 
20

24
-0

4-
26

 ]
 

                            13 / 17

https://dorl.net/dor/20.1001.1.22517286.2020.17.1.1.7
http://jamlu.liau.ac.ir/article-1-1535-fa.html


 ای ثب ٔتغيشٞبی ٘بٔميذ سیضی ٔشتجٝ دْٚ ثبصٜ ثش٘بٔٝ ٔسبِٝی تبثغ ٞذف  ٞبی ٔمبدیش ثٟيٙٝ تؼييٗ وشاٖ، لشثب٘ي ٞشٔضدآثبدی ٚ ٕٞىبساٖ

48 

                                                                           

min

. .

,

x x x x x x

s t x x

x x

x x

   

 

  



2 2
1 1 2 2 1 2

1 2

1 2

1 2

2 2 4 5

3 8

2 10 5

0

 

sfی ٞذف ایٗ صیشٔذَ ٔمذاسثٟيٙٝ
  2  ٝدس ٘مغ   , ,x x 1 2 1  است.0

ٞهبی  ٞبی ٔشثٛط ثٝ اٚستب٘هت  ثب حُ صیشٔذَ      , , , , ,s s s    1 1 1 1 1 1   ٝ ٝ    ثه ی تشتيهت ٔمهبدیش ثٟيٙه

/ , , /s s sf f f      4 5 0 5  ٞبی ثٟيٙٝ   ٚجٛاة333

           , , ,, , , , / , /x x x x x x   1 2 1 2 1 21 0 00 0 667 1 333 
  آٚسیٓ: ثٝ دست ٔي (88)آیٙذ. ِزا اص  ثٝ دست ٔي 

 

* min /s
s

f f 

 

  
21

5 333 

fسٚش دیٍش ثشای ٔحبسجٝ  ٝثب تٛجٝ ثٝ ایٙىb 0 ٜی ٔجٕٛػٝ، 8ی  ٚ عجك ٌضاسFآٖ  ثبضذ، ٕٞجٙذ ٔي

,سا ثشای( 24)است وٝ اثتذا صیشٔذَ ٘بٔميذ  , ,c c cQ Q c c b b A A     ُدٞيٓ. تطىي 

 

 

 

f/، ٔسبِٝثب حُ ایٗ صیش   3 ثب 211 / , /ox  0 5345 0 آیهذ ٚ ِهزا    ثٝ دسهت ٔهي   8276 sgn ,os x  1 1 

( سا ثٝ اصای86است. حبَ صیشٔذَ ٘بٔميذ ) ,s  1  ٘ٛیسيٓ: ٔي 1

 

 

 

sf/فٛق  ٔسبِٝصیشثشای 
  5 333ٚ / , /sx  0 667 1 است. ٚاضح است وٝ 333 ,s  1 ٔب٘ذ  ثبلي ٔي 1

fایجبد ٘طذٜ، ثٙبثشایٗ ٔمذاس sٚ تغييشی دس  آٚسیٓ: لبثّيت ثٟجٛد ٘ذاسد ٚ ثٝ دست ٔي 

 * min , /sf f f    5 333 

ی تبثغ  ی ٔمذاس ثٟيٙٝ آیذ. ثٙبثشایٗ ثبصٜ ثذیٗ تشتيت ثب ٔحبسجبت وٕتش، ٕٞبٖ وشاٖ پبیيٗ سٚش لجُ ثٝ دست ٔي

ٞذف / , / 5 333 2  است. 0456

 ٘بٔميذ صیش سا ثٝ دست آٚسیذ:  IQPٞبی تبثغ ٞذف وشاٖ 2مثال 

 

 

 

 

bدس ایٗ ٔثبَ ضشط 0ثشلشاس ٘يست. ِزا ثشای ثشسسي ٕٞجٙذ ثٛدٖ، ٔجٕٛػٝ جٛاةF2وٙيٓ. ضىُ سا سسٓ ٔي 

 ٕٞجٙذ است. Fدٞذ. ٚاضح است وٝ ٔجٕٛػٝ جٛاة  ٞبی ضذ٘ي سا ٘طبٖ ٔي اجتٕبع ٚ اضتشان ٔجٕٛػٝ

min / / /

. . /

/

x x x x x x

s t x x

x x

   

 

  

2 2
1 1 2 2 1 2

1 2

1 2

2 5 3 3 5 5 5
3 5 8
1 5 11 5

min

. .

x x x x x x

s t x x

x x

   

 

  

2 2
1 1 2 2 1 2

1 2

1 2

2 2 4 6
3 8
2 12 5

       

     

     

     

min , , , ,

. . , , ,

, , ,

, , ,

x x x x x x

s t x x

x x

x x

   

   

 

 

2 2
1 1 2 2 1 2

1 2

1 2

1 2

1 4 2 7 2 2 3 6 8

4 5 2 3 11 12

4 5 1 2 26 28

2 3 5 6 43 45
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 تيشٜٞبی ضذ٘ي  ، اضتشان ٕٞٝ ٔجٕٛػٝسٚضٗ٘بحيٝ Fٔجٕٛػٝ ضذ٘ي (8ٔثبَ ) .1ضکل 

 

دس سٝ اٚستب٘ت ) ثٝ جض سثغ سْٛ( سسٓ ضذٜ است پس ثبیستي ثشسسي  Fٔجٕٛػٝ جٛاة، 2ثب تٛجٝ ثٝ ضىُ 

fدس ایٗ سٝ اٚستب٘ت ا٘جبْ ضٛد ٚ   .تؼييٗ ٌشدد 

sf( ٔمذاس22عجك ساثغٝ )
 دس سٝ اٚستب٘ت     , , , , ,    1 1 1 1 1 1s s s ثٝ تشتيت/ , ,56 991 45 ثٝ  45

f( ٔمذاس29آیذ ٚ اص ساثغٝ )دست ٔي  ضٛد. ٔحبسجٝ ٔي 

 

* min /s
s

f f 

 

  
21

56 991 

ٌيشد، ٕٔىٗ است ٔحذة ٘جبضذ. ی جٛاة دس یه اٚستب٘ت لشاس ٕ٘ي دس ایٗ ٔثبَ ثب تٛجٝ ثٝ ایٙىٝ ٘بحيٝ

fثٙبثشایٗ احتٕبَ داسد وٝ   آیذ. ثشای ٔحبسجٝ ثٝ غٛست ٘بدليك ثٝ دستf  ثب تٛجٝ ثٝ ٕٞجٙذی ٔجٕٛػٝ جٛاة

F اثتذا صیشٔذَ سا دس ٔمبدیش ٔشوضی, , ,    c c cA A Q Q c c b bدٞيٓ. ثب حُ ایٗ صیشٔذَ ثٝ تطىيُ ٔي

 آٚسیٓ: ٔيدست 

 / , / , /ox f    4 806 4 25 88 034. 
oxدس اٚستب٘ت ٔتٙبظش ثب sgn ,os x  1 ( سا ثشای86لشاس داسد. ثٙبثشایٗ صیشٔذَ ٘بٔميذ ) 1 ,s  1 تطىيُ  1

sf/ٔذَ  دٞيٓ ٚ ثب حُ ایٗ صیش ٔي
  397 686 / , / ,sx  5 154 7 آیذ. چٖٛ دست ٔي ثٝ 385 ,s  1 ثبلي  1

fٔب٘ذ پس أىبٖ اغلاش ٔي  ٌيشیٓ: ٚجٛد ٘ذاسد ٚ ٘تيجٝ ٔي 

 * min , /sf f f    397 686 

ی تبثغ ٞذف ی ثٟيٙٝ ِزا ثبصٜ / , / 397 686 56  آیذ.ثٝ دست ٔي991

 

 گیری ي پیطىهادهاوتیجه 5

ی تبثغ ٞذف سا ٘بدليك ٚ ثٝ  ای ثٝ ػّت غيشلغؼي ثٛدٖ ضشایت، ٔمذاس ثٟيٙٝ سیضی ٔشتجٝ دْٚ ثبصٜ ی ثش٘بٔٝ ٔسبِٝ

f,ی غٛست ثبصٜ f f      داسای ليذٞبی ٘بٔسبٚی ٚ ٔتغيشٞبی ٘بٔٙفي ثبضذ آٍ٘بٜ  ٔسبِٝدٞذ. اٌش  ٘تيجٝ ٔي
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 ٔسبِٝٞبی ٞذف سا ثٝ دست آٚسد. أب اٌش  تٛاٖ وشاٖ سیضی ٔشتجٝ دْٚ ٔؼِٕٛي ٔي ٞبی ثش٘بٔٝ ثٝ ساحتي تٛسظ ٔذَ

پزیش است  داسای ليذٞبی ٔسبٚی ٚ ٔتغيشٞبی ٘بٔٙفي ثبضذ تؼييٗ وشاٖ پبیيٗ ثٝ سبدٌي ثب حُ یه صیشٔذَ أىبٖ

سیضی  ثش٘بٔٝ ٔسبِٝضٛد. ٘بٔميذ ثٛدٖ ٔتغيشٞبی تػٕيٓ  ٔي سختNPای ٔسبِٝدس غٛستي وٝ تؼييٗ وشاٖ ثبلا 

ضذٖ تؼييٗ ثٟتشیٗ ٚ ثذتشیٗ ٔمذاس  سختNPوٙذ ٚ ثبػث ای دضٛاستشیٗ حبِت سا ایجبد ٔي ٔشتجٝ دْٚ ثبصٜ

 ضٛد. ی تبثغ ٞذف ٔي ثٟيٙٝ

تؼذاد ٔتغيشٞبی تػٕيٓ ٘بٔميذ دس ػلأت  nصیشٔذَ وٝ  n2دس ایٗ ٔمبِٝ ثب سٚضي جذیذ ٘طبٖ دادیٓ وٝ ثب حُ 

fاست، ٔسبِٝ   ٚf  آیٙذ. ٕٞچٙيٗ ثٝ دست ٔيf  ٔؼٕٛلاً ٘بدليك است ٚ ثشای ٔحبسجٝ دليكf   ثبیستي

ثٝ یه اٚستب٘ت ٔحذٚد ضٛد.  Fای ٔحذة ثبضذ ٚ ایٗ دس غٛستي است وٝ ٔجٕٛػٝ ٘بحيٝ Fٔجٕٛػٝ جٛاة

fػلاٜٚ ثش ایٗ دس غٛست ٕٞجٙذ ثٛدٖ ٘بحيٝ ضذ٘ي، تؼييٗ   پزیش است. ٞبی وٕتشی أىبٖ ٔذَ ثب حُ صیش 

ای ٔٛسد ثشسسي لشاس ٌشفتٝ  سیضی ٔشتجٝ دْٚ ثبصٜ ثش٘بٔٝ ٔسبیُتبثغ ٞذف دس  ی ٞبی ٔمبدیش ثٟيٙٝ ٘ظش ثٝ ایٙىٝ وشاٖ

 [. 24ضٛد ] ٞبی ثؼذی پيطٟٙبد ٔي ثشای تحميك ٔسبیُی ایٗ ٘ٛع  است، ثشسسي ٚ تؼييٗ ٔجٕٛػٝ جٛاة ثٟيٙٝ
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