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  داراي وزنهاي بازهپیداکردن هسته درخت مساله یک الگوریتم خطی براي

  
  *2جعفر فتحعلی ،1ذريسمانه متولی اشک

  دانشجوي دکتراي، دانشگاه صنعتی شاهرود، دانشکده علوم ریاضی، شاهرود، ایران -1
  دانشیار، دانشگاه صنعتی شاهرود، دانشکده علوم ریاضی، شاهرود، ایران -2

  
   1394آذر  18 :رسید مقاله

 1395اردیبهشت  25 :پذیرش مقاله

  
  چکیده

اي و هـاي بـازه  ي پیـداکردن هسـته روي گـراف   اي را تعریـف و سـپس مسـاله   ازههـاي ب ـ در این مقاله ابتـدا گـراف  
هاي متصل به هم است که اي، مسیري از بازهیک هسته در یک گراف بازه. کنیمرا بررسی می ايهاي بازه درخت

یک درخـت قـرار   ي هایی که روي هستهدهیم بازهنشان می. ها تا این مسیر کمینه شودهاي تمام بازهمجموع فاصله
سپس الگوریتمی با پیچیدگی زمانی . باشندماکسیمال اي غیرتوانند بازهدارند نمی O n   ي براي پیـداکردن هسـته

  .دهیماي ارایه مییک درخت بازه
  

  .اي، هسته درخت، مکانیابیگراف بازه: کلمات کلیدي
  
  
 مقدمه 1

هـا   هاي مختلف اهمیت فراوانی براي صـاحبان سـرمایه و مـدیران کارخانـه     در زمینه سازي در جوامع امروزي، بهینه
توجه بسیاري از محققان را به خود جلب کرده و تحقیقـات فراوانـی در ایـن زمینـه      مسایلبودن این  پرکاربرد. دارد

اولـین  . ع مختلفـی دارد انـوا   مسـاله ایـن  . ي مکانیـابی اسـت   مسـاله سـازي،   مهم بهینه مسایلیکی از . است انجام شده
هاي دیگـري از   بندي پس از آن طبقه. شد ارایه] 1[ هاي مختلف مکانیابی توسط هندلر و میرچندانی بندي مدل طبقه

  . انجام شد ]2[ جمله توسط هاماخر و نیکل
کـه مجمـوع وزنـی    طـوري دهنده روي شبکه بـه  سرویس pي پیداکردن مکان مسالهراس،  nدر یک شبکه با 

-p مساله] 3[ هسین و تمیر. شود میانه نامیده می-pيمسالهشود،  دهنده مینیممسرویس ترین نزدیکرئوس تا   فاصله
 گرفتنـد و بـراي حـل آن الگـوریتمی خطـی بـا پیچیـدگی زمـانی         نظر هاي مثبت درمیانه را روي یک مسیر با وزن

                                                             
  دار مکاتباتعهده* 

  fathali@shahroodut.ac.ir:آدرس الکترونیکی
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 O pn خـاص   هـاي مکانیـابی میانـه را روي گـراف    مسـاله ] 5[ و همکـاران و فتحعلـی  ] 4[ مایمانی. کردند ارایه
  .بررسی کردند

تواند به صورت یـک مسـیر در یـک شـبکه نیـز مطـرح        دهنده می دهنده، سرویس مکانیابی سرویس مسالهدر 
هاي وزنـی رئـوس شـبکه تـا      کردن مسیري از یک شبکه که مجموع فاصله عبارت است از پیدا مسالهبنابراین . شود
هـا بـر روي چنـد     دهنـده  میانه که سـرویس -p مسالهواضح است که برخلاف . ین مقدار ممکن باشدتر کممسیر  این

پیوسته اسـت کـه بـر روي یـک مسـیر       ي بهم دهنده یک وسیله سرویس مسالهي جدا از هم قرار دارند، در این  نقطه
ي پیداکردن هسته روي شـبکه   مساله. نامند یي هسته م مسالهرا  مسالهي شبکه و  چنین مسیري را هسته. گیردقرار می

پیـداکردن هسـته یـک درخـت توسـط      . یا درخت به طور جداگانه قابـل بررسـی و داراي خـواص متفـاوتی اسـت     
حکیمـی و   چنـین  هـم . استهایی خطیبراي  حل آن پیشنهاد شدهبررسی و الگوریتم ]7[و بکر ] 6[مورگان و اسلیتر 

زعفرانیـه و  . سـخت اسـت  -NPي  مسالهاد که پیداکردن مسیر بر روي شبکه یک نشاند 1993در سال ] 8[ همکاران
ها در دهندهسرویس. هاي درختی با وزن مثبت و منفی مورد بررسی قرار دادندرا روي شبکه مسالهاین  ]9[ فتحعلی
در سـال  ] 10[توسـط تمیـر و همکـاران     مسـاله این . گرفتتوان به صورت درخت نیز در نظرمکانیابی را می مسایل
  .بررسی شد 2005

است که در آن طول مسیر مورد نظر بایـد از مقـدار مشخصـی     مسالهي هسته مقید حالت دیگري از این  مساله
معـروف اسـت توسـط نویسـندگان مختلفـی از جملـه       هسته푙–ي  مسالهکه به  مسالهاین حالت  از . شود تر کم 푙مانند 

بـرگ باشـد،    kدرختـی بـا حـداکثر    اگر هدف، یـافتن زیـر   چنین هم. تاسمورد بررسی قرارگرفته ]14-11[ مراجع
ــاله ــالهرا  مس ــی -kي مس ــته م ــدهس ــاران  . نامن ــگ و همک ــانی  ] 15[پن ــدگی زم ــا پیچی ــوریتم ب  دو الگ O kn و

 logO n n  براي یافتنk-کردند ارایهي یک درخت هسته .  
هـاي رئـوس    باشد کـه مجمـوع فاصـله    푙برگ و با قطر حداکثر  kیردرختی با حداکثر حال اگر هدف یافتن ز
نامنـد کـه در آن قطـر درخـت،      مـی هسـته  -(K,L)ي  مسالهرا  مسالهشده کمینه شود،   درخت از زیردرخت انتخاب

الگوریتمی با پیچیدگی. ماکزیمم فاصله بین دو رأس از درخت است O n logn2 بـر روي   مسـاله حل ایـن   براي
 .اسـت شـده  ارایـه  2002در سـال  ] 14[هاي بدون وزن و درختهاي با وزن مثبت توسـط بکـر وهمکـارانش    درخت

 .ها را به حالت نیمه ناخوشایند یعنی درخت با وزن مثبت و منفی توسعه دادندالگوریتم آن ]16[ متولی و همکاران

اي اي مجموعـه یک گراف بـازه . پردازیم میاي هاي بازهوي گرافبر رهسته  مسالهدر این مقاله ما به بررسی 
 jvو iv که اگر یـالی بـین رأس  طوريتوانند متناظر با رئوس یک گراف باشند بهها میها است که این بازهاز بازه

اي داراي سـاختار توپولـوژي   هاي بـازه گراف. داراي اشتراك هستند jIو  iIها برقرار باشد، دوبازه متناظر با آن
بنـدي و  شناسـی، زمـان  شناسـی، زیسـت  هاي کاربردي از جمله باسـتان ابزار مهمی در زمینه چنین هم. مناسبی هستند

اي شـدند  هاي بـازه مند به مطالعه بر روي گرافدي علاقهدلیل محققان زیابه همین. ]18و17[ کنترل ترافیک هستند
بسـپامیاتنیخ و همکـارانش   اي بـا وزن مثبـت توسـط    هاي بازهمیانه روي گراف-1 مساله). را ببینید ]21-19[مراجع (
بـه بررسـی   ] 22[ چنـگ و کانـگ  . پیشـنهاد کردنـد    مسالهها الگوریتمی خطی براي حل این آن. بررسی شد] 19[
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هـاي  ماکسـین  روي گـراف  -Pي مسـاله ] 23[قاسمی نیـز در  . داناي پرداختههاي بازهماکسین روي گراف-p مساله
اي حالـت خاصـی از   هـاي بـازه  درخـت . اي که هر بازه داراي یـک وزن مثبـت اسـت را بررسـی کـرده اسـت      بازه

. ایـن گـراف فاقـد دور اسـت    ي دیگر فقط یک مسیر وجـود دارد و  اي هستند که از هر بازه به بازههاي بازه گراف
 .استتوسط ربیعی بررسی شده] 24[ اي درهاي بازهاي درختساختار داده

روي  مسالهخواصی براي این  ارایهاي تعریف کرده، سپس با ما در این مقاله ابتدا هسته را در یک گراف بازه
  .کنیممی یهارااي کردن هسته درخت بازهاي الگوریتمی خطی براي پیداهاي بازهدرخت

  
  ايي میانه بازهمساله 2

اي هر رأس در یک گراف بازه. باشد Eهاي و مجموعه یال Vیک گراف بامجموعه رئوسG=(V,E) فرض کنید 
iv  تناظر یک به یک با بازهiI دارد و یال ,i jv v Eرد کـه در صورتی وجودداi jI I   . مسـاله p-

بازه به عنوان نقاط تقاضـا،   nدهنده روي شبکه با بازه یا سرویس pاز یافتن استاي عبارتمیانه در یک گراف بازه
 . بازه موردنظر کمینه شودp ي دیگر تا بازه n-pهاي که مجموع فاصلهطوريبه

 درiw را  Iiباشـد طـول بـازه     iwداراي وزن  ivگرفته و اگر رأس رنظدر این مقاله طول هر یال را یک در
بـا هـم اشـتراك    jI و  iIها اسـت کـه اگـر دوبـازه     اي از بازهاي مجموعهبنابراین یک گراف بازه. گیریممی نظر

)کنیـد فرض چنین هم. برقرار است jvو  ivداشته باشند، یالی بین رأس   , )i jC I I هـاي  تـرین مسـیر بـازه   کوتـاه  
iIمتصل ) هـاي روي اد یـال تعد. باشد jIو    , )i jC I I   را فاصـله بـینiI )درنظرگرفتـه و بـا    jIو    , )i jd I I 

از پیـداکردن مجموعـه  اي عبـارت اسـت  هـاي بـازه  میانـه در گـراف  -p مسـاله بنـابر تعـاریف فـوق    . دهـیم نشان مـی 
 , , ,

pi i iI I I I 
1 2

  :که تابع هدف زیر کمینه شودبه طوري

)1(       min ,
j

n

k j p k i
k

F I w I d I I 


 1
1

  
فرض کنید  ,i i iI a bکه ia iIبه ترتیب نقاط انتهایی چپ و راست بازه  jbو    کنیم هیچ فرض می. هستند  

iونقاط انتهایی یکسانی ندارند  Iهاي اي در مجموعه بازهدو بازه ia b .ها را مرتـب کـرده و در   نقاط انتهایی بازه
  بنابراین. دهیمقرار می Lبردار 

 , , , nL p p p 1 2 2  
ia ها در آن یا piکه  i  بنابراین در این بردار اگر. هستند  ib یا و   jآن گاهi jb b    ي و اگـر انتهـاي بـازه 

iIي ابتداي بازهjI گاه در بردار باشد آنL ، ib  قبل از ia اند کـه  نشان داده] 7[ چنگ و کانگ. گیردقرار می
گذاري در زماناین برچسب O nlogn  تـرین  بـزرگ  tنقطه پایانی چپ و  ترین کوچک sاگر . آیددست میبه  

sدهـیم گاه قـرار مـی  نقطه پایانی راست باشد، آن a 1،nt bو , , ,L n 1 کنـیم فـرض مـی   چنـین  هـم .  2
[ , ]n

ii
I s t


 1.  
  . ي دیگري نباشدماکسیمال گوئیم، هرگاه مشمول هیچ بازه Iرا در  iIي بازه :1تعریف
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 jIي ماکسـیمالی ماننـد   ي دیگري نباشد و بازهینیمال گوئیم، هرگاه شامل هیچ بازهم Iرا در  iIي بازه :2تعریف
  .وجود داشته باشد که شامل آن باشد

  .آمده است] 21[براي ادامه بحث نیاز به لم زیر داریم که اثبات آن در 
푎باشد یعنی قرار داشته jIي در بازهiIياگر بازه :1لم  < 푎 < 푏 < 푏 ي دیگـر ماننـد  گاه براي هـر بـازه  آن

( ),h i jI I I hI داریم :  

   , ,h j h id I I d I I  
  .میانه باشد-1 مسالهتواند کاندیدي براي جواب ي مینیمالی نمیهیچ بازه :1قضیه
jقرار داشته باشد یا jIي در بازه iIي اگر بازه 1با توجه به لم  :اثبات i i ja a b b  ي گاه براي هر بازهآن
)دیگر ),h i jI I I hI داریم:  

   , ,h j h id I I d I I  
شـدن تـابع  است و بـراي مینـیمم   iIاز تر کمjIهاي دیگر بهبنابراین چون فاصله بازه F I فاصـله لازم  ینتـر  کـم

میانـه  -1 مسـاله تواند به عنوان کاندیدي بـراي  نمی iIبنابراین بازه. شود iIتواند جایگزین بازهمی jIيبازه. است
  .شود نظرگرفتهدر

qاگر L ي یک نقطه پایانی ازبازهiI تعاریف زیر را در نظربگیرید. باشد:  
i jI I    

)توابع  چنین هم )aLF q و ( )aRF q   :کنیمرا به صورت زیر تعریف می 
     

|

,
j j

aL j j i
I I a q

F q w I d I I
 

  

     
|

,
j j

aR j j i
I I a q

F q w I d I I


   

بنـدي  ولصورت زیر فرمتواند بهمیانه تابع هدف می-1است، براي یک کاندید آمده ]11[طور که در بنابراین همان
  :شود

)2(      ( ) ( ,) )(
n

i k k i aL i aR i
k

F I w I d I I F a F a


  
1

  
اسـت کـه   نشـان داده ] 11[یانـگ چنـگ در    چنین هم. میانه است-1اي که تابع فوق را کمینه کند که بازهطوريبه

انـد در زمـان  ها مرتب شدهاي که نقاط پایانی آنهاي بازهمیانه روي گراف-1ماکسین و -1ي مساله O n قابـل    
  .حل هستند

  
  ايي یک درخت بازهي پیداکردن هستهمساله 3

بنـابراین در  . ها از تمام رئوس تا این مسیر کمینه شودي یک گراف مسیري است در گراف که مجموع فاصلههسته
هاي متصل بهم ماننـد اي از بازهاز مجموعهاستاي یک هسته عبارتیک گراف بازه

  , , ,
pi i iI I I I 

1 2
کـه  
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 مسـاله لذا با توجه به تعاریف فوق تابع هدف در این . اي کمینه شودها به این مسیر بازهها از تمام بازهمجموع فاصله
 :نظرگرفتصورت زیر درتوان بهرا می

)3(       min ,
j

n

k j p k i
k

F I w I d I I 


 1
1

  
کهطوريبه , , ,u p   1 2 و 1

u ui iI I


  
1

.  
  .پردازیماي میکردن هسته روي یک درخت بازهپیدا مسالهه به بررسی در ادام
iIي اي اگر دو بازهدر یک درخت بازه :2قضیه iکهjIو    ja a و  i jb b  با هم اشتراك داشته و یالی بین

)يها موجود باشد، هیچ بازهظر با آنرئوس متنا , )h i jI I I hI طوريتواند وجودداشته باشد بهدیگري نمی, 
  که

j h h ia a b b   .   
h,ي وجود دارد که hIي فرض کنید بازه :اثبات i jI I Iو  j h h ia a b b   .جا کهاز آنj ha a  

hو  h ia b b وi jb b بنــــابراینj h ja a b  ــازه ــا hIي یعنــــی بــ ــتراك اســــت و jIبــ داراي اشــ
j hI I  .چون چنین همj ha aوi ja aبنابراینi ha aباشد و چونمی h h ia b b  لـذاh ia b

i درنتیجه h ia b b یعنیi hI I  .  از طرفی طبـق فـرضi jI I   بنـابراینi h jI I I  
  .دهد گراف داراي دور است و با فرض درخت بودن گراف تناقض داردکه نشان می

اگر :3قضیه , , , nI I I I 1 و   Gاي ها در درخـت بـازه  ي بازهمجموعه2   , , ,
pp i i iI I I I 

1 2
ي هسـته 

  گاه آن. باشد Gدرخت 

( ) () )( ) ( ( )
j j

p p

p aL i aR i aR i i
j j

F I F a F w Iwa b


 

    1 1

1

1 2
  

) دانــیممــی :اثبــات  ) ( ) ( )i aL i aR iF I F a F a 
1 1 1

ــا اضــافه کــردن بــازه  , ,هــايب ,
pi i iI I I

2 3
iIبــه 

1
مســیر

  ,  , ,
pp i i iI I I I 

1 2
 

)به وضوح. شودتشکیل می ) ( )p iF I F I
1

  فرض کنید. 
( ) ( )p iF I F I E 

1
  

Eکه    .کنیمثابت می:  

( ) ( )
j j

p p

aR i i
j j

E w b w I


 

  
1

1 2
 

iکهjIهايبراي بازه j j ib a b b  
1 2

iI باjIي، چون بازه
1

iIداراي اشتراك نیست و با
2

 اشتراك دارد، پس
)( ,j id I I 1 )و2 , )j id I I 

2
هـــاي بــــین هــــاي بــــازهاز طرفـــی مجمــــوع وزن . 1

1
 iIوiI

2
يبــــه انــــدازه

( ) ( )aR i aR iw I w I
1 2

iIجا که فاصله تاباشد و از آنمی
1

iIواحـد اسـت کـه یـک واحـد از آن فاصـله تـا        2، 
2

 
)بنابراین از مقدار.  باشد می )iF I

1
)يبه اندازه ) ( )aR i aR iw I w I

1 2
jI هاي براي بازه چنین هم. شودکاسته می  

iکه j j ib a b b  
2 3

iIباjI يبازه ، چون
2

iIداراي اشتراك نیست و با
3

)اشتراك دارد، پس , )j id I I 
1

3
)و , )j id I I 

3
)و1 , )i id I I 

1 3
ــوع وزن . 2 ــی مجمـ ــازه از طرفـ ــاي بـ ــین هـ ــاي بـ iIهـ

2
iIو

3
ــدازه   ــه انـ يبـ
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( ) ( )aR i aR iw I w I
2 3

جا که فاصله تاباشد و از آنمی 
1

 iI ،3       واحد اسـت کـه یـک واحـد از آن فاصـله تـاiI
3

 
)باشد و می , )i id I I 

1 3
)بنابراین .2 )iF I

1
]ي به اندازه ]( ) ( )aR i aR iw I w I

2 3
بـا ادامـه ایـن    . یابدکاهش می 2

که jI هايروند براي بازه
p pi j j ib a b b

  

1
):، داریم , )j id I I p

1
)و   , )

kj id I I  ي که بـه انـدازه    1
(( )[ ) ( )]

p paR i aR ip w I w I


 
1

ــازه    1 ــراي ب ــاي و ب ــه  jI ه ک
pi jb a ــر )، اگ , )

pj id I I k  ــون ، چ
( , )j id I I p k  

1
)بنابراین به اندازه  1 )) (

paR ip w I1  از مقدار( )iF I
1

از طـرف دیگـر   . شـود کم مـی  
,هاي خود بازه , ,

pi i iI I I
2 3

)اند نیز مقدار که در مسیر قرار گرفته شده  )iF I
1

هـا  دهند ایـن بـازه  را کاهش می 
  درjI ي مثلاً بازه. شونددر محاسبات قبل به طور کامل محاسبه نمی

( ) (( )[ ])
j jaR i aR ij w I w I
 

 
2 1

2   
ــه مــی ــا شــدر نظرگرفت )ود ام , )j id I I j 

1
ــازه  1 ــر ب ــراي ه ــابراین ب ,، jI ي بن , ,pj  2 3  ــدازه ــه ان ي ب

( )
jaR iw I    باید از مقدار( )pF I لذا داریم. کم کنیم:  

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( )

( )[ ]

( ).

p p p

j j

p aL i aR i aR i aR i

aR i aR i aR i aR i aR i

p p

aL i aR i aR i i
j j

F I F a F a w b w b

w b w b p w b w b pw b

F a F a w b w I





 

     
        

   

1 1 1 2

2 3 1

1 1

1

1 2

2 1   

  . را نشان می دهد 3رد قضیه مثال زیر کارب
. آمده است را در نظر بگیرید 1همراه  با وزن رئوسی که در جدول 1گراف  نشان داده شده در شکل : 1مثال

  .آمده است 2در شکل  1اي متناظر با گراف شکل بازه

  
  ايگراف بازه .1شکل

  
  1وزن رئوس گراف شکل  .1جدول 

W 6  W 5  W 4  W 3  W 2  W 1 

2  1  2  1  2  2  
  
Iي ي بازهبرا   .شود، مقدار تابع هدف به صورت زیر محاسبه می2

(( ) )) (aL aRF I F a F a    2 2 2 2 9 11  
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  1هاي متناظر با گراف شکل بازه .2شکل 

  
حال اگر مسیر    I , , , ,i i iI I I I I I 

1 2 32 4   :داریم. را در نظر بگیریم  5

( ) ( ) ( )( ) ( )
j jaL aR aR i i

j j
F I F a F a w b w I

 

        
2 3

2 2
1 2

11 3 3 5  

هـا بـا   اگر مقدار تابع هدف را در ابتداي مسیر داشته باشیم با اسـتفاده از مجمـوع وزن    3ه از قضیه بنابراین با استفاد
بـا اسـتفاده از ایـن     چنـین  هـم . توان مقدار تابع هدف را براي مسیر مورد نظر بـه دسـت آورد  ي  میتر کممحاسبات 

  .آورددستبه راحتی بهها توان تغییرات تابع هدف را در زمان اضافه و کم شدن بازهقضیه می
Iاگر : 1نتیجه )(و  Gاي اي در درخـت بـازه  بازه  1 ( )) (aL aRF I F a F a 1 1 و  1 ,p i iI I I

1 2
مسـیري از    

  گاه آن. باشد Gدرخت 
( ) ( ) () )(p aRF I F I w b w I  1 1 2   

اگر  :4قضیه , , ,
pp i i iI I I I 

1 2
,هـاي  باشد هـیج یـک از بـازه    Gخت ي دریک هسته   , ,

pi i iI I I



2 3 1

  
 .بازه مینیمال نیستند

ي اگر  بازه 1طبق قضیه :اثبات
jiI  ،, , ,pj  2 3  ي مینیمال باشد بازه ماکسیمالی مشمول آن ماننـد  یک بازه

kiI  هاي دیگر تا آن ازي بازهفاصله  وجود دارد که
jiI بنابراین. است تر کم

kiI تواند جایگزین می
jiI باشد.  

اگر : 2نتیجه , , ,
pp i i iI I I I 

1 2
,هـاي باشـد هـیج یـک از بـازه     Gي درخـت  یک هسـته    , ,

pi i iI I I
1 2

  
  .هاي روي هسته ماکسیمال هستندبه عبارت دیگر تمام بازه. اي غیرماکسیمال باشندتوانند بازهنمی

اگر : 5قضیه , , , nI I I I 1 و  Gاي ها در درخت بازهي بازهمجموعه  2 , , ,
pp i i iI I I I 

1 2
مسیري   

باشد و  Gاز درخت  , , ,
k k pk i i iI I I I


 

1
kه ک   p 1 گاه آن  

( ) ( ) ( )( ) ( (( ) )) ) (
k k j j

k k

k p aL i aR i aL i aR i aR i i
j j

F I F I F a F a F a F a w b w I


 

      1 1

1

1 2
   

  :داریم 3از قضیه : اثبات

 ( ) ( ) (( ) () )
j j j

p p

p aL i aR i aR i i i
j j

F I F a F a w b b w I


 

   1 1

1

1 2
   

  و

( ) ( )( ) ( ) ( )
k k j j

p p

k aL i aR i aR i i
j k j k

F I F a F a w b w I


  

   
1

1
   

)براي یافتن اختلاف  )pF I  و( )kF Iآوریمي فوق را به دست می، تفاضل دو رابطه.  
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( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

[ ( )]

j j

k k j j k

p p

p k aL i aR i aR i i
j j

p p

aL i aR i aR i i aL i aR i aL i
j k j k

F I F I F a F a w b w I

F a F a w b w I F a F a F a



 



  

    





   



 

1 1

1 1

1

1 2
1

1

   

  بنابراین 

( ) ( ) (( ) ( ) ( )) ( ) ( ).
k k j j

k k

k p aL i aR i aL i aR i aR i i
j j

F I F I F a F a F a F a w b w I


 

       1 1

1

1 2
   

  الگوریتم 3-1
. اي پیشـنهاد کـرد  ي یک درخت بازهآوردن هستهدستتوان الگوریتمی براي بهبا استفاده از قضایا و نتایج فوق می

Iترین بازه این صورت که اگر سمت چپبه )د، باش ـ 1 )F I  2ي و نتیجـه  4ي طبـق قضـیه  . کنـیم را محاسـبه مـی   1
هـاي ماکسـیمال هسـته را تشـکیل     هگـرفتن در هسـته باشـند و بـاز    تواننـد کاندیـدي بـراي قـرار    هاي مینیمال نمی بازه
Iبنابراین براي سـاختن هسـته از   . دهند می ي هسـتند بـازه   b1هـایی اسـت کـه شـامل     بـازه  شـروع کـرده و از بـین    1

Iماکسیمال  را دارد انتخـاب و آن را    b2ي انتهـایی  نقطـه  تـرین  بـزرگ را که  2 RSUC I نامیـده و بـه مسـیر     1
 pI I بنابراین. کنیمه میاضاف 1 RSUC I I1 2 روي خـط حقیقـی    qبراي هر نقطه ] 6[ که در آن همانند  

  kRSUC q I   اگـــــر max{ |q }k i ibb I    و بـــــراي هـــــر بـــــازهjI کنـــــیم تعریـــــف مـــــی
( ) ( )j jRSUC I RSUC b .داریم 1ي جهبنابراین طبق نتی:  

( ) ( , ) ( ) ( ( ))p aRF I F I I F I w b w I   1 2 1 2   
حال RSUC I I را یافته و آن را  2 ي بازگشتی زیر ي این روند رابطهبا ادامه. کنیمنامیده و به مسیر اضافه می 3
  .آوریمدست میرا به

)4(  ( ) ( , , , ) ( )( , , , ) ( )p k k aR k kF I F I I I F I I I w b w I      1 2 1 2 1 1  
  .باشدآمده هسته میدستمسیر به. دهیمترین بازه ادامه میبه مسیر را تا سمت راست هااضافه شدن بازه

توانـد در زمـان   انـد، مـی  ها مرتب شـده اي که نقاط پایانی آني یک درخت بازهي پیداکردن هستهمساله: 6قضیه 
( )o n حل شود.  

فرض کنیم : اثبات , , , nI I I I 1  ارایهبا توجه به الگوریتم . باشد Gاي ها در درخت بازهي بازهمجموعه 2
مقـدار  . هـا اسـت  ي ماکسیمال متصل به هم داشته باشیم، هسـته شـامل تمـام بـازه    بازه nشده، در بدترین حالت اگر 

( )nF I تواند در زمان ثابت محاسبه شود و چون میn  ،اي ي یک درخت بـازه پیداکردن هسته يمسالهبازه داریم
)تواند در زمان اند، میها مرتب شدهکه نقاط پایانی آن )o nحل شود.  

  .استشدهداده 2که وزن رئوس در جدول . را در نظر بگیرید 3هاي شکل بازه :2مثال
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   2هاي مثال بازه .3شکل 

  
  3هاي شکل هوزن رئوس متناظر با باز .2جدول 

w 10  w 9  w 8 w 7  w 6  w 5 w 4 w 3  w 2  w 1  
1/0  1/0  1/0  1/0  1  1/0  1  1/0  1  1/0  

  
w 18 w 17  w 16  w 15 w 14 w 13  w 12  w 11 

1/0  1 1/0  1     1/0  1  1/0  1  
  

  بنابراین . کنیمترین بازه شروع میي آن طبق الگوریتم از سمت چپآوردن هستهدستبراي به
( ) ( ) /pF I F I 1 32 7  

Iي ي بعدي به مسیر، بازهکردن بازهسپس براي اضافه یم زیرا کنرا انتخاب می  2 RSUC I I1 2 ..  

(( ) ( , ) ( ) () ) / /p aRF I F I I F I w b w I       1 2 1 1 2 32 7 7 1 24 7 

: داریم RSUC I I2 Iي بنابراین بازه 4   .شودبه مسیر  اضافه می 4
( ) ( , , ) ( ) ( ) /( ) / /p aRF I F I I I F I w b w I      1 2 4 2 2 4 24 7 5 9 1 17 8  

این روند را تا رسیدن . کنیمسیر اضافه میآورده و به مدستآخرین بازه را به RSUCترتیب در هر مرحله همینبه
Iترین بازه یعنی به سمت راست   .دهیمادامه می 18

( ) ( , , , ) ( ) ( ) / /( )p aRF I F I I I I F I w b w I       1 2 4 6 4 4 6 17 8 4 8 1 12   
( ) ( , , , , ) ( ) ( ( ) /) /p aRF I F I I I I I F I w b w I       1 2 4 6 11 6 6 11 12 3 4 1 7 6   
( ) ( , , , , , ) ( ) ( ) / /( ) /p aRF I F I I I I I I F I w b w I       1 2 4 6 11 13 11 11 13 7 6 2 3 1 4 3   
( ) ( , , , , , , ) ( ( )) ( ) / / /p aRF I F I I I I I I I F I w b w I       1 2 4 6 11 13 15 13 13 15 4 3 1 2 1 2 1   
( ) ( , , , , , , , ) () ( /)( ) /p aRF I F I I I I I I I I F I w b w I       1 2 4 6 11 13 15 17 15 15 17 2 1 0 1 1 1   
( ) ( , , , , , , , , ) ( ( )) ( ) / /p aRF I F I I I I I I I I I F I w b w I      1 2 4 6 11 13 15 17 18 17 17 18 1 0 1 0 9   

  
اي فوق مسیر ي گراف بازهبنابراین هسته , , , , , , , ,P I I I I I I I I I 1 2 4 6 11 13 15 17 )است و  18 ) /pF I  0 9  

  .باشدمی
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  گیرينتیجه 4
هـایی کـه روي    نشان دادیـم بـازه  و اي پرداختیم هاي بازهکردن هسته روي درختپیدا مسالهدر این مقاله به بررسی 

)سپس الگوریتمی با پیچیدگی زمـانی . اي غیر ماکسیمال باشندتوانند بازهدرخت قرار دارند نمی ي یکهسته )o n 
ي درخـت بـا محـدودیت    توان هستهدر مطالعات بعدي می. دادیم ارایهاي ي یک درخت بازهبراي پیداکردن هسته

را از  مسـاله توان می چنین هم. اي استروي درخت بازه Lطول اي با بنابراین هدف یافتن هسته. طول در نظرگرفت
هاي و تعداد برگ Lدرختی با طول حداکثر هسته تغییر داد که در این حالت هدف یافتن زیر-(K,L)یافتن هسته به 

  .ها تا این زیردرخت کمینه شودهاي تمام بازهاست که مجموع فاصله Kحداکثر
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