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بخشی مبتنی بر مقادیر تابع هدف یک روش گرادیان مزدوج سهتوسیعی از 

 با تضمین همگرایی بدون فرض تحدب
 

 2محمد رضا آرزم، *1سامان بابایی کفاکی
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 چکیده

در این پژوهش یک روش گرادیان مزدوج سازي بزرگ مقیاس، هاي گرادیان مزدوج در بهینهروش اهمیتبا توجه به 
شود. در روش پیشنهادي، علاوه بر می ارایهي توسعه یافته بخشی کاهشی مبتنی بر یک شرط سکانت اصلاح شدهسه

بر تابع  شود که روش بدون فرض تحدبشود. ضمناً، ثابت میاطلاعات گرادیان از مقادیر تابع هدف نیز استفاده می
نشان را  پیشنهاديعددي کارایی محاسباتی قابل قبول روش  هاي اراي ویژگی همگرایی است. آزمایشد هدف

 .دهند می
 

، همگرایی شرط سکانت، سازي بزرگ مقیاس، روش گرادیان مزدوجبهینه، سازي نامقیدبهینه کلمات کلیدي:
 .سراسري

 

 
 مقدمه 1

که به دلیل  ددهرا تشکیل میسازي نامقید بهینه مسایلهاي حل اي از روشهاي گرادیان مزدوج ردهروش
 طور وسیع دره ، امروزه ب]2، 1[ استفاده اندك از حافظه ماشین، محاسبات ساده و همگرایی سراسري مناسب

 ]، مهندسی8[ علوم پایه]، 7کنترل بهینه [ ]،6پردازش تصویر [ ،]5[ شبکهجریان در  مسایل، ]4[ آمار ]،3اقتصاد [
سازي مقید را بهینه مسایل] 10اي [ساس استراتژي جریمهبر ااز آنجا که  .دگیرمیمورد استفاده قرار  ] و ...9[

مقید نیز قابل استفاده  مسایلهاي گرادیان مزدوج بعضاً براي حل نامقید تبدیل کرد، روش مسایلتوان به می
 . هستند

 دار مکاتباتعهده *
 sbk@semnan.ac.irآدرس الکترونیکی: 
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 سازي نامقید را در فرم کلی زیر در نظر بگیرید:مسأله بهینه
)1(  ( )min ,

nx
f x

∈
 

 )1(براي حل مسأله  گرادیان مزدوج هايروشد. باشپذیر به طور پیوسته مشتق fتابع هدف  با این فرض که
 :رمول تکراري به شکل کلی زیر استعموماً داراي ف

)2(  , , , ,n
k k k k k kx x x s s d kα+∈ = + = ≥



 1 
که به صورت زیر محاسبه  است جستجوجهت  kdطول گام حاصل از یک جستجوي خطی و  kαکه در آن 

 شود:می
)3(  , , ,n

k k k kd d g d kβ+ +∈ = − + ≥


 1 1 
)که در آن  )k kg f x= اي محاسبه شود که باید به گونهپارامتر روش گرادیان مزدوج نامیده می kβو  ،∇

طول گام ضمناً، . ]10[ هاي جستجو در حالت درجه دوم دو به دو نسبت به هسی مزدوج باشندشود تا جهت

kα هستندولف معروف شود که در شرایط جستجوي خطی زیر، که به شرایط اي محاسبه میاغلب به گونه 
 ، صدق کند:]10[
)4(  ( ) ( ) ,T

k k k k k k kf x d f x g dα δα+ − ≤ 
)5(  ,+ ≥T T

k k k kg d g dσ1 
δکه در آن  σ< < < حالت درجه دوم با هم در  است که  پیشنهاد شده kβهاي مختلفی براي انتخاب .1

 .]11، 2[ولی در حالت کلی عملکرد متفاوتی دارند  معادل هستند؛
kبا تعریف  k ky g g+= )، از آنجا که از قضیه مقدار میانگین 1− )ς ∈ ,1 وجود دارد به طوري که 

)6(  ( ) ,+= ∇ +T T
k k k k k k k kd y d f x d dα ςα2

1 
kdو  kdهاي توان معادل شرط مزدوج بودن جهت]، شرط زیر را می10و با توجه به مفهوم مزدوج بودن [ +1 

 نسبت به هسی در نظر گرفت:
)7(  .T

k kd y+ =1 
 د: نشوبه پارامتر گرادیان مزدوج زیر منتهی می )3فرمول (فوق و  معادله

)8(  ,+=
T

HS k k
k T

k k

g y
d y

β 1 

 .]12[ گردید ارایه) HS( و استیفل هستنس توسط که
سازي نامقید را با فرمول هاي بهینهاي دیگر از روشنیوتن ردههاي شبهدانیم، روشهمان طور که می

− رابطهاز ها در این روش جهت جستجو ]. 10[ دهند) تشکیل می2تکراري (
+ + += −k k kd B g1
1 1 محاسبه  1

×که در آن  شود می
+ ∈

n n
kB kx+تقریبی متقارن براي هسی در  1 است که در معادله زیر، که به شرط  1

 کند:سکانت (استاندارد) معروف است، صدق می
)9(  .+ =k k kB s y1 
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 :توان نوشتمینیوتن، هاي روش شبهویژگیبا توجه به 
)10(  ( ) .TT T T

k k k k k k k k k kd y d B s B d s g s+ + + + + += = = −1 1 1 1 1 1 
 کردند: ارایه] شرط مزدوج بودن توسعه یافته زیر را DL] (13لذا، بر اساس رابطه فوق، داي و لیائو (

)11(  ,T T
k k k kd y tg s+ +=−1 1 

  دهد:دست میه یک پارامتر نامنفی است. شرط فوق پارامتر گرادیان مزدوج زیر را ب tکه در آن 

)12(  ,
T

DL HS k k
k k T

k k

g st
d y

β β += − 1 

tیا به ازاي و که تحت جستجوي خطی دقیق  =   بهHS
kβ نشان داده شد که 13در [ ،یابد. ضمناًکاهش می [

براي دستیابی به همگرایی بدون فرض  براي توابع به طور یکنواخت محدب همگراست. لیائو-داي روش
 یعنی ]؛15شده توسط لی و فوکوشیما [ ارایهي ] شرط سکانت اصلاح شدهZZ( ]14( ژو و ژنگتحدب، 

)13(  , ,r
k k k k k k k kB s y y y h g s+ = = +1 

 لیائو به خدمت گرفتند که در آن-دايرا در رویکرد 

)14(  max , ,
T

rk k
k k

k

s yh C g
s

−  = + − 
  

2 

 ارایه] 14) در [12ي زیر از (. در نتیجه این امر، نسخه اصلاح شدهrو  Cهاي مثبت به ازاي برخی ثابت
 گردید:

)15(  ,
T T

ZZ k k k k
k T T

k k k k

g y g st
d y d y

β + += −1 1 

 یک پارامتر نامنفی است. tکه در آن 

 اما در حالت کلی ]؛16باشد [لیائو قادر به تضمین شرط کاهشی می-داي هاي خاص روشدر حالت 
اخیراً، در تلاشی براي رفع این مشکل بر اساس ساختار . ندي جستجوي روش لزوماً کاهشی نیستهاجهت
لیائو را با -] توسیعی از روش داي18]، بابایی کفاکی و قنبري [17بخشی [هاي گرادیان مزدوج سهروش
 پیشنهاد دادند: هاي جستجوي زیرجهت

)16(  , , ,

DL
k

T T T
k k k k k k

k k k k kT T T
k k k k k k

d

g y g s g dd g d g d t d y k
d y d y d y

+

+ + +
+ += − = − + − − ∀ ≥

 





1

1 1 1
1 1 

 با فرض استفاده از شرایط جستجوي خطی ولف، از آنجا کهیک پارامتر نامنفی است.  tکه در آن 
)17(  ,T

k kd y >  
 :یعنی د؛نکنهاي فوق در شرط کافی کاهشی صدق میجهت 
)18(  , ,T

k k kd g c g k≤ − ∀ ≥ 2 
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براي توابع به طور  الذکرفوق] نشان داده شد که روش 18در [. به علاوه، cبه ازاي برخی ثابت مثبت 
] به 18یکنواخت محدب همگراست. براي دستیابی به همگرایی بدون فرض تحدب، با رویکردي مشابه در [

 ژنگ پرداخته شد:-توسیع زیر از روش ژو

)19(  , , ,

ZZ
k

T T T
k k k k k k

k k k k kT T T
k k k k k k

d

g y g s g dd g d g d t d y k
d y d y d y

+

+ + +
+ += − = − + − − ∀ ≥

 





1

1 1 1
1 1 

 ) استوار است. 13ي (که بر شرط سکانت اصلاح شده
  ترکیبی، یک روش گرادیان مزدوج سه يپژوهش، بر اساس یک شرط سکانت اصلاح شده در این

 ارایهشود. سازمان بیان مطالب بدین صورت است که در بخش دوم، پس از می ارایهکاهشی جدید  بخشی
پردازیم. سپس، همگرایی سراسري روش را روش گرادیان مزدوج مورد نظر می ارایهشرط سکانت مذکور، به 

رسانیم. در بخش سوم به انجام آزمایشات عددي به منظور سنجش میزان کارایی محاسباتی روش ه اثبات میب
پردازیم. در پایان، نتایج حاصل را به شده می ارایههاي گرادیان مزدوج قبلاً پیشنهادي در مقایسه با برخی روش

گیرند. خطی ولف ملاك عمل قرار میکنیم که شرایط جستجوي در ادامه فرض میکنیم. اختصار بیان می
kh) داریم 14و لذا در ( ) برقرار است17پس، همواره نامساوي ( C=. 

 
 بخشی کاهشی مبتنی بر مقادیر تابع هدفگرادیان مزدوج سهیک روش  ارایه 2

شود و مقادیر تابع استفاده میبه عنوان یک نقطه ضعف، در شرط سکانت استاندارد فقط از اطلاعات گرادیان 
] بر اساس بسط تیلور شرط سکانت اصلاح 19کنند. براي رفع این مشکل، در [هدف نقشی را در آن ایفا نمی

 زیر پیشنهاد گردید: يشده

)20(  ˆ ˆ, ,k
k k k k k kT

k k

B s y y y u
s u
θ

+ = = +1 

nکه در آن 
ku ∈  یک پارامتر برداري صادق درT

k ks u ≠  و است 
)21(  ( ) ( ) .T

k k k k k kf f g g sθ + += − + +1 12 
 شد: ارایهي دیگري به صورت زیر ] با رویکردي مشابه شرط سکانت اصلاح شده20به علاوه، در [

)22(  , ,k
k k k k k kT

k k

B s y y y u
s u
ϑ

+ = = + 1 

nکه در آن 
ku ∈  یک پارامتر برداري صادق درT

k ks u ≠  است وk kϑ θ= لازم به ذکر است که  .3
 تر است. شده دقیق معرفیشرط فوق از نقطه نظر خطاي برشی بسط تیلور از سایر شرایط سکانت 

) شرط سکانت توسعه یافته زیر را معرفی 22) و (20)، (13ال، در این مرحله با ترکیب معادلات (ح
 کنیم: می

22 
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)23(  , ,rk
k k k k k k k kT

k k

B s w w y u C g s
s u
θξ+ = = + +1 

nو   هستند نامنفیهایی ثابت rو  ξ ،Cکه در آن 
ku ∈  یک پارامتر برداري صادق درT

k ks u ≠ .است 
دهد. دست میه ) شرایط سکانت قبلی را ب23در ( Cو ξهاي خاص براي  که انتخاب توان مشاهده کردمی

Tممکن است منفی باشد و لذا نامساوي  kθچون به عنوان یک نقیصه، 
k kd w >   لزوماً برقرار نیست، شرط

باشد. براي رفع این مشکل، در این پژوهش اصلاح زیر را لیائو نمی-) قابل استفاده در رویکرد داي23سکانت (
 کنیم:) اعمال می23بر شرط سکانت (

)24(  { }max ,
, ,rk

k k k k k k k kT
k k

B s z z y u C g s
s u
θ

ξ+ = = + +


1 

براي شرط سکانت اصلاح شده فوق مستقل از تحدب تابع هدف  ).23با همان پارامترهاي تعریف شده براي (
Tداریم 

k kd z > . کنیم در اینجا همواره فرض میk ku s= براي هر ،k ≥ . 

بخش یک  ]، در این18) در رویکرد مطرح شده در [24( يکارگیري شرط سکانت توسعه یافتهه با ب
))  16ي (هاي جستجوي زیر (به عنوان نسخه اصلاح شدهرا با جهت بخشیسه روش گرادیان مزدوج غیرخطی

 کنیم:معرفی می

)25(  , , ,
T T T
k k k k k k

k k k k kT T T
k k k k k k

g z g s g dd g d g d t d z k
d z d z d z

+ + +
+ += − = − + − − ∀ ≥

 



1 1 1
1 1 

 هاي فوق داریم:یک پارامتر نامنفی است. براي جهت tکه در آن 

)26(  ( )
, ,

T
k kT

k k k k kT
k k

g d
d g g t g k

d z
α +

+ + + += − − ≤ − ∀ ≥ 

2
2 21

1 1 1 1 

c) به ازاي 18مستقل از تحدب تابع هدف، شرط کافی کاهشی ( یعنی =  در ادامه همگرایی برقرار است. 1
 :]1کنیم. در این راستا به مفروضات زیر نیاز داریم [روش پیشنهادي را بررسی می سراسري

)مجموعه تراز  (*). مفروضات همگرایی ) ( ){ }x f x f x= ≤ نقطه آغازین دنباله  x0، که در آن 0
پذیر به طور پیوسته مشتق f تابع از  ℵباشد. همچنین، در یک همسایگی ) است، کراندار می2(تکراري 
  وجود دارد به طوري که L مثبت یعنی ثابت شیتز است؛پیوسته لیپ ∇fاست و 

)27(  ( ) ( ) , , .f x f y L x y x y∇ −∇ ≤ − ∀ ∈ℵ 
 وجود دارد به طوري که   γکنند که ثابت مثبت مفروضات فوق تضمین می

)28(  ( ) , , .f x x yγ∇ ≤ ∀ ∈ 
 کند. قضیه زیر نقش مهمی را در تحلیل همگرایی روش پیشنهادي ایفا می نگاه کنید.)] 21از [ 1,3(به گزاره 
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) را در نظر بگیرید که در 2د. روش تکراري (مفروضات همگرایی (*) برقرار باش فرض کنید] 22[ .1قضیه 
بر اساس شرایط جستجوي  هاکنند و طول گام) صدق می18هاي جستجو در شرط کافی کاهشی (آن جهت

 د. اگرنشومحاسبه می) 5) و (4(خطی ولف 

)29(  ,
k kd≥

= ∞∑ 2
0

1 

 آنگاه
)30(  liminf .kk

g
→∞

=  

 توانیم قضیه همگرایی زیر را اثبات نماییم. بر اساس مقدمات بالا، هم اکنون در وضعیتی قرار داریم که می
) را در نظر بگیرید که در آن 2د. روش تکراري (مفروضات همگرایی (*) برقرار باش فرض کنید .2قضیه 
) محاسبه 5) و (4ها بر اساس شرایط جستجوي خطی ولف () و طول گام25هاي جستجو توسط (جهت

Cاگر د. نشو می >   و ثابت مثبتM د به طوري که نوجود داشته باشt M≤ ، روش همگراست؛ آنگاه 
 ) برقرار است.30یعنی (

}) داریم 4) و شرط جستجوي خطی (18شرط کافی کاهشی (از  اثبات. }k k
x

≥
⊆



)  30. حال فرض کنید (
εصورت برقرار نباشد (برهان خلف). در این  >  وجود دارد به طوري که 

)31(  , .kg kε≥ ∀ ≥  
 توان نوشت:) می31درنتیجه، با توجه به (

)32(  { }max , .rT T r
k k k k k k k ks z s y C g s C sξ θ ε= + + ≥

2 2 
 از قضیه مقدار میانگین داریم: ،از طرفی

)33(  ( ) ( ) ( )( ) ,
T T

k k k k kf x s f x f x sµθ += − ∇ + ∇ +∇ 12 

)که در آن  )k kx x xµ µ µ += + − )، به ازاي برخی 11 ),µ∈   توان نوشت:) می27لذا، از ( ؛1

)34(  
( ) ( ) ( ) ( )( )

( )( ) .

k k k k

k k k k

f x f x f x f x s

L s L s s L s

µ µθ

µ µ

+≤ ∇ −∇ + ∇ −∇

≤ − + =

1

21
 

 ) داریم:34) و (28)، (27از ( حال

)35(  ( ) .k r r
k k k k k

k

z y s C s L L C s
s
θ

ξ γ ξ γ≤ + + ≤ + +2 

  ) داریم:35) و (32)، (28شوارتز، (-در نهایت، از نامساوي کوشی

24 
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)36(  
( )

( )
.

k k k k k k
k k k k kT T T

k k k k k k

r
k k

k kr r
k k

r
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فرض خلف باطل  درنتیجه) در تناقض است. 31رسیم که با () می30به ( 1از قضیه  لذا) برقرار است و 29پس (
 و حکم برقرار است.

 
 عددي مشاهدات 3

] 18[شده در  ارایههاي گرادیان مزدوج روش پیشنهادي با روشرفتار عددي در این بخش به مقایسه 
مورد استفاده قرار  t] را براي محاسبه پارامتر 18ها، فرمول پیشنهاد شده در [پردازیم. در همه روش می
 سازي شده عبارتند از:هاي پیادهتر، روش. به طور دقیقدهیم می

• ETTCGکه در آن 25با جهت جستجوي ( پیشنهادي توسعه یافته : روش گرادیان مزدوج (

max , k
T
k k

z
t

s z
ξ
  = − 
  

2

1  ؛1

• TTCG1 که در آن 16با جهت جستجوي (] 18شده در [ ارایهروش گرادیان مزدوج : اولین (

max , k
T
k k

y
t

s y
ξ
  = − 
  

2

1  ؛1

• TTCG2که در آن 19] با جهت جستجوي (18شده در [ ارایهروش گرادیان مزدوج  : دومین (

max , k
T
k k

y
t

s y
ξ
  = − 
  

2

1  ؛1

] را پذیرفته و قرار 18در [ ξ1در این پژوهش، مقدار پیشنهاد شده براي  .است مثبت ثابت یک ξ1 آن در که
ξدادیم  = 1 ] و به دلیل C ]14=0001/0 قرار دادیم TTCG2و  ETTCGهاي به علاوه، در روش. 66/

ξ=قرار دادیم  ETTCG)، در روش 22مؤثر بودن شرط سکانت اصلاح شده ( 3. 
 CUTERانتخاب شده از کتابخانه   )n=100( 100 با بعد حداقل مساله 105هاي فوق براي حل روش

محیط ها در ] آورده شده است. برنامه24در [ مورد آزمون . مشخصات کامل توابعندکار گرفته شده ] ب23[
. در فرایند اندگیگا بایتی اجرا شده 1گیگا هرتزي و رم  2و بر کامپیوتري با پردازشگر  MATLABافزاري نرم

 δ=0001/0 شرایط ولف با یک درونیابی درجه دوم براي رسیدن به طول گام صادق در جستجوي خطی از
9/0σو تکرار یا دستیابی به  10000همچنین، شرایط توقف را رسیدن به تعداد  .]10[ ه استاستفاده شد =
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)جوابی صادق در  )( )k kg f x−
∞
< +

61 قایسه نتایج حاصل از معیار یم. براي ماهدرنظر گرفت 1
سه معادل تعداد دفعات محاسبه تابع هدف به علاوه -موره روي زمان اجرا و تعداد کل ارزیابی تابع دولان

 ]. 25[ ه استاستفاده شد -تعداد دفعات محاسبه گرادیانبرابر
از دیدگاه  آید،ها برمیدهند. همان طور که از شکلموره را نشان می-نمودارهاي دولان 2و  1هاي شکل

، به ETTCGاما از دیدگاه زمان اجرا برتري روش ها رفتار تقریباً مشابهی دارند؛تابع روشتعداد کل ارزیابی 
رسد به کارگیري مقادیر تابع هدف در قالب شرط به نظر می ، مشهود است؛ لذاTTCG1ویژه نسبت به روش 

 بخشی داشته باشد. هاي گرادیان مزدج سه) در عمل تأثیر مثبتی را بر رفتار عددي روش24سکانت ترکیبی (

 
 ها از دیدگاه تعداد کل ارزیابی تابع: مقایسه روش1شکل 

 

 ها از دیدگاه زمان اجرا: مقایسه روش2شکل 
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 گیريبندي و نتیجهجمع 4
بخشی، هاي گرادیان مزدوج سه) در روش24استفاده از مقادیر تابع هدف در قالب شرط سکانت ترکیبی (

علاوه بر اینکه از دیدگاه نظري سبب تضمین شرط کافی کاهشی و رسیدن به همگرایی بدون فرض تحدب 
هایی کارا در روش ارایهگردید، از دیدگاه عددي نیز به نتایج قابل قبولی منجر شد. بر این اساس، امکان 

حافظه مبتنی بر شرط سکانت توسعه نیوتن بیسازي بزرگ مقیاس از نوع گرادیان مزدوج ترکیبی یا شبه بهینه
 ) وجود دارد. 24یافته (
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